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PREFATĂ LA EDIȚIA A TREIA 


Ediția a treia a volumului I al manualului de analiză matematică 
nu prezintă modificări structurale faţă de ediția precedentă. Am tinut totuși 
să îndreptăm pe cît posibil atit erorile și scăpările datorite autorilor, cît şi 
erorile de tipar. 

Am profitat de acest prilej ca să simplificăm prezentarea unor capi- 
tole, precum și unele demonstrații. În acelaşi timp am căutat să aplicăm 
mai consecvent și mai adincit conceptul general de funcție introdus chiar 
la începutul manualului la studiul aplicațiilor lui R sau R? în R? sau RB, 
privite ca spații vectoriale, adică la studiul așa-numitelor funcții vectoriale. 

Eva natural ca să dăm şi în acest caz, ca și în cazul aplicațiilor nume- 
pice, o interpretare fizică derivalei întîi şi derivatei a doua. În acest mod, 
studentul este mai bine pregătit să abordeze studiile ulterioare de geometrie 
sau de mecanică. 

Este probabil că în această ediție se vor strecura alte erori. Vom fi 
recunoscători colegilor care ne vor semnala lipsurile de orice fel, ajutindu-ne 
astfel să ne îmbunătătim continuu prezentarea manualului. 


AUTORII 


PREFAŢĂ LA EDIȚIA A DOUA 


Intervalul de timp foarte scurt la care această ediție urmează primei 
ediții nu ne-a îngădmi să veflectăm prea mult asupra tuturor îmbunătăți- 
rilor ce s-ar fi putut aduce în redactarea și prezentarea materialului din 
acest volum și nicit nu ne-a permis să culegem observaţiile făcute de cititori. 
Cu toate acestea, am procedat la unele modificări pe care le-am crezut abso- 
lut necesare pentru mai buna înțelegere a fenomenelor matematice prezentate. 
Astfel, studiul șirurilor convergente se prezintă mai sistematic dacă este pre- 
cedat de studiul şirurilor care converg către zero. Am introdus în noua editie 
acest studiu preliminar. 

De asemenea, studiul functiilor integrabile Riemann a fost completat 
cu teorema de echivalență a lui Lebesgue. Prezentarea acestui criteriu are un 
interes științific deosebit: pe de o parte, cititorul capătă o informaţie precisă 
asupra structurii funcțiilor integrabile Riemann ; pe de altă parte, criteriul 
lui Lebesgue delimitează exact domeniul de integrare cu metoda Riemann. 
În fapt, după ce Lebesgue, în jurul anului 1900, a obtinut teorema sa de 
caracterizare a integrabihității în sensul lui Riemann, a trebuit să se gin- 
dească la un alt procedeu pentru a extinde integrala Riemann ; şi astfel a 
ajuns la integrala care-i poartă numele. 

Din punct de vedere metodologic, criteriul lui Lebesgue permite să se 
dea demonstrații mult mai simple tuturor proprietăților privind functiile inte- 
grabile Riemann și calculul cu aceste funcții. Aceste demonstrații figurează 
în ediha de față. 

În afară de aceste modificări mai importante, s-au mai adus, de-a 
lungul întregului curs, unele mici îndreptări și modificări pe care nu le ma 
enumerăm aici. 

Toate îndreptările, adăugirile şi chiar suprimăvile făcute cu scopul 
ameliorării atît a formei cât şi a conținutului nu modifică linia generală 
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a manualului. De aceea ne menţinem rugămintea către colegii nostri de specia- 
litate şi către toți cititorii de a ne semnala erorile eventuale scăpate şi de 
a ne trimite toate observatiile susceptibile de a contribui la o şi mai bună 
prezentare a acestui manual. 


Decembrie, 1962 AUTORII 


PREFAŢĂ LA EDIȚIA ÎNTĂI 


Cartea de faţă reprezintă, în cea mat mare măsură a sa, fructul expe- 
rienței didactice a autorilor săi, precum și al unor repetate dezbateri, în 
ședințele de colectiv ale catedrei, asupra celor mai bune mijloace de prezen- 
tare a noțiunilor de bază ale analizet. 

Întreaga teorie a integralet, ca și teoria curbelor rectificabile, pentru 
a nu da decît aceste două exemple, poartă pecetea, așa cum sînt redactate 
aici, a discuțiilor fructuoase purtate în colectivul amintit mai sus. 

În consecință, manualul de față, care are ca punct de plecare un 
manual mai vechi al unuia dintre autorii, se deosebește în mod sensibil de 
acesta. 

Există, în primul vind, o deosebire în ordonarea materiei, care a urmat, 
în manualul de fată, în mod strict, programa analitică. 

Această programă este diferită de programa din 1949, ca şi de cea 
din 1953. Ca urmare, conţinutul însuși al actualului manual este mai cuprin- 
zător decît al vechiului manual. 

În anii regimului democrat-popular a avut loc o înflorire fără prece- 
dent a cercetării matematice, care a cuprins sectoare din ce în ce mai largi 
ale acestei discipline. În particular, s-a creat o şcoală puternică de ana- 
liză funcțională și topologie, prin eforturile reunite ale catedrelor care con- 
stitute astăzi secția de analiză a Facultăți de matematică şi fizică a Uni- 
versitătii din Bucureşti. 


“Miron Nicolescu: 1° Calcul diferențial și integral, 1949; 2° Analiză matema- 
tică, vol. II, 1953. 
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În dezvoltarea acestei şcoli, cursul de analiză matematică (calculul 
diferențial şi integral) a jucat şi va trebui să continue să joace un rol de 
bază. Iată de ce am considerat necesar să dăm o orientare corespunzătoare 
acestui curs, ținând — bineinteles — seama de traditia creată și verificată 
prin experiența de atiha ani de la catedra de calcul diferențial şi integral. 

Am tinut, de asemenea, seama de locul din ce în ce mai important 
pe care algebra abstractă îl joacă în cercetarea matematică actuală. Metodele 
algebrei au pătruns astăzi în aproape toate celelalte discipline matematice. 
Din acest motiv, demarcarea precisă între diversele sectoare ale actiwtății 
matematice devine o operație din ce în ce mai grea. O astfel de demarcare, 
dacă este prea net subliniată, este chiar dăunătoare ideii de unitate pe care 
cercetătorul începător trebmie să o capele din studiul diverselor discipline 
matematice. 

Tofi factorii enumerați mai sus şi-au adus contributia lor în înfăti- 
sarea actuală a cursului. O consecință a acestui fapt o constitute, de exem- 
plu, punerea în acord a terminologiei utilizate în curs cu terminologia în 
uz în cercetarea actuală, precum și utilizarea frecventă a limbajului vecto- 
rial, care are dublu avantaj: de a simplifica prezentarea şi de a înlesni 
drumul spre analiza funchonală. 

Volumul acestui curs poate apărea prea mare față de numărul de ore 
atribuit analizet matematice prin programa actuală. 

Am fi putut foarte bine să prezentăm acest curs ca o reproducere fidelă 
a lecţiilor orale, lucru care ar fi micşorat (nu prea mult, totuşi) volumul 
acestui curs. Considerăm însă că dacă această metodă se poate sustine cu 
argumente valabile, pentru un curs de spectalizare, ea devine de-a dreptul 
dăunătoare, în cazul unui curs fundamental. Dacă profesorul, din lipsă de 
timp sau pentru motive de ordin pedagogic, găseşte cu cale să prezinie, într-o 
lecție vorbită, numai liniile generale ale unui raționament, studentul trebuie 
să poată găsi în manual raționamentul expus în toate detaliile. Mai mult 
decât atît, un adevărat manual consacrat unei materii fundamentale trebuie 
să poată servi studentului şi după trecerea examenelor respective, ca o carte 
de referință, analogă unui „dicționar politehnic” pentru un inginer. 

Întrucît această carte este destinată studentilor, autorii sînt interesați 
în cea mai mare măsură să cunoască rezultatele experienței făcute cu manu- 
alul de faţă la celelalte instituții de învățămînt superior ; ei vor primi cu 
recunoștință toate observaţiile care vor contribui la îmbunătățirea eventuale- 
lor ediții următoare. 


AUTORII 


Capitolul |I 


MULȚIMI ŞI FUNCŢII 


$ |. Apartenenţă, incluziune, părţile unei mulțimi 


Vom adopta aşa-numitul punct de vedere naiv în expunerea noțiunilor 
din teoria mulțimilor, adică vom da noțiunilor fundamentale, mulțime, 
relație, proprietate, corespondență etc., înțelesul pe care-l au în limbajul 
obișnuit. 


1. Exemple de mulţimi 


Denumirile mulțime, grămadă, ansamblu, colecție sînt sinonime. 
lată cîteva exemple de mulțimi concrete: 
1) Mulțimea oamenilor de pe glob. 
) Mulțimea literelor alfabetului latin. 
) Mulțimea punctelor de pe un cerc. 
) Mulțimea moleculelor dintr-un corp. 
) Mulțimea numerelor naturale* 1, 2, 3,4, ... 
) Mulțimea numerelor 1, 3, 7. 
) Mulțimea formată numai din numărul 2. 


2. Elementele unei mulțimi 


Obiectele din care este alcătuită o mulțime se numesc elemente ale 
mulțimii. Elementele unei mulţimi pot fi obiecte de orice natură, fie obi- 
ecte concrete, fie obiecte ale gîndirii. Pentru studiu, problema esențială 
este posibilitatea de a distinge între ele aceste obiecte. 


* Vom presupune cunoscute numerele întregi, pentru exemplificarea noțiunilor din 
acest capitol. Teoria mulțimilor nu necesită însă cunoaşterea conceptului de număr, ci, 
dimpotrivă, construirea numerelor necesită cunoaşterea teoriei mulțimilor. 
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Cărţile unei biblioteci constituie la un loc o mulțime. O carte din 
bibliotecă este un element al mulțimii. Elementele (cărțile) acestei mul- 
țimi pot fi deosebite între ele, fie prin conținut, fie prin format, fie prin 
locul pe care îl ocupă în spațiu. 

Mulțimile şi elementele sînt notate în raționamente prin litere (ale 
diverselor alfabete), prin alte simboluri grafice sau prin combinaţii de 
litere și alte semne. De obicei, mulțimile se notează cu litere mari, iar ele- 
mentele cu litere mici. 

Pentru simplificarea limbajului se spune de cele mai multe ori „mul- 
țimea A” sau „elementul x” în loc de ,„,mulțimea notată prin litera A” 
sau „elementul notat prin litera x”. 


O literă poate indica fie un element determinat, fie un element arbitrar, nedeter- 
minat, al unei mulțimi. Un element arbitrar este de asemenea numit variabilă, sau argument, 
sau element generic al mulțimii, 

Dacă într-o proprietate, sau într-o relație relativă la elementele unei mulțimi, se 
înlocuiește un element arbitrar x printr-un element determinat +; se spune că se dă lui 
+ valoarea xo. 

Se spune că o proprietate sau o relaţie în care intervin elemente arbitrare este o 
identitate, dacă ea devine o propoziţie adevărată, oricare ar fi valorile date elementelor 
arbitrare (argumentelor). | 


3. Moduri de definire a mulțimilor 


O mulțime se consideră definită (precizată, dată) dacă avem un cri- 
teriu după care putem deosebi elementele mulțimii de celelalte obiecte 
care nu fac parte din mulțime. În acest sens, o mulțime poate fi definită 
fie numind individual elementele sale, fie specificînd o proprietate pe care 
o au toate elementele sale și pe care nu o au alte obiecte. 

O mulțime definită prin enumerarea elementelor sale se notează 
scriind între acolade aceste elemente. De exemplu, mulțimile din exem- 
plele 5, 6 şi 7 se notează, respectiv: (1, 2, 3, 4,...), (1,3, 7), 42). 

Vom face distincție între mulțimea (2) și elementul 2 al acestei 
mulțimi. 

O mulţime definită prin specificarea unei proprietăți caracteristice P 
a elementelor sale se notează scriind între acolade această proprietate. 
De exemplu, mulțimea punctelor (x, y) din plan care aparțin cercului cu 
centrul în origine si raza 1 se notează: 


(5, 9) + a =. 


4. Relaţia de egalitate 


Dacă două litere, x şi y, reprezintă același element al unei mulțimi E, 
se scrie y = y şi se citeşte ,,x este egal cu y”. Dacă x şi y nu reprezintă 
d è L Ld ))3 
acelaşi element se scrie xÆ y şi se citește „x nu este egal cu y” sau,,x 
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este diferit de y”. Semnul = se numeşte semn de egalitate. Se verifică 
imediat că relația de egalitate are următoarele proprietăți* : 


]) x = x (egalitatea este reflexivă) ; 

2) x = y = y = x (egalitatea este simetrică); 

3) x = y şi y = z » x = z (egalitatea este tranzitivă) (x, y şi 2 sînt 
elemente arbitrare ale lui E). 


5. Relaţia de apartenență 


Dacă a este un element al unei mulțimi A (mai precis, dacă litera a 
reprezintă un element al mulțimii indicate prin litera A), se scrie a & A 
şi se citește „a aparține mulțimii A”. Dacă b nu este element al mulțimii A, 
se scrie b e A şi se citeşte ,„b nu aparține lui A”. Semnul e se numeşte 
semn de apartenență. 

Am definit astiel relația de apartenență între elementele unei mul- 
timi şi mulțimea însăşi. 

În loc de ae A se poate scrie Aa. 


Exemple. 5E 11, 2, 3, 4, 5,...2; 3E{L 3 7; 2602); —1ø{L 2, 3,...); 
2g (1, 3,7; 3202); (1,3, 737; (1,3, 735. 


6. Părţile unei mulţimi 


Fie E o mulțime. O proprietate P, care se referă la elementele lui E 
(pe care unele elemente o pot avea, iar alte elemente pot să nu o aibă), 
defineşte o mulțime formată din acele elemente ale lui E care au pro- 
prietatea P. O astfel de mulțime formată din elemente ale lui E se numeş- 
te parte a lui E sau submulțime a lui E. 

Proprietatea „x = x” este adevărată pentru toate elementele x & £, 
este o identitate. Partea definită de această proprietate se numeşte partea 
plină a lui E şi este formată din toate elementele lui E. Aşadar E este 
o parte sau o submulțime (improprie) a sa însăşi. 

Dacă a E, mulțimea {a} formată numai din elementul a este o 
parte a lui E. Această parte poate fi definită ca mulțimea punctelor 
x E E care au proprietatea x = a. 


* = este semnul  mplicajiei logice. De exemplu, x =y5 y =x se citește 
„X=y implică (atrage) y=x”, sau „dacă x= y, atunci y = 4”, sau încă, „din + = rezultă 
y = x”. Semnul = se poate citi, de asemenea: deci, aşadar, prin urmare, 

& este semnul echivalenței logice. De exemplu, x = y & y = x se citește: „z = y 
este echivalent cu y = x”, sau, x = y dacă şi numai dacă y = x” sau „+ = y atunci și 
numai atunci cînd y = x” sau încă „pentru ca 4 = y este necesar și suficient ca y = x”, 
Semnul & se poate citi, de asemenea: adică, înseamnă că, este același lucru cu ete. 


10 MULȚIMI ȘI FUNCȚII 


Dacă o submulțime A a lui E nu coincide cu E, atunci A se numeş- 
te o submulțime proprie sau strictă a lui E. 

Printre părțile lui Æ se consideră și partea vidă a lui E, care se 
notează Ø şi care nu conține nici un element. Partea vidă poate fi defi- 
nită, de exemplu, ca mulțimea elementelor x & E care au proprieta- 
tea x = x. 

Părțile mulțimii E pot fi considerate ca elemente ale unei noi mul- 
timi, numită multimea părților lui E, şi notată :P (E). Printre elementele 
mulțimii D (E) a părților lui E, se află părțile E,"O şi {a} dacă a sE. 
Putem deci scere E € P (E), Be D(E), (aa PE). 

Dacă două părți A şi B ale lui E sînt formate din aceleaşi elemen- 
te, se scrie A = B. Mai precis, A = B înseamnă că literele A şi B desem- 
nează aceeași parte a lui E (sau acelaşi element al multimii părților <P (£)). 


7. Relația de incluziune 


Fie E o mulțime, A şi B două părți ale sale. Dacă fiecare element 
al lui A aparține şi lui B, se scrie A C B şi se citeşte „A este conjinută 
în B” sau „A este inclusă în B”. În loc de A C B se scrie de aseme- 
nea BDA şi se citeşte „B conține (sau include) pe A” (fig. 1). Dacă 


VA 
8 
A48 
ACB AB Ag E 


A nu este inclusă în B, se scrie A © B sau B p4 şi se citeşte respec- 
tiv „A nu este inclusă în B” sau „Binu include pe A” (fig. 2). Vom 
face convenția Ø C A, oricare ar fi partea A a lui E. 

Am definit astfel relatia de incluziune între părțile lui E (sau între 
elementele mulțimii părților P (E)). 

Se verifică imediat că relația de incluziune are proprietățile urmă- 
toare: 


1) A C A (este reflexivă) ; 

2) ACB şi BCA» Å= RB (este antisimetrică) ; 
) ACB şi BCC=A CC (este tranzitivă) 

(A, B şi C fiind părți arbitrare ale lui E). 


OPERAȚŢII CU MULȚIMILE 1] 


Relaţia de incluziune este o relație de ordine* în mulțimea păr- 
ților P (E). 


Exemple {1, 3, 7} C {1, 3, 7}; {1L KN 3,7}; {L net 7}; (3)c(1,3,7); ØC {3}; 
O c {3,7}; {L7} ¢ {L 3}; (1,3) £ (1,7 y: {7} ¢ {1.3}; U)g 

Două părți A şi B sint comparabile dacă sau A C B sau 3 C A. De exemplu {1, 3} 
și (1, 3, 7) sînt comparabile deoarece {1, 3} C {L 3, 7). Dacă nici una din părțile A și B 
nu este inclusă in cealaltă, se spune că 4 şi B sint incomparabile. De exemplu (1 3) și 
(1, 7} sint incomparabile deoarece (i, 3} ¢ {1, 7} şi (1, N œ {L 3). 


Legătura dintre relația de apartenenţă și relația de incluziune este 
exprimată de următoarele proprietăți: 


l) aeA şi ACB=>aebB; 

2) a SAOIMCA. 

Observaţie. Proprietatea 2 a relaţiei de ordine (antisimetria) constituie procedeul 
obişnuit de demonstraţie a egalității a două mulţimi A şi B (sau, mai precis, literele A şi 


B reprezintă aceeași multime): se arată întii că 4 E A xE B (deci AC B) şi apoi se 
arată că + E B=>4+ EA (deci BC A), de unde rezultă 4 = B. 


Ş 2. Operații cu mulțimile 
1. Reuniunea și intersecţia 


Fie E o mulțime, A şi B două părți ale ei. 

Mulțimea elementelor care aparțin cel puțin uneia din mulțimile A 
şi B se numește reuniunea lui A și B şi se notează A U B (se citeşte A 
reunit cu B) (fig. 3). Aşadar: 


AU B = (x xE sau y EB}. © 2] 
Semnul U se numeşte semn de 
reuniune. AÙ 108 


Exemplu. A UB 
(1, 2, 5) U (—1, 0, 2) ='{—1, 0O71, 2 5}. Fig. 3 


* O relație x< y definită pentru unele perechi ordonate (x, y) de elemente ale unei 
mulțimi M se numeşte velație de ordine dacă este reflexivă (x< x oricare ar fi x e M), 
antisimelrică (x < y şi y Lxx =y) şi tranzitivă (xx y şi yg: 3). Fie rx S7 
o relație de ordine ; să definim relația „+ < y” ca fiind echivalentă cu + Da y şi r 
Relația x < y este ireflexivă (x < x nu are loc; pentru nici un element y € M) și arziiiuă 
(x <y şi y <z» xz <z). Relaţia x < y se numește relație de ordine strictă. 

Reciproc, dindu-se o relaţie de ordine strictă + < y (ireflexivă și tranzitivă), obținem. 
o relație de ordine x x y reilexivă, antisimetrică şi tranzitivă dacă definim „+ -< y” ca fiind 
echivalentă cu „x < y sau x = y”. 

O relație de ordine intre elementele unei mulțimi M defineşte pe M o structură de 
ordine sau, mai simplu, o ordine. Mulțimea M impreună cu o ordine definită pe ea se numește 
mulțime ordonată. Multimea M este totai ordonată, dacă oricare ar fi elementele x 72 y din 
M avem sau x < y, sau y < x. 
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Mulțimea elementelor care aparţin și lut A și lui B se numeşte inter- 
secția lui A şi B şi se notează A N B (se citeşte: A intersectat cu B 
(fig. 4). Aşadar: 

AQB={x]x EA şi xa B} 


___ Dacă A şi B nu au nici un element comun, atunci intersecția lor este 
vidă: A N B =Ø. În acest caz se spune că A şi B sînt disjuncte (fig. 5). 


Exemple. {1, 2, 5) N {0, 2, 5) = {2, 5}; {L 2, 5} n {2, 7} = {2}; {1, 2, 5} n {3,7} =Ø. 


ANB ANB=9 
Fig. 4 Fig. 5 


Am definit astfel operaţiile de reuniune şi intersecţie, prin care fie- 
cărei perechi (A,B) de părţi ale lui E i se asociază mulțimea A U B, 
respectiv A N B. 


Cele două operaţii cu mulțimile au următoarele proprietăți: 


Î) AU A=A4; A NA = A (idempotenţa), 

2) (4AUBLUC=AU(BUC); (4 N B)NC = AN(8N0) (asociativitatea), 

3) AU B=BUA á N B= B A (comutativitatea), 

4) AU(BNC) = (AUB) N(4 U C); AN(BUC)=(4NB)U(ANC) (distributivitatea), 
5) AU9=A; A NE =, 

6) AUE=E; ANB=0 


(A, B şi C fiind părţi arbitrare ale lui Æ). 


Legătura dintre relația de incluziune și operaţiile de reuniune şi intersecție este expri- 
mată de următoarele proprietăți : 


7) ACAUB; ANBCA 

8) A CBOAU B=B; A CBEOSANB=A, 

9) ACB=>AUCC BUC; A CB>ANCCBNC, 
10) A CC şi BCC>AUBCC; CCA şi CEecB>CCANB 


(4, B şi C fiind părți arbitrare ale lui E). 


Se definesc în mod asemănător reuniunea și intersecția mai mul- 
tor mulțimi A}, Áz... Áp, notate respectiv 


AUAU --- UAm ANAN DA, sau U4, NA; 


2=l 
2. Diferenţa. Complementara 


Fie E o mulțime, A şi B două părți ale ei. Mulțimea elementelor 
lui A care nu aparțin lui B se numește diferența dintre A şi B şi se notează 
A — B (se citeşte A minus B) (fig. 6). Așadar: 


A —B={x|xad, xé B} 
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Diferenţa A — B se obţine eliminind din A elemente care aparțin 
și lu B. l l 

Dacă A şi B sînt disjuncte, atunci A — B = A; dacă A C B atunci 
A — B= Ø. 

Diferența E — A se numeşte complementara lui A şi se notează GA. 
Așadar: 


CA = {(x| x S E, x =A}. 


CA 


Fig. 7 


Complementara lui A este formată din toate elementele lui E care 
nu aparțin lui A. 


Următoarele proprietăți se deduc imediat: 


1) CE = Ø; 00 = E, 


2) (04) = 4, 
3) A U CA =E; A nla =Ø, 
4) C(4 U B) = (CA) N (08); C(4 N B) = (C4) U (CB), 


5) ACBoOCA D508 
(4 şi B tiind părți arbitrare ale lui E). 
Din proprietățile 3 rezultă că: 


x Edo + EQA şi eA ergé. 


3. Produs cartezian 


Fie E şi F două mulțimi distincte sau nu. Putem forma perechi ordo- 
nate (x, y) cu elementele celor două mulțimi, cu primul element x din E 
și al doilea element y din F. 


Să considerăm toate perechile (x, y) de acest fel. Mulțimea tuturor 
perechilor (x, y), considerate ca elemente, se numeşte produsul cartezian 
al lui E cu F şi se notează E x F. Aşadar: 


ExF={(xx, yie E year. 


E şi F se numesc factorii produsului cartezian Ẹ x F; E este primul 
factor, iar F este al doilea factor. 


14 MULȚIMI ȘI FUNCŢII 


x şi y se numesc coordonatele sau proiecţiile elementului (x, y); x este 
prima coordonată sau prima proiecție, iar y este a doua coordonată sau a 
doua proiecție. 

Exemplu. E = (a, aa), F = (bu ba, E X F = {(@,, b1), (a1 ba), (Za, Bu), (a, be)). 


Se poate considera produsul cartezian F x E al lui F cu E, ale cărui 
elemente sînt perechile (y, x) cu y EF şi xeE; 


F x E= {(y, x) |y EF, x & E}. 


Dacă E = F, vom face distincție între E x F şi F x E. În exem- 
plul precedent, avem : 


F X E = ((b,, a), (bi, aa), (bz, a), (ba, ao) J- 


Dacă E = F, evident E x F = F x E. În acest caz, în loc de E x E 
vom scrie E?. Astfel, 


E? = {(x, y| x E E, y EE}. 
Exemplu. E = {a, 2), E? = { (a1, au), (Ais aa), (ao, 21), (Gg, aa) }. 


Două elemente (x, y) 3 ȘI i (3, 29, ale produsului cartezian sînt egale 
dacă si numai dacă y = şi y = ] 


Se poate defini produsul cartezian Ex E, x... X E, an mulțimi 
E, Ea ..., E, ca fiind mulțimea tuturor grupelor (Xis Xos <-s Xa) unde 
LESELE E,, Xp BE. Aşadar: 
EX Ea x ee X En = (Giu So cica du) E Ep area n-ai) 
E, E, ..., E„ se numesc factorii produsului cartezian , iar Xi, Xe ..., Xa 
se numesc coordonatele sau proiecţiile elementului TA Xo, sr Fn 
Dacă E, = E; = ... = E,, se scrie E” în loc de EXEX. „XE, 
n factori i 
§ 3. Funcţii 


1. Definiţia funcţiei 


Fie E şi F două mulțimi distincte sau nu. 


Deiiniţie. Dacă, printr-un procedeu oarecare, facem să cores- 
pundă fiecărui element x € E un element şi unul singur y e F, spunem 
că am definit o funcție pe E cu valori în F. 


Prin funcție se înțelege ansamblul format din: mulţimea E, mulți- 
mea F şi corespondența x > y de la E la F. 
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E se numește multimea de definitie (sau domeniul de definiție) al 
funcției, iar F se numeşte multimea în care funcția ta valori. 

O funcţie se notează cu o literă, de exemplu f (se pot folosi şi alte 
litere, g, A, F, e, Detc.). 

Dacă f este o funcție definită pe E cu valori în F, se spune de ase- 
menea că f este o aplicație a lut E în F. 

Vom folosi adesea notația f: E —> F care se citeşte: funcția f defi- 
nită pe E cu valori în F, sau, aplicația f a lui E în F. 

Dacă într-un raționament intervin două sau mai multe funcții, vom 
folosi diagrame de forma următoare: 


f 
unde printr-un grup de semne ca E —> F se înțelege că f este o aplicație 
a lui E în F. 

Dacă printr-o funcție f:E > F, unui element a E îi corespunde 
elementul (unic) b € F, se spune că b este valoarea funcției f în punctul” a, 
și se notează f(a). Așadar: 

b = f(a). 


Se spune, de asemenea, că b este imaginea lui a prin funcția f, sau 
că b este transformatul lui a prin funcția f, sau că, funcția f transformă 
pe a în b. 

Uneori, se folosește în loc de f(a) notația indictală f, 

Un element oarecare x al mulțimii de definiție E se numeşte de ase- 
menea variabilă sau argument al funcției f. Funcția f se reprezintă de 


asemenea prin notația simbolică 
x = f(x), x EE. 


Se poate spune, de exemplu: fie funcția f care fiecărui număr real x face 
să-i corespundă x?; sau, fie funcția f definită pe mulțimea numerelor rea- 
le prin corespondența x — x? (sau prin egalitatea f(x) = x?). 

Observaţie. Trebuie făcută distincție între funcția f (care reprezintă corespon- 
dența de la E la F, în ansamblul ei) şi elementul f(x) din F (care reprezintă valoarea func- 
ției f în x). Totuşi, funcția se notează adesea cu f(x} în loc de x — f(x), ceea ce constituie 


un abuz de limbaj foarte frecvent și de foarte multe ori necesar. De exemplu, funcția expo- 
nenţială y — 2%, definită pe mulțimea numerelor reale, va fi notată, mai simplu, 2%, 


Aplicațiile f ale unei mulțimi E într-o mulțime F sînt elementele unei 
mulțimi, multimea aplicațiilor lui E în F, care se notează FE. 
Exemple. 1) Fie E = {u, v, w} şi F = ta, b, c}. Corespondenţa indi- 
cată în figura 8 prin săgeți defineşte o funcție f:E > F. 
Avem: flu) =b,  f@)=a, flw) = b. 
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Pe acest exemplu se constată că: 

a) o funcție poate avea valori egale în puncte diferite (de exemplu, 
Ju) = fo) = d) | 

b) în mulțimea F pot exista elemente care să nu fie valori ale funcției 
(de ex. c nu este valoare a funcției f). 

2) O funcţie f: E > F este constantă dacă are aceeași valoare, f(x) =a, 
în toate punctele x e E. 

În figura 9 avem un exemplu de funcţie constantă. 


E F F £ £ 
y p d „É f 3 u oc oy 
y d y oĝ VO—————— 5 p 
W ot W oc W oco 

Fig. 8 Fig. 9 Fig. 10 


Pentru fiecare element a e F se poate defini o aplicație constantă 
f(x) = a (şi numai una) a lui E în F. Pentru mulțimile E și F din figura 9, 
putem defini trei funcții constante: f(x) = a, f(x) = b și f(x) =c. 

3) Se numește aplicafjie identică a unei mulțimi E în ea însăși functia 
1: E > E definită prin corespondenţa x — + (sau prin egalitatea 7(x) = x). 
Aplicația identică a mulțimii E = tu, v, w} în ea însăși este reprezentată 
în figura 10. 


2. Graficul unei funcţii 


Fie funcția f:E — F. Corespondenţa x — f(x) stabilită de funcția f 
se poate reprezenta prin perechi ordonate (x, f(x)). O astfel de pereche este 
un element al produsului cartezian E x F, deoarece y € E şi f(x) eF. 

Mulțimea G a tuturor perechilor de forma (x, -f(x)) cu x e E se nu- 
meşte graficul funcției f. Aşadar: 


G = {(x, fi) | x € E}. 


Graficul funcției f este o parte a produsului cartezian Ex F şi este 
caracterizat de următoarele proprietăți: 

1) fiecare element x e E face parte dintr-o pereche (x, y) a graficu- 
lui G7, şi numai din una; 

2) în fiecare pereche (x, y) a graficului, cele două coordonate x şi y 
verifică egalitatea y = f(x) ; pentru orice altă pereche (x, y) care nu apar- 
ține graficului, avem x =Æ f(x). 
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Egalitatea 
y = Ji), 


verificată de toate elementele (x, ) ale graficului şi numai de acestea, se 
numeşte ecuația graficului functiei f. 

Fie acum G o submulțime a produsului cartezian E X F, care are 
proprietatea că frecare element x e E face parte dintr-o pereche a, YEG 
si numai din una. Putem atunci defini o funcție f: E > F, făcând să cores- 
pundă fiecărui element xE E, eleinentul unte y e F, pentru care (x, 2 G 
adică punînd f(x) = y pentru fiecare pereche (x, y) EG. 

Multimea G este graficul funcției 7 astfel definite. 


Exemplu. Graficul aplicației identice a mulțimii E în ea însăși este 
mulțimea perechilor (x, x) cu x e E. Graficul aplicației identice se numeste 
diagonala produsului cartezian F?. 


Observaţii. 1° Graficul unei funcţii f: E — F coincide cu produsul cartezian 
Ex F, dacă şi numai dacă mulțimea F este formată dintr-un singur element. 


2° O submulțime K CE x F care conține două perechi (x, y) și (x, y’), cu acelaș, 
prim element +, dar cu y æ y, nu este graficul unei funcții, deoarece în corespondența 
stabilită de mulțimea K, lui y i se asociază două elemente diferite, y şi y’. 

De exemplu, mulțimea punctelor (x, y) din plan, care verifică ecuația x? — 
(cercul cu centrul în origine şi raza 2) nu este graficul unei funcţii, deoarece pentru x=} 
există două numere diferite, y = Vă 2 şi y = _ ya, care verifică această ecuație. 

3° Din cauza corespondenței dintre o funcție f şi ecuatia y = f(x) a gralicului său 
Gy, se foloseşte uneori, pentru funcţie, notația y = f(x). 


= 4 
3 


3. Familii. Şiruri 


În anumite cazuri este util să concepem o funcţie f:/ => E ca o 
familie de elemente din E; în acest caz, se folosește notația indicială f, 
pentru valoarea funcției într-un punct z. Mulțimea de definiție I se numește 
atunci multimea indicilor ; orice element t E I se numește "indice, iar f, se 
numeşte element al familiei, cu indicele 7. Elementele famiiiei pot coincide 
(dacă f nu este biunivocă). 


O asemenea familie se notează: 


{£ . 
(Jijie 
De obicei, dacă pentru elementele mulțimii E se folosește o literă a, 
o familie de elemente ale lui E se notează (aher. 
Dacă mulțimea indicilor este mulțimea N = {1, 2, 3, ..., n,...ja 
numerelor naturale, o familie (a&„)aey de elemente ale mulțimii E se numeşte 


sir. Aşadar, un şir de elemente din E este o funcție n —a, definită pe mul- 
țimea N a numerelor naturale, cu valori în E. 


2 — Analiza matematică, vol. I 
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4. Reuniuni şi intersecţii de familii 


Fie (4;);er o familie de părți (distincte sau nu) ale unei mulțimi E. 
Mulțimea elementelor x & E care au proprietatea că aparțin cel 
puţin unei mulțimi A, din familie se numește reuniunea familiei şi se 
notează 
U 4; 
iEI 


Mulțimea elementelor x & E care aparțin tuturor mulțimilor din fami- 
lie se numeşte intersecția familiei și se notează 


N 4; 


iel 


Dacă (4,)„ex este un şir de părți ale lui E, reuniunea şi intersecția acestui 
şir se notează și astfel: 


A, sau ALU A2U A3U... 


Cs 


n=l 


respectiv 
NA, sau 4104-14... 
n=l 


"Dacă I = Ø, obţinem o familie vidă de părți ale lui E. Seface convenția 
ca reuniunea familiei vide să fie Ø, iar intersecția familiei vide să fie mul- 
țimea E. Cu această convenție, au loc totdeauna egalitățile 


C(U 4;) = UA; ȘI CN A;) = UA; 
IEI iEI iE 


EI 


oricare ar fi familia (4,),er. 


5. Restricţii și extensiuni de funcţii 


Din definiția dată noțiunii de funcție rezultă că două funcții f şi g 
sînt egale dacă sînt definite pe aceeași mulțime E, au valori în aceeași 
mulțime F şi dacă stabilesc aceeaşi corespondență, adică dacă 


f(x) = g(x) pentru orice x S E. 


Altfel exprimat : funcţiile: şi g sînt egale dacă și numai dacă au ace- 
laşi grafic. 
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Așadar, două funcţii f şi g sînt diferite, fie dacă nu sînt definite pe 
aceeași mulțime, fie, în cazul cînd sînt definite pe aceeași mulțime E, dacă 
au valori diferite cel putin într-un punct x E E: 


fiara) = e(xo). 


Fie funcția f: E > F şi A o parte a lui E. Să considerăm corespondența 
x — f(x) stabilită de funcția numai pe sementele xed. Această 


yo 
>< Dea 
——>o C O Ll 


y o 


Fig. 11 


corespondență de la A la F defineşte o aplicație a lui A în F, care se nu- 
meşte restrictia funcției f la multimea A, şi se notează, de obicei, cu f4 
(sau f| 4). Aşadar: funcția f4: A— F este definită prin egalitatea 


fală) = f(x) pentru x e A. 


Funcția f: E > F este, prin definiție, o extensiune sau o prelungire 
la mulțimea E a funcției fa. Dindu-se o funcție f: E > F şi o mulțime 
{d C E, există o singură restricție a lui f la A. Două funcții diferite f: E>F 
și g: E >F au însă aceeasi restricție la A dacă f(x) = g(x) pentru orice 
x E A. 

Așadar o funcție p:A > F are în general mai multe prelungiri la 
mulțimea E (funcția / are o prelungire unică la E dacă şi numai dacă F 
este formată dintr-un singur element). 


Exemplu. E = {u, v, w}, F = {a, b, c}, A = {u, v}. Funcţia h din figura 11 este re- 
stricția funcțiilor f şi g. 


6. Funcţii compuse 


Fie f:E—F şig:F —G două funcții. 

Un element oarecare x e E este transformat de funcția f în elementul 
(unic) f(x) e F ; mai departe, elementul f(x) e F este transformat de func- 
ţia g în elementul (unic) g(f(a)) EG. În acest mod putem stabili o cores- 
pondență x — g(f(4)) direct de la E la G: 


E-LF S&G 
x — f(x) — g(f(x)) 
x (f(x) 
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Definitie. Functia definită pe £ cu valori în G prin corespondența 
x — g(f(x)) se numeşte funcția compusă a funcțiilor g și f, în această ordine 
şi se notează gof: 


(g o f)(x) =g(f(x)) pentru x Ss E 


(g o f se citeşte g compus cu f). 

Funcția compusă go f este definită pe mulțimea E ca şi funcția f 
scrisă la dreapta în notația gof şi are valori în G ca și funcția g scrisă 
la stînga în notația gof. 


E F G 
u 29 {T7 
V o 7/7 
W o p 


Fig. 12 


Este de observat că pentru a obține funcția compusă gof,se aplică 
întîi funcţia f şi apoi funcția g. 
Exemplu (fig. 12). 
Operația de compunere este asociativă 
Dacă f: E > F, g:F >G şi h:G —> H sînt trei funcții, avem, după cum 
se poate uşor verifica, 
h o (go f) = (hog)of. 


De aceea funcția definită de ambii membri se notează Aogof şi se nu- 
meşte funcția compusă a funcţiilor k, g şi f, în ordinea indicată: 


ELF GH 
x — f(x) — e) — he) 
x — - h(g(f(x))). 


Se defineşte în mod analog funcția compusă a mai multor funcții. 


Observații. 1° Fie f: E—F şi g: F—G două funcţii. În general funcția fog 
nu poate fi definită. În adevăr, un element y e F este transformat de funcţia g în elementul 
gy) EG, şi dacă g(y) Æ E, nu-i putem aplica funcţia f. 

i Dacă f: E—F şi g: F— E atunci se pot defini ambele funcții compuse: g of 


și fo 
x —> flx) — e(f(a)) y > gly) — fiety)) 
x ———~—~— > gifi») > f(g(y)). 


Cele două funcții compuse gof şi fog sînt în general diferite, deoarece prima este 
definită pe E, iar a doua este definită pe F. Aşadar operația de compunere a funcțiilor nu 
este comutativă. 
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Dacă f:E—E şi g: E — E, atunci funcțiile gof şi fog sint definite pe aceeaşi 
mulțime E. Chiar în acest caz cele două funcții compuse sînt în general diferite, cum se 
constată din exemplul dat în figura 13. 

3° Fie funcția f: E = F. 

Dacă ż este aplicația identică a lui E în E (i(x) = pentru x € E), atunci 


foi=f. 
£ Gof E £ foy ` E 


£ £E ; 
o y Y 7 O OU ormo 
4 < 
po y 7 y V y 


Ww oW W o W wW oW po 


Fig. 13 


PN 
E.P 


În adevăr, pentru orice x E E avem (fo) (x) = f(i(2)) = f(x). Funcţiile foi și f 
sînt definite amîndouă pe mulţimea E şi stabilesc aceeaşi corespondență, deci sînt egale. 
De asemenea, dacă ș este aplicaţia identică a lui F în F ((y) = y pentru orice y € F), 


atunci 
jof=f. 
În adevăr, pentru orice y € E avem f(x) EF şi 
(of) (2) = iH) = fi). 

Să observăm că funcțiile fa f şi foj pot fi amîndouă definite dacă şi numai dacă 
E = F. În acest caz, i = f, deci į o f = f o i = f. Aplicația identică ¿į a lui E în E este deci 
clement neutru (are efect nul) pentru operația de compunere a funcțiilor f: E — E. 

4° Fie funcțiile f: E — F şi g: G — H. Să notăm E, = (a|z SE, f(x) E G}. Mulțimea 
E, poate fi vidă. Dacă E, = Ø, să considerăm restricția fı a lui f la E,. Aşadar: fi: E, >G. 
Atunci putem considera funcția compusă g o fi: E, — H. Pentru orice y € E, avem 


(8 o f) (x) = gfi) = e(f(2)). 


De aceea, prin abuz de limbaj, funcția compusă g o fı se notează adesea gof. 


§ 4. Aplicatii biunivoce. Functii inverse 


1. Imagini directe de mulţimi printr-o funcţie. 
Aplicație pe o mulțime 


Fie funcția f:E — F şi A o parte a lui E. Mulțimea valorilor luate de 
funcția f pe A se numește imaginea directă a lmi A prin funcţia f sau, mai 
simplu, imaginea lui A prin f şi se notează f(A). Aşadar: 


HA) = {f(x) | e 4). 


Mulțimea f(A) este o parte a mulțimii F (deoarece f(x) & F pentru 


orice x € A), şi se numeşte de asemenea transformata mulțimii A prin 
funcția f. 
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Aşadar, y e f(A) dacă şi numai dacă există (cel puțin) un element 
x E A, astfel ca y = f(x). 

Imaginea f(E) a întregii mulțimi de definiție se numeşte mulțimea 
valorilor funcitet f. 

Mulțimea valorilor, f(E), poate fi diferită de mulțimea F î în care funcția 
ia valori, adică pot exista elemente y e F care să nu fie imaginea nici 
unui element + € E (fig. 8). În acest caz avem f(E) CF, cu f(E) =F. 

Dacă (E) = F; se spune că f este o aplicație a lui E pe F. Aceasta 
însemnă că orice element y e F este imaginea a (cel puţin) unui element 
xeF. Trebuie să facem distincţie între „aplicație a lui E în F” şi „aplicaţie 


a lui E pe F”. 
E p F Exemplu (fig. 14). (E) = F; fu, v}) = {a,c}; 
y O 0 d KB) = {c} ; f((v, w, b) = fb, à. 
Din definiția funcției deducem următoarele 
proprietăți : 


V b 
>< 1) f(4 U B) = f(4) U AB) 
2) RA N B} CAA) N AB). 
w C 3) Dacă ACE şi A + Ø atunci f(A) = Ø. 
AAT 4) Dacă AC E este formată numai dintr-un 
É element, A = {x}, atunci f(4) este formată numai 
Fig. 14 dintr-un element, f(A) = {f(x)}, adică 


FU) = fo). 


2. Imagini reciproce de mulţimi printr-o funcție. 
Aplicaţii biunivoce 


Fie funcția f: E > F şi Bo parte a lui F. Mulțimea tuturor elemen- 
telor x e E ale căror imagini prin funcția f aparțin lui B se numește 


imagine reciprocă (sau inversă) a lui B prin funcția f şi se notează f (B): 
JB) = {x | * & E, f(a) € B}; 

KB) este o parte a mulțimii E. Aşadar, x e JB) dacă şi numai dacă 
f(x) e B. 

Evident, HG) = E şi de asemenea AFE) = E. 

Avem : 

1) A U B) = JA) U AB) 

2) f(A N B) = KANN FB) 

3) f(A — B) = f (4) — J (B). _ 

Exemplu (fig. 15). F(b, 0) = te, w, Di Fla, D) = tu; FE) = 
= {v, i; f({d}) = 
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Pe acest exemplu se constată că: 
a) mulțimea BC F poate fi nevidă şi totuși imaginea sa reciprocă 


f (B) poate fi vidă; 
b) mulțimea B C F poate fi formată dintr-un singur element, şi 


totuşi imaginea reciprocă f (B ) poate fi formată din două sau mai multe 
elemente. 


E f F 


U Om d 


„â i, 
=> Vo 0 
w C 


Fig. 15 Fig. 16 


Se constată uşor că: imaginea reciprocă a oricărei mulțimi nevide 
B C F este de asemenea nevidă, dacă şi numai dacă f(E) = F, adică dacă 
și numai dacă f este o aplicație a lui E fe F. 

Dacă f este o aplicație a lui E pe F, atunci imaginile reciproce veri- 
fică şi ele proprietatea 1) a imaginilor directe : 


—l1 
Dacă BCF şi B +Ø, atunci f (B) = Ø. 


Definiție. Se spune că functia f: E —/ este biunivocă, dacă 
oricare ar fi elementele x’ = x” din E, avem f(x) = f(x") (adică două 
elemente diferite din E au imagini diferite în F). 


Se verifică uşor că f este biunivocă dacă și numai dacă f(x) = 
= f(x”) = x! = x”. 

Exemplu (fig. 16). 

O formulare echivalentă a definiției unei funcții biunivoce este ur- 
mătoarea : 

Funcția f: E — F este brunivocã dacă si numai dacă, oricare ar fiy EF, 
imaginea reciprocă a multimii {y} conține cel mult un element (putînd fi even- 
tual vidă). Lăsăm pe seama cititorului, ca exercițiu, verificarea echiva- 
lenței diferitelor formulări ale definiției unei funcții biunivoce. 

Dacă f este o aplicație brunivocă a lui E pe F, atunci imaginile reci- 
proce au aceleași proprietăți ca şi imaginile directe: 


—1 
i) dacă BCF și B + atunci f (B) + Ø; 
2) dacă BCF şi B este formată dintr-un singur element, B = {y}, 
atunci f (B) este formată numai dintr-un singur element, x, pentru care 
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3. Funcţii inverse 


Fie f o aplicație brunrvocă a lui E pe F. Aceasta înseamnă că f(E) = F 
și x = x” = f(x) = f(x"), (vc, x EE). 

În acest caz, pentru orice element y €E F, există un element şi unul 
singur x E E, astfel ca f(x) = y. 

În acest mod putem stabili o corespondență f(x) — x de la elementele 
lui F la elementele lui E, care defineşte o aplicație biunzvocă a lui F pe E, 
şi care se numeşte aplicația reciprocă (sau funcția inversă) a funcţiei f şi 

—l 


se notează f. Așadar: 

Definiție. Se numește funcție inversă (sau reciprocă) a functiei 
f îuneţia F prin care fiecărui element y & F îi corespunde acel element (unic) 
x & E pentru care f(x) = y. 

Egaltăţile f(x) =y şi x =F y) sînt echivalente. 

Funcția F este la rîndul său o aplicație btuntvocă a lui F pe E şi 


deci admite o funcţie inversă care este f. Funcţiile f şi f sînt deci in- 


verse una alteia: 
f 


A 
Din egalităţile echivalente f(x) = y şi x = f[ y), deducem 
FU) = y pentru orice y E E, 
f Ayy) = y pentru orice y € F. 
Exemplu (fig. 17). f(u) = e, F (e) = u; fw)=a, F(a) = v; f(w) =b, 
FO =w: TU =O = S Ue =F a = vi FU =F O =: 
f (fa) = fo) = a; FU0) = K) = b; f HO) = fu) = c. 
Observații. 1°. Numai aplicațiile biunivoce ale lui E pe F ad- 
mit funcții inverse. 


- E 2 

[ai fE £ _, . 

“ 7 Ya Fo AF 
f = r 

y pb 4 0 

w i Ww e 


Fig. 17 
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Dacă funcția f: E — F este brunivocă şi dacă f(E) -+ F, atunci se con- 
sideră f ca o aplicaţie biunivocă a lui E pe f(E), şi deci admite o funcție 


inversă F JAE) > E. 


2° Practic, după ce s-a verificat că f: E —> F este o aplicație brunt- 
-1 
vocă a lui E pe F, functia inversă f se obține rezolvînd în raport cu x ecuația 


y = fix), (xa E, yer). 
Pentru fiecare y & F, se obține soluția unică în £E 


x =F (9). 


—1 
3° Fie f:E—F o aplicație biunivocă şi fie f: F— E funcţia sa inversă. 


Dacă î este aplicaţia identică a lui E în E, (î(+) = x pentru orice x € E) avem 
—1 
fef=i. 
—1 —1 
În adevăr (fo f) (2) = f(f(a)) = x = i(x) pentru orice x € E. 
Dacă j este aplicaţia identică a lui F în F (î(y) = y pentru orice y € F), avem 
—1 
fef =. 
4° O aplicație biunivocă a unei mulțimi E pe ea însăşi se numeşte permutare. Aplicația 
identică ż a lui E în E este o permutare. 
-1 
Fie f: E — E o permutare și f: E — E permutarea inversă. Avem: 
—1 —1 
fof=işifof=i. 


Aşadar mulțimea permutărilor f: £E— E este grup* (necomutativ) pentru operaţia 
de compunere. 


* Fie E o mulțime. O aplicaţie a produsului cartezian E x E în mulțimea E se nu- 
meşte operaţie de compunere în E. Aşadar, o operație de compunere în mulțimea E face 
să corespundă fiecărei perechi (x, y) de elemente din E, un element din E pe care-l vom 
nota, în general, x o y. 


1) O operaţie x o este asociativă dacă 
(x o y) o z = x o {y o 2) oricare ar îi x, yz EE. 
2) Un element e €E E se numeşte element neutru pentru operația x o y dacă 
eo x = xoe {= x oricare ar fi x EE. 


3) Dacă e este element neutru pentru operația x o y, se spune că un element xy € E 
are invers (sau este inversibil) pentru această operație dacă există un element y € E astfel ca 


oy =yo xz =g, 


y se numeşte inversul lui x; y este de asemenea inversabil și inversul său este x. Inversul 
lui 4 se notează +1, Aşadar y =l, x=y]t, 


4) O operație x o y este comutativă dacă 


xoy = yo x oricare ar fi x,y E E. 
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$ 5. Mulţimi numărabile 
1. Corespondenţa biunivocă a două mulțimi 


. 1 e . . . -l 
Fie f: E> F o aplicație biunivocă a lui E peF, şi fie f: F> E 
funcția sa inversă. 


kd 


—1 
Se spune că funcțiile f şi f realizează o corespondență biunivocă îitre 
mulțimile E şi F, sau că E și F sînt puse în corespondență biunivocă prin 
aceste funcții. 
Orice mulțime E poate fi pusă în corespondență biunivocă cu ea 
însăşi, de exemplu prin aplicația identică a lui E pe E. 
Dacă două mulțimi pot fi puse în corespondență biunivocă prin func- 


-1 
țiile f şi f, atunci pot exista și alte funcții care să le pună în corespondență 
biunivocă. 
În adevăr, dacă p este o permutare oarecare a lui E și g o permutare 
oarecare a lui F, funcția compusă 


gofop:E >F 


este de asemenea o aplicație biunivocă a lui E pe F, deci această aplicație 
și aplicația sa reciprocă realizează de asemenea o corespondeță biunivocă 
între E şi F. 

Se spune că două mulțimi E şi F sînt echivalente, şi se scrie E ~ F, 
dacă pot fi puse în corespondenţă biunivocă (adică dacă există o aplicaţie 
biunivocă a lui E þe F). | 


2. Mulţimi numărabile 


Se spune că o mulțime A este numărabilă dacă este echivalentă cu 
mulțimea N a numerelor naturale, adică dacă poate fi pusă în corespon- 
dență biunivocă cu mulțimea numerelor naturale. 

Așadar, mulțimea A este numărabilă dacă şi numai dacă toate elemen- 


tele sale pot fi aşezate într-un șir 
du da da, -s dm 


O mulțime E în care s-a definit o operaţie asociativă se numește semigrup. Dacă 
există element neutru, E se numeşte semigrup cu unitate.  - 

Un semigrup cu unitate în care fiecare element este inversabil se numește grup. 

Un semigrup sau grup în care operaţia este comutativă se numeşte semigrup, res- 
pectiv grup comutativ, sau abelian. 

Pentru o operaţie comutativă, se folosește mai ales notația aditivă v + y; în acest caz 
elementul neutru este numit „,zero” şi este notat 0; inversul unui element y este numit 
opusul lui x şi este notat — x. 

Altă notație uzuală pentru operaţii este notația multiplicativă  - y sau xy; în acest 
caz elementul neutru este numit element unitate, sau „unu“. 

Dacă E este grup, condiţia necesară şi suficientă ca o submulțime E” C E să fie grup, 
este ca xoy E E’ şi x IE E, oricare ar fi x, y E F. 
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Se spune că o mulțime B este finită şi are n elemente dacă este echi- 
valent cu mulțimea {1, 2, 3, ..., n} a primelor n numere naturale. 
Orice mulțime care nu este finită se numeşte mulțime tnfinttă. O 
mulțime numărabilă este infinită. 
Se spune că o mulțime este cel mult numărabilă, dacă estre finită sau 
numărabilă. 
Exemple. 1) Mulțimea numerelor naturale este numărabilă (deoarece 
N ~ N). 
2) Mulțimea numerelor pare 
2, 4, 6, ..., 2n, ... 
este numărabilă, deoarece toate elementele sale pot fi așezate într-un şir. 
Corespondența biunivocă cu mulțimea numerelor naturale este z — 2n. 
3) Mulțimea numerelor impare 
1, 3, 5, ..., 20 —1,. 
este numărabilă. 
Observaţie. Două mulțimi finite A şi B sînt echivalente dacă 
şi numai dacă au același număr de elemente. 
În adevăr, fie n numărul elementelor lui A. Aceasta inseamnă A ~ 


~ (1, 2, 3, ..., n); dar A ~ B, deci B ~ {1, 2, 3, ..., n), deci B are 
tot n elemente. Reciproc, dacă A şi B au n elemente atunci A ~ (1,2, ... 
n şi B ~ {1,2,..., n} deci A ~B. 4: ` 


O mulțime finită nu poate fi deci echivalentă cu o submulțime strictă 
a sa. 

Din exemplele precedente se vede că o mulțime infinită poate fi echi- 
valentă cu o submulțime strictă a sa. Aşadar, pentru mulțimile infinite 
„numărul? de elemente nu mai are același înțeles ca.pentru mulțimile 
finite. | 

Pro:poziţie. Reuniunea unui șir (4,)„ex de mulţimi număra- 
bile este o mulțime numărabilă. 

Pentru demonstrație, vom presupune că mulțimile din şir sînt dis- 
juncte două cîte două: A, N Am = Ø dacă n Æ m. În caz contrar, dacă 
un element se repetă în mai multe mulțimi din şir îl menţinem numai în 
prima mulțime în care apare, iar în celelalte îl înlăturăm. Să aşezăm în 
cîte un șir elementele fiecărei mulțimi A,: 

A: ţa} aj—a.... 


Z 
Pa 7 K 
Ag: a? A Gece... 
EPA 
/ £ 
Aa: af a Qalan 


e 4 è o . . o o . . . 4 o o . o . . . . a ODl 
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Să formăm acum şirul următor 
al; di, a2; aş, 02, al; ai, a, æ, at... 
Orice ar fi mulțimea A, şi oricare ar fi elementul său a”, el face parte 


din acest şir; așadar, acest șir conține toate elementele reuniunii U) A,, 
: 4u l nEN 
deci această reuniune este numărabilă. 


Observaţie. Se poate arăta că mulțimea numerelor raționale 
și mulțimea numerelor algebrice sînt mulțimi numărabile, şi că mulțimea 
numerelor reale nu este numărabilă. 


$ 6. Despre negatie 


În matematică se foloseşte adesea raționamentul „prin reducere la 
absurd” pentru demonstrația unei proprietăți P. Acest raționament constă 
în faptul că, presupunînd „,prin absurd” că proprietatea P nu este adevă- 
rată se trag consecințe contradictorii. 

Pentru a putea folosi în raționamente propoziția negativă „,proprie- 
tatea P nu este adevărată”, trebuie s-o transformăm într-o propoziție 
echivalentă afirmativă. 

Transcrierea proprietății „non P” într-o formulare echivalentă afir- 
mativă se numeşte, în mod obişnuit, negarea proprietăţii P. 

Dacă proprietatea P are o formulare mai lungă, negarea sa este adesea 
anevoioasă și poste fi tăcută incorect. 

În acest paragraf se dă o regulă de negare simplă și sigură. 

Pentru aceasta vom considera mai întîi propoziții simple, universal 
afirmative, sau particular afirmative. 

O propoziţie simplă universal afirmativă afirmă că toate elementele 
unei mulțimi E au o proprietate P, și deci se poate formula astfel: 


orice x e E are proprietatea P 
sau 


oricare ar fi x e E, x are proprietatea P. 


O propoziţie simplă particular afirmativă afirmă că unele elemente 
ale unei mulțimi E (eventual toate elementele lui E) au o proprietate P, 
adică, mulțimea elementelor din E care au proprietatea P nu este vidă; 
o asemenea propoziție se poate formula astfel: 

există cel puţin un element y e E care are proprietatea P. 

De cele mai multe ori se omite „cel puțin” dar se subînțelege totdea- 
una, astfel încît o propoziție particular afirmativă se scrie 


există x e E cu proprietatea P. 


Observăm că, formal, cele două feluri de propoziții se deosebesc între ele 
prin faptul că unele încep cu „,oricare”, iar altele cu „există“. 
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Prin negare, o propoziție simplă universal afirmativă se: transformă 
într-una particular afirmativă, o propoziție simplă particular afirmativă se 
transformă într-una universal afirmativă, tar proprietatea P se transformă 
în contrariul ei non P. Ei 


Să plecăm de la o propoziţie simplă universal afirmativă : 
crice x din E are proprietatea P, 


și s-o negăm. Forma directă a negării este următoarea: 
nu este adevărat că orice x din E are proprietatea P. 


Aceasta înseamnă că există, sigur, cel puțin un element din E care nu 
are proprietatea P, deci care are proprietatea contrară non P; așadar: 


există x e E care are proprietatea non P. 


Să plecăm acum de la o propoziţie simplă particular afirmativă: 
există (cel puţin) un element x E E care are proprietatea P, 

şi s-o negăm: 
nu este adevărat că există un element x din E cu proprietatea P. 
Aceasta înseamnă că nici un element din FE nu are proprietatea P, sau: 


oricare ar fi elementul x & E, x nu are proprietatea P, ci proprietatea 
contrară, non P; 


așadar : 
oricare ar fi x & E, x are proprietate non P. 


De aici deducem următoarea regulă practică: 


prin negare, oricare” se transformă în există”, „există” se transforniă 
în „oricare, tar proprietatea P în non P. 


Această regulă se păstrează pentru orice propoziție, nu numai pentru 
cele simple, deoarece negarea unei propoziții complexe se reduce la negarea 
succesivă a unor propoziții simple. 

Într-adevăr, o propoziţie complexă o putem scrie ca o propoziţie 
simplă, înlocuind o parte din ea cu P. Prin negare, P se transformă în non P 
şi, deci, trebuie să negăm propoziția P; dacă P nu este simplă, o scriem 
ca o propoziţie simplă, înlocuind o parte din ea cu Q. Prin negare, Q se 
transformă în non Q, ş.a.m.d. De fiecare dată, prin negare, „,există”' se 
transformă în oricare” şi oricare”! se transformă în există”. Pînă la urmă 
vom ajunge la o propoziție simplă în care figurează proprietatea finală din 
propoziția inițială, care, prin negare, se transformă în contrariul ei. 

Pentru a putea aplica această tehnică de negare unei propoziții ea 
trebuie formulată cu ajutorul cuvintelor „,oricare” şi „există”'. Aceasta se 
poate realiza ușor pentru fiecare propoziție în parte, observînd'dacă elemen- 
tele care intervin în propoziție sînt arbitrare sau nu. Dacă sînt arbitrare, 
se scrie în fața lor „oricare ar fi”, sau „pentru orice”, iar dacă nu sînt arbi- 
trare se scrie în fața lor „există. 
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Va trebui să observăm de fiecare dată că: 


un element despre care se afirmă că există” depinde de (este functie de) 
elementele scrise în propozitie înaintea sa şi despre care se afirmă că sînt 
arbitrare (au înainte „oricare') şi nu depinde de elementele scrise după el 
în propoziție. 

== Ne dăm astfel seama de importanța pe care o are ordinea în care sînt 
scrise cuvintele într-o propoziție. Schimbarea ordinii cuvintelor într-o pro- 
poziție poate să-i schimbe foarte mult înțelesul, s-o transforme într-o pro- 
poziţie diferită sau, uneori, chiar într-o propoziție fără sens. 

De asemenea, va trebui să observăm că după fiecare element despre 
care se afirmă că „,există”' trebuie să adaugăm expresia ,cu proprietatea 
că” sau „astfel încît”. 

n logica matematică se folosesc notațiile 4 şi Y pentru „,există” şi 
„oricare”. Noi vom folosi prescurtările următoare: „,or'” pentru „,oricare” 
și „ex” pentru „există. 
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Ş 1. Numere reale 


Vom presupune cunoscute numerele reale şi proprietăţile lor, pe care 
le rezumăm mai jos. 

Construirea numerelor reale și demonstrarea proprietăţilor lor se fac 
în detaliu la cursul de aritmetică și sînt expuse în tratatul de analiză mate- 
matică (vol. I) al academicianului Miron Nicolescu. 


1.- Structura algebrică a numerelor reale 


Mulțimea numerelor reale va fi notată cu R. 

Cu numerele reale se pot efectua două operații : adunarea și înmulțirea. 
Operația de adunare face să corespundă fiecărei perechi (x, y) de numere 
reale un număr real notat cu x + y şi numit suma lui x cu y. 

Operația de înmulțire face să corespundă fiecărei perechi (x, v) de 
rumere reale un număr real notat x - y sau xy şi numit produsul lui x cu y. 

Aceste operații au următoarele proprietăţi : 

1) x+ y = y + x (adunarea este comutativă); 

2) (x + y) + z = x + (y + z) (adunarea este asociativă); 

3) x + 0 = x (0 este element neutru pentru adunare); 

4) x + (— x) = 0 (orice număr x are un opus — x); 

Mulțimea R a numerelor reale este, deci, grup comutativ pentru operația de 
adunare. 


) xy = yx (înmulțirea este comutativă) ; 
6) (o)z = x(yz) (înmulțirea este asociativă) ; 
7) 1. x= x (1 este element neutru, sau element unitate pentru 
înmulțire) ; 
) Dacă yx = 0, xxt = | (orice număr x = 0 are invers pentru 


înmulțire). 
O este singurul număr care nu are invers (pentru înmulțire). 
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Mulțimea numerelor diferite de O este grup pentru operaţia de înmulțire. 
9) x(y + 2) = xy + xz (înmulțirea este distributivă față de adunare). 


Așadar, mulțimea R a numerelor reale este corp* (pentru operaţiile de adunare şi 
înmulțire). 


Suma y + (— y) dintre x şi opusul lui y se scrie , mai simplu, x — y 
și se numește diferenta dintre x şi y. Operația de scădere se reduce astfel 
la aceea de adunare: x — y = x + (— y). 


. v . v l 
Inversul x~! al unui număr x = 0 se mai notează — ; așadar, xx“! = 
g 


1 l e Le [] °. . w 
= y: — = 1. Produsul x — dintre un număr x şi inversul unui număr 
ad y 


y #0 se mai scrie Č şi se numeşte cîtul dintre x şi y. Operația de împăr- 
y 


tire [prin care unei perechi de numere (x, y) cu y £0i se asociază cîtul 


x% A . x 1 
lor =) se reduce astfel la aceea de înmulțire: — = x. —. 
Y 


y y 

Împărțirea cu 0 nu se poate efectua, deoarece 0 nu are invers. Nu 
dăm nici un înțeles împărțirii cu 0, nu o definim. Spunem că împărțirea 
cu 0 este o operație fără sens. 

Din proprietățile de mai sus rezultă încă următoarele proprietăți: 
1) Numărul O este singurul element neutru pentru adunare. 
2) Numărul 1 este singurul element unitate pentru înmulțire. 
3) Un număr real are un singur opus. Opusul lui O este 0. 
4) Un număr real diferit de O are un singur invers. Inversul lui 1 este 1. 


5) x =y x +z =y +z (şi x — z = y — 2) oricare ar fi z & R; 
x +z =y +z (sau x — z = y — 2) > y = y. 


6) x = y = xz = yz oricare ar fiz € R; x = y s Ź = Ž oricare ar fi z + 0; 
2 g 


Y ° x 
dacă z = 0, atunci xz = yz [sau L = z) =% = y. 
2 Z 


+ Fie E o mulțime pe care s-au definit două operații, una notată aditiv x + y, şi alta 
notată multiplicativ xy. Multimea E este ine? pentru aceste două operații dacă: 


1) este grup comutativ pentru adunare ; 

2) este semigrup pentru înmulțire (înmulțirea este asociativă) ; 

3) înmulțirea este distributivă față de adunare. 

Dacă înmulţirea este comutativă, E se numește inel comutativ. 
Dacă înmulțirea are element unitate, E se numeşte inel cu unitate. 


Un inel cu unitate, E, în care fiecare element + < 0 are invers pentru înmulțire se 
numește corp. Dacă înmulţirea este comutativă, E se numește corp comutativ. Aşadar, un 
corp este un inel în care mulțimea elementelor diferite de O este grup pentru înmulțire. 
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x = Q oricare ar fi x € R. 
vy — 2) = xy — xz (înmulțirea este distributivă față de scădere). 
Ecuația a+ x=b are totdeauna o. soluție unică, x = b — a. 


O.) 


1 Dacă a = 0, ecuația ax = b are totdeauna o soluție unică, x = 


ajo 


2. Clase de numere reale 


Numerele naturale sînt*: 
1, 2, 3, ..., 4, 


Mulțimea numerelor naturale va fi notată cu N. 

Suma m + n şi produsul mn a două numere naturale m și n sînt de 
asemenea numere naturale. 

Opusul unui număr natural nu mai este număr natural. Inversul 
unui număr natural n nu mai este număr natural decît dacă n = 1. 

Mulțimea N a numerelor naturale este semigrup comutativ pentru 
sċunare, și semigrup comutativ cu unitate pentru înmulțire. 

Princidiul inducției complete (sau al recurentei). Fie P o proprietate 
zte se reteră la numerele naturale. Dacă; 
în Priziatea esie adevărată pentru numărul natural 1; 
fozsugiunimd proprietatea P adevărată pentru un număr natural n, 
rezuită că ea este adevărată și peniru n +- 1; 

atune! proprietatea este adevărată pentru toate numerele naturale. 
Numerele întregi sint: 


— 3, — 2, — 1,0, 1, 2, 3, 


Mulțimea numerelor întregi va fi notată cu Z. Avem NG Z. 
Suma $ + 4q şi produsul pg a două numere întregi p ṣi q sînt de ase- 
menea numere întregi. 


În plus, dacă p este număr întreg, opusul său — p este de asemenea 
număr întreg. 


Aşadar, mulțimea Z a numerelor întregi este grup comutativ pentru 
adunare. Inversul unui număr întreg p este întreg numai dacă p = 1 sau 
p = — 1, deci, pentru înmulțire, Z este semigrup (comutativ cu unitate). 

Rezultă că mulțimea Z a numerelor întregi este inel (comutativ cu 
unitate). 


. v . m 
Numerele raționale se pot reprezenta sub formă de fracție ~, cu m 
n 
și n întregi și n 0. 
w o. mMm . mw bd v . (Să . w 
Două asemenea fracții — şi — reprezintă acelaşi număr rațional, dacă 
n n 
şi numai dacă mun’ = m'n. 


* Unii autori "consideră şi pe 0 număr natural. 


3 — Analiza matematică, vol. I 


34 MULȚIMI DE NUMERE REALE. FUNCŢII REALE 


° * . v . m . 
Mulțimea numerelor raționale va fi notată cu Q. O fracție — (m și n 
n 


tie ireductibilă cu numttorul număr natural. 
Un număr întreg $ se poate scrie ca fracție sub forma i , deci numerele 


întregi sînt în același timp numere raționale: Z C Q. 
Suma 7 + s şi produsul 7 sa două numere raționale sînt de asemenea 
numere raționale. În plus, dacă 7 este număr rațional, atunci opusul său 
X . . < - v I 
— y este număr rațional, iar dacă 7 = 0, inversul său — este de asemenea 
v 
numär rațional. 


Rezultă că mulțimea Q a numerelor raționale este corp (comutativ). 
w . A bd . e b (9 
Dacă a şi b sînt numere raționale, atunci b — a şi — (dacă a = 0) 
ZA 


sînt numere raționale, deci ecuațiile a + x = b şi ax =b (dacă a = 0) 
au soluții în cadrul numerelor raționale. 

Ecuația x? — a nu mai are însă totdeauna soluție rațională. De exem- 
plu, ecuația x? = 2 nu are soluție rațională. Într-adevăr: 

Nu există nici un număr rational al cărui pălrat să fie egal cu 2. 

Să presupunem, prin absurd, că există un număr rațional y astfel ca 


7? = 2. Să scriem numărul y ca fracție ireductibilă 7 = =, unde şi g 


ma [S 


sînt numere întregi fără nici un alt divizor comun afară de | şi — ]. Așadar 


Bi = 2 sau Ë = 2, 
q q? 
de unde: 


Rezultă că $? este un număr par, deci şi p este un număr par”: 
p = 2m. Egalitatea p? = 29? se scrie atunci: 


dm? = 2g, 
de unde 

2m? = g. 
Rezultă că g? este un număr par, deci şi g este un număr par :q = 2n. Aşa- 
dar, p şi q au pe 2 ca divizor comun și am ajuns astfel la o contradicție, 
presupunînd că ar exista un număr rațional 7 cu 7? = 2. 

Vom arăta mai departe că, în cadrul numerelor reale, oricare ar fi 

numărul natural n, şi oricare ar fi numărul real pozitiv a, ecuația x” = a 
are totdeauna soluție. 


* Dacă p ar fi impar, p = 2m + 1, atunci am avea p? = (2m + 1) = 4m + 4m + 1 = 
= 2(2m? + 2m) + 1, adică şi p? ar fi impar. 
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Pe lîngă această deosebire dintre corpul numerelor raționale Q şi 
corpul numerelor reale R, mai există și alte deosebiri, care pot fi conside- 
rate, toate, ca diverse aspecte sau diverse consecințe ale unei deosebiri 
iundamentale care va fi pusă în evidență mai departe“. 

„E Numerele reale care nu sînt raționale se numesc numere iraponale. 

Se numeşte număr algebric orice număr care este soluție a unei ecuații 
algebrice de forma . 


Ap 4 ap- t... Hax Hag =O 


cn coeficienții!a,, a, ..., a, numere întregi. Mulțimea numerelor algebrice 
este numărabilă. 

Numerele reale care nu sînt algebrice se numesc numere transcendente. 
Se demonstrează că numerele e şi sînt transcendente. 


3. Structura de ordine 


Pe mulțimea numerelor reale se definește o relație -de ordine „x < y” 
(x este mai mic decit +). In loc de x < y se scrie de asemenea y > x (y este 
mai mare decit x). Dacă x nu este mai mic decît y, se scrie x. £ y sau y $ x. 
Relata „x < y” este o relație de ordine totală; aceasta înseamnă că, 
oricare ar îi numerele x și y, avem una și numai una din următoarele trei 
posibilități : sau x< y, sau x = y, sau x>y. 
a) Proprietățile velaţiei „x < y”: 
(i) z < x, oricare ar fi x & R (este ireflexivă); 
t) z<+>y>x; 
(ui) z<yr şiy<z=>x-<z (este tranzitivă); 
(u) r<y>x4+z<y+z (şi z—z<y—2) oricare ar fiza R; 


x+z<y +z (sau x —2<y—2)>x<y; 


(u) z<y și z > 0 => xz < yz [și 2); 
Z 3 
2 > 0 şi xz < yz (sau ao: 
Z 3 
(ui) x<y>—x>—y; 
(ui) 0< z <ys4>4. 
ud y 


* Deosebirea este că R este spațiu complet (orice şir fundamental este convergent) 


Pe a Q nu este spaţiu complet (există şiruri Cauchy de numere raţionale care n-au limită 
rațională). 
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Din (u) şi (ui) rezultă că: 


x <y şi z < 0 = xz > yz [şi Ž>ž]; 
2 


2 


. æ 
2 < O şi xz < yz [sau <a > 
2 zZ 
Numerele x > 0 se numesc numere strict pozitive. 
Numerele x < 0 se numesc numere strict negative. 
Orice număr natural n este strict pozitiv: n > 0. 


Reținem de asemenea următoarele proprietăţi: : 


Între două numere reale diferite x < y există cel puţin un număr 
raţional 7 şi cel puțin un număr irațional «: 


KLT KY, XLA Y. 


Rezultă că între două numere diferite reale există oricît de multe numere 
raționale şi oricît de multe numere iraționale. 


Axioma lui Arhimede: oricare ar fi numerele reale x > 0 
Și y, există un număr natural v astfel ca nx > v. 


În particular, luînd x = 1, rezultă că: 


Oricare ar fi numărul real y, există un număr natural v > y. 


Dacă x y (x nu este mai mare decît y), atunci sau x = y sau x < y, 
ceea ce vom scrie x <y (x este mai mic sau egal cu y). 
Relația „x< y” este echivalentă cu relația „x < y sau y = y” şi 


/ 22 


cu relația „x $y 
De exemplu, 2 < 3 deoarece 2 < 3; 2x 2 deoarece 2 = 2. 


Dacă xy (x nu este mai mic decît y), atunci sau x = y sau x > y, 
ceea ce vom scrie x > y (x este mai mare sau egal cu y). 

Relația „x > y” este echivalentă cu relația „x, > y sau x = y”, cu 
relația „x <£ y”, şi cu relația „y <x”. 

Numerele x > 0 se numesc numere poze; numerele xxO se numesc 
numere negative. 

Deoarece x > 0 s > Osix<0 x< 0 rezultă că orice număr strict 
pozitiv este un număr pozitiv, şi orice număr strict negativ este un număr 
negativ. 0 este în [același timp pozitiv şi negativ, şi este singurul număr 
cu această proprietate. 


+ Într-o teorie constructivă a numerelor reale, aceste “proprietăţi se pot demonstra. 
în mod riguros. 


NUMERE REALE 3 7 


b) Proprietățile velajiet „x < y”: 

(G) z< x oricare ar fi x & R, (este reflexivă); 

G x< y şi y <x zx = y (este antisimetrică) ; 

Gji) <y şi y<z= az (este tranzitivă) ; 

(v) <y >x +z<y +z (Și x—z<y-— z) oricare ar fi „&R; 
x z<y +4 z (sau x — 289 —2)>3Sy; 


(7) <y şi z>0 5z <yz; <y şiz>0> si; 
z>0 şi az < ya (sau < Ž)>x<y; 

mi) <y>- x> —y; 

(v13) 0<r<y>7>7>0. 


Din (v) şi (vj) rezultă că 
xy şi zx < 0 x yz; x<yşiz<0> 337; 
3 


z 
z<0 şi zz < 32 [sau 2 < 2]oz>y 
Din proprietățile celor două relații rezultă, încă, următoarele proprietăți : 
|) <y şi YZS ALY AYKA; 
2) rsy şi xy srt Kyy; 
r<y şi X<y rr x<yry 
(adunarea înegalităților membru cu membru) ; 
3) O<x<y şi Oscx<y SIr < Yyy 
(înmulțirea membru cu membru a inegalităților de numere pozitive) 


Reținem de asemenea_următoarea propritate (care se poate demonstra 
riguros) : 


Dacă (2,) şi (b,) sînt două șiruri de numere raționale care au urmă- 
toarele două proprietăți 


1) a Sa... Sa... L bn Lonn Lb b; 


2) pentru orice număr «'> 0, există un număr natural +, astfel că 
ba —a,<e; atunci există un număr real x, şi numai unul astfel încît 
d, X Xo Sb, oricare ar fi n EN. 


Observație. Condiţia 2) înseamnă că lim (>, — ap) = 0 (v. cap. III). 


-Z 
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Fie n numere reale a4, 4s,..., Ap. Cel mai mare (maximul) dintre 
aceste numere se notează 


max (44, la. .., Ap} sau sup (a, aa.. ., Ap? 
iar cel mai mic (minimul) dintre aceste numere se notează 
mMin” (aa, lo.. ., Apy sau inf (aj, ap... Ap}. 


Mai departe, aceste numere vor fi interpretate ca margini ale mulțimii 
{ais lose, ul. 


4. Modulul 
Modulul |x| al unei număr x se defineşte astfel: 
x dacă x >0 | x dacă x>0 
|x| = 0 dacă x = 0 sau |x| = ` 
— x dacă x<0 l —x dacă x < 0 


sau încă, |x| = max {x, — x}. 
Proprietățile modulului sînt următoarele : 
1) || >0; jx|>0 dacă şi numai dacă y #0; 
2) |— x| = |x]; 

3) |x + yl < lel + yl; le — yis il + iyl; 

4) Iæ — Ils leyi a lls e yi; 


ja] rd | 

5) Ip = la Is [= IF 
6) || < s dacă și numai dacă — s < x <s; 
lz| < e dacă şi numai dacă — e<x<e. 


Dacă 7 este număr rațional, atunci |r| este de asemenea raţional; 
dacă p este întreg, atunci și |p| este întreg. 


Se folosesc următoarele notații 
st = sup (x, 0) = fx, dacă x > 0 x- = sup (—x, 0) _] 0, dacă 20 
l0, dacă x < 0 | — x, dacă x<0 


yt se numeşte partea pozitivă a numărului x, iar x- se numeşte partea 
negativăta numărului x. Se verifică fără dificultate egalitățile 


y = yt — x7 xt = 


|x| = x+ + x7 x = 

De asemenea, avem 
sup(r, y) = 2 (x +y + |x — yl) 
inf (x, y) = — sup (— x, — 3) 
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5. Reprezentarea numerelor reale 
prin puncte pe o dreaptă 


Fiind dată o dreaptă d pe care s-a ales o origine O, un sens de parcur- 
gere pozitiv şi o unitate de lungime, se stabilește o corespondență biuni- 
vocă între mulțimea numerelor reale şi mulțimea”punctelor de pe dreaptă. 
Numărul x care corespunde unui punct P se numește abscisa lui P. 

Corespondența stabilită păstrează ordinea, adică dacă x şi v sînt 
abscisele a două puncte P și Q, avem x < y dacă şi numai dacă P se 
afă la stînga lui Q (adică sensul de la P la Q este: pozitiv). o 

Dacă P şi Q sînt două puncte de abscise, respectiv x şi y, numărul 

y — y| se numeşte distanța dintre P şi Q. 

Numărul |x| reprezintă distanța dintre P şi originea O. 

În cele ce urmează numerele vor fi adesea identificate cu punctele 
ce le corespund. 


6. Reprezentarea perechilor de numere 
prin puncte din plan 


Fiind date două drepte perpendiculare Ox şi Oy, pe care s-a ales aceeaşi 
origine O, aceeaşi unitate de lungime şi cîte un sens pozitiv, se stabileşte 
o corespondență biunivocă între punctele P din plan şi perechile ordonate 
(x, y) de numere reale. Numerele 
x ŞI y se numesc coordonatele punc- 
tului P; x este abscisa lui P, iar 
y este ordonata lui P (fig. 18). 


Datorită acestei corespondențe 
biunivoce se identifică un punct 
P cu perechea coordonatelor sale 

În loc de „punctul P” vom 
spune adesea „punctul (x, y)”. 


————— + 


7. Intervale Fig. 18 


Fie a < b două numere reale oarecare. 


1) Mulțimea tuturor punctelor x care verifică inegalitățile a < x < b 
se numeşte tnterval deschis (fig. 19) şi se notează (a, b): 


(a, b) = {x|x&R, a < x < b}. 


2) Mulțimea tuturor punctelor x care verifică inegalitățile a < x < b 
se numește tnterval închis sau segment (fig. 20) şi se notează [a, b]: 


[a, b] = {x|xER, a < x < b}. 
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3) Mulțimea 
la, b) = (ujzxaR, ax x <b} 


se numeşte interval închis la stînga și deschis la dreapta (fig. 21). 


4) Mulțimea 
(a, b] = (x & R, a< x%<b} 


se numeşte interval deschis la stînga şi închis la dreapta (fig. 22). 


3 b g b 2 b g b 
o E M oO 
3 b g 6 g 6 ud G 
Fig. 19 Fig. 20 Fig. 21 Fig. 22 


Intervalele definite mai sus se numesc intervale mărginite; a şi b se 
numesc extremitățile intervalului: a este extremitatea stîngă, iar b este 
extremitatea dreaptă. 

Avem (a, b) C [a, b) C [a, b] şi (a, b) C (a, b] C [a, b]. 

Dacă a =b atunci [a, a] = {a} şi (a, a) = (a, a] = [a, a) = 

Intervalele închise [a, b] se mai numesc intervale compacte. 

5) Mulțimea (x|x a R, x >a} se numeşte semidreaptă deschisă 
nemărginită la dreapta (fig. 23) și se notează (a, + 00). 

6) Mulțimea {x]x&R, x > a} se numeşte semidreaptă închisă nemăr- 
ginită la dreapta (fig. 24) şi se notează [a, + o0}. 

7) Mulțimea {x|x&R, x < a} se numeşte semidreaptă deschisă nemăr- 
ginită la stînga (fig. 25) şi se notează (— oo, a). 

8) Mulțimea (x]x SR, x < a) se numeşte semidreaptă închisă nemăr- 
ginită la stînga (fig. 26) şi se notează (—'o0, a]. 


2 g d 
A = 
g 7 g g 
Fig. 23 Fig. 24 Fig. 25 Fig. 26 


Punctul a se numeşte extremitatea semidreptelor. 
Dreapta întreagă R se mai notează (— oo, + o0,). 
Semidreptele şi dreapta întreagă R se numesc intervale nemărginite 


Mai departe (cap. IV) vor fi justificate simbolurile — oo şi -+ oc 
care apar în notația intervalelor nemărginite. 
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§ 2. Puteri întregi 


1. Puteri naturale 


Fie a un număr real şi n un număr natural. Vom scrie: 


a =a şi a'=—a-a...a dacă n>l. 


n orti - 


Numărul a” se numeşte putere: numărul a se numeşte baza puterii, iar 
numărul n se numeşte exponentul puterii. Avem : 1” = 1, şi 0” = 0 oricare 
ar fi n & N. Dacă a” = 0 atunci a = 0; dacă a > 0 atunci a” >> 0 oricare 
ar fin EN. 

Puterile cu exponent natural se numesc puteri naturale. 
Proprietățile puterilor naturale sînt următoarele : 
1) a” . a” = a"t"”, 
2) (a")” — a"”. 
a \” ah 
3) (ad) = ar; |) = — ; b #0. 


4) Dacă a > 1 atunci a” > 1, oricare ar fi n&N. 

Dacă 0<a< 1 atunci 0< a” < 1, oricare ar fin eN. 

Primele trei proprietăți se verifică imediat, plecînd de la definiția 
puterii. 

Proprietatea 4) se demonstrează prin recurenţă : 

Înmulţind în inegalitatea a > 1 cu a (care este strict pozitiv), obţinem 
a? > a, deci a2> |]. 

Presupunînd acum inegalitatea a” > 1 adevărată şi înmulțind cu a, 
obținem ati > a, deci a"! > 1. Conform principiului inducției complete 
rezultă că inegalitatea a” > 1 este verificată pentru orice pn EN, dacă a >. 

Dacă 0 < a < 1, atunci 1 > l și deci 2 > l, adică Li > ] sau 

a aq" 


a 


a” < l, oricare ar fi EN. 
Din proprietățile de mai sus se deduc încă următoarele proprietăți: 
5) Dacă 0 < a < b atunci a” < b", oricare ar fi neN. 
6) Dacă n < m atunci: a” < a” pentru a> 1, 


a* > a” pentru 0O<a<l. 
"Într-adevăr, din 0 < a < b rezultă > > 1, deci | =) > 1 sau o" > 1, 
a ar 


a 
adică b” > a” sau a” < b", oricare ar fi n & N, ceea ce demonstrează pro- 
prietatea 5). 

In cazul cînd a > 1, avem a” ” > 1 (deoarece m — n este natural) 
și înmulțind cu a” (care este strict pozitiv) obținem a” . 2” > a” sau 
a” >> a", adică a” < an. 

Dacă însă O < a< 1, atunci 4” "< 1, şi înmulțind cu a” obţinem 
a”. a < a”, sau a” < a” adică a” > a”. Astfel, proprietatea 6) este de 
asemenea demonstrată. 


9; 
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2. Puteri întregi 


Dacă a Æ 0 se defineşte 


L] — 1 . L d 
a = l şi aq "= —, oricare ar fi n-& N. 
a 


l Puterile lui O cu exponent negativ nu se definesc. Spunem că 0° şi 
si 0”, n & N, nu au sens. 
În acest fel am definit puterile a? ale unui?număr a diferit de 0, cu 
orice exponent întreg p. 
Puterile cu exponent întreg se numesc puteri întregi. 
Proprietățile puterilor întregi sînt următoarele (ori de cîte ori exponentul 
este < 0, baza va fi presupusă diferită de 0): 
1) qP . ql = apti: a? = qatt, 
ad 


2) (ab)! = a”. 


3) (ab)? = a; [2 = E, 


bP 
4) a`? = 1 . 
ab 
5) Dacă a > 1 atunci: a? > 1i dacă p >Q. 
a? < 1 dacă p <0 


Dacă 0< a< 1 atunci: aż < 1 dacă p >Q. 
a? > l dacă p < 0. 


Primele patru proprietăți se deduc imediat din definiția puterilor 
întregi şi din proprietățile corespunzătoare ale puterilor naturale. 

Dacă p > 0, p este natural şi în acest caz proprietatea 5) este adevă- 
rată, ca o proprietate a puterilor naturale. Dacă p < 0, atunci — p este 
natural ; proprietatea 5) rezultă în acest caz din 4). 


3. Inegalitatea lui Bernoulli 


Oricare ar fi a > — | și n natural avem: 
(Q + a” > 1na. 


Pentru n = 1 avem (1 + a} = 1 +a = 1 + i-a, deci inegalitatea 
este verificată cu egalitate. 
Să presupunem acum inegalitatea verificată pentru n = $: 


(1 +a >i -+ pa 


şi s-o demonstrăm pentru n = p + 1. 
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Deoarece 1 + a > 0, înmulțind cu 1 + a în inegalitatea precedentă 


obținem 
(1 + a(t + a) > (1 + pa(l + a) 
sau 
(1 + aj > 1 > pa — a — pæ = 1 4 (1 + pja + pex i+ (1 +4+p)a 
(deoarece pa? > 0). 


Conform principiului inducției complete, inegalitatea este adevărată 
pentru once # EN. 


Imegahitatea demonstrată se numeşte inegalitatea lui Bernoulli. 

Aplicatii. 1) Dacă a > 2, atunci a” >n + |, oricare ar fin & N. 

Într-adevăr, să notăm A = a — 1; deci A > 1 şi a = A + 1. Atunci: 
a = (1 +- Aè l+nAzl+n. 

În particular, 2” >n + 1, 10” >n + 1, oricare ar fin €N. 


2) Dacă a > |, pentru fiecare număr real a, există un număr natural 
n astfel ca a" >a. 


Să notăm A = a — 1, deci A >0 şi a = L+ A. 
Există un număr natural n > = , adică astfel ca nA > « (deoarece 
A > 0). Atunci, pentru numărul natural n obținut avem: 
a” = (1+ A > l+nA >l+aua>a. 


Rezultă că dacă a > 1, atunci 1 poate fi făcut oricit de mic dacă 
& 


se ia n suficient de mare. Într-adevăr, fie s œ> 0 un număr arbitrar ; să 


x 1 
notăm xz — —; există atunci un număr n astfel ca a” >z, deci Ż „7 — 
€ 


Să observăm că pentru orice număr 4 >n avem a” >a”, deci 4 < L și 
a” a 
„1 
deci — < e. 
a” 


Rezultă, de asemenea, că dacă (2,) şi (b) sînt două şiruri de numere 
raționale care au următoarele două proprietăţi: 


1l) GKL... La... LOS... < ba S șa; 


2) există un număr 1 > 0 astfel ca b, — a, - pentru orice v S&N, 


ja 


< 
atunci există un număr unic x, astfel ca a, < Xo < b, pentru orice n & N. 


x x x y l a 
Într-adevăr, dacă se dă a >> 0, există un n astfel ca „<a şi deci 


ba — a, < œ şi afirmaţia rezultă atunci dintr-o proprietate anterioară a 
numerelor reeale: 
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§ 3. Mulţimi mărginite 


1. Multimi majorate. Mulţimi minorate. 
Mulţimi mărginite 


Fie A o mulțime de numere reale. 


Se spune că A este majorată (sau mărginită superior) dacă există un 
punct b la dreapta căruia nu se mai află nici un punct din A, adică astfel 
încât x <b pentru orice x SA. Numărul b se numește majorant al mul- 
jimit A. 

Dacă b este un majorant al lui A şi dacă b < b’, atunci şi b’ este un 
majorant al lui A. 


Se spune că mulțimea A este minorată (sau mărginită inferior) dacă 
există un punct a la stinga căruia nu se mai află nici un punct din A, adică 
astfel încît a< x pentru orice x SA. Numărul a se numeşte minorant al multi- 
mu A. 

Dacă a este un minorant al lui A și a' < a atunci şi a' este un mino- 
rant al lu A. 

Se spune că mulțimea A este mărginită dacă este și majorată și minorată, 
adică dacă există două numere a și b astfel încît axx<b pentru orice x SA. 

Observații. In limbajul 


A geometric a spune că A este majorată 

— A — înseamnă că există o semidreaptă ne- 
“A 4 7 mărginită la stînga, care conține pe 
Fig. 27 Fig. 28 A (fig. 27). De asemenea A este mi- 


norată dacă există o semidreaptă ne- 
mărginită la dreapta, care conține pe A (fig. 28). A este mărginită dacă 
există un interval mărginit (închis sau nu) care conține pe A. 


Propoziţie. O mulțime A este mărginită dacă şi numai dacă 
există un număr M >> 0 astfel ea |x| < M pentru orice x & 4. 


Dacă există M > 0 astfel ca |x|<<M pentru orice x & A, atunci 
— M << M pentru orice A, adică A este conținută în intervalul măr- 
ginit [— M, M] şi deci A este mărginită. Reciproc, dacă A este mărginită 
există un interval mărginit (a, b) care o conține: ab pentru orice 
x A. Să punem M = max (la|, |b|). Atunci b < |b| SM și —as jaj < M 
deci — M <x — ja! <a, adică — Mas bsi, de unde — M < x <M 
sau jx! <M pentru orice x EA. 


Exemple. 1) Mulțimea {..., =n, ..., —2, —1} este majorată dar nu este minorată, 
deci nu este mărginită. Orice număr b > —1 este un majorant al ei. Numărul —1 este de 
asemenea un majorant şi anume cel mai mic majorani, şi tace parte din mulțime. 

2) Mulțimea {1, 2, ..., 4, ...) este minorată dar nu este majorată, deci nu este 
märginită; orice număr a< 1 este minorant al său. Numărul 1 este cel mai mare minorant 
și face parte din mulțime. 


MULȚIMI MĂRGINITE 45 


3) Un interval (a, b) este o mulțime majorată şi minorată, deci este mărginită. Orice 
număr a’ xa este un minorant şi orice număr b'>b este un majorant; a este cel mai 
mare minorant, iar b este cel mai mic imajorajit; a și b nu fac parte din mulțime. 


4) Orice mulțime finită (aş, az ---, ară ite mărginită. Cel mai mic din aceste nume- 
re este un minorant, iar cel mai mare din aceste numere este un majorant al mulțimii. 


2. Marginile unei mulțimi 


Definiție. Un număr m se numeşte margine inferioară a unei 
multimi A dacă este cel mai mare- minorant al mulțimii A. Se notează: 


m = inf A = inf x 
xEA 


(se citeşte infimum” sau inferior”). 


Un număr M, aSe numește margine superioară a unei mulțimi A gacă 
este cel mai mic majorant al mulțimii A. Se notează: 
M = sup Á = sup x 
xE 


(se citeşte „supremum” sau „superior ). 
Marginile unei mulţimi, dacă există, sînt mice. Existenţa marginilor 


este asigurată de următoarea: 


Teoremă. Orice mulţime nevidă minorată are margine inferioară 
şi orice mulţime nevidă majorată are margine superioară. 


Vom face demonstraţia în cazul unei mulțimi majorate A. 


Fie a nu număr care nu este majorant al lui A, şi b un majorant al 
lui A ; există deci cel puţin un punct x & A astfel ca: 


axļxx<b şi b—a—1>0 


(punctele a şi b nu aparţin neapărat lui 4). În plus, putem alege numere- 
le a şi b raționale, deci Z este de asemenea rațional. (În caz contrar alegem 
un număr rațional a’ < a şiun număr rațional b' > b şi b’ este majorant, iar 
a' nu este majorant al lui A.) 

Să împărțim segmentul [a, b] în două părți egale. Una din aceste 
părți are proprietatea că extremitatea stîngă nu este majorant, iar extremi- 
tatea dreaptă este majorant al lui A ; să notăm cu [a,, b] partea care are 
această proprietate. Numerele a, şi b, sînt raționale, există cel puțin un 


punct x & A astfel ca a, < x < b, iar d, — a, = f . 
Să presupunem că am găsit două numere raționale z, şi b, astfel ca 
4, să nu tie majorant al lui A, iar b, să fie majorant al lui A, şi b, — a, = a 
Să împărțim segmentul [a,, 5,] în două părți egale şi să notăm cu 
[anti bn] partea pentru care extremitatea stîngă a, nu este majorant 
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al lui A, iar extremitatea dreaptă b,,, este majorant al lui A. Numerele 
Gusa ŞI Oaza sînt raționale, 


: ' 
Ap Sani < bata < d, ŞI bayi — nti = 


onti 


Am demonstrat astfel, prin recurenţă, că putem găsi două şiruri (a,) şi (b,) 
de numere rationale, cu următoarele proprietăți : 


1) aa Sag [Lo Lap [Looe SE, SC: Sh [X Dir 
2) b, — a, = < pentru {oricare n eN. 


3) Nici un număr 2, nu este majorant al lui A şi orice număr d, este 
majorant al lui A. 

Din proprietățile 1) şi 2) rezultă că există un număr real e şi unul 
singur astfel încît  - 


a, Cab, pentru” orice n € N’ aa 


Să arătăm că a este cel mai mic majorant al mulțimii A. 


1) a este majorant al lui A, adică x < « oricare ar fi x E A. Într-adevăr, 
să presupunem, prin absurd, că ar exista un punct x SA cu & < Xo. 


Putem alege pe 7 suficient de mare astfel ca = < Xp — ce; atunci b, — 4, < 


< Xo — a, deci b, < a, — « + xo ṣi fiindcă a, — a <0, rezultă b, < Xa 
ceea ce contrazice faptul că b, este majorant al lui A, coùform proprietății 3). 

2) « este cel mai mic majorant al lui A. Într-adevăr, să presupunem 
că ar exista un majorant «' < « al lui A. Putem alege pe n suficient de 


l . . 
mare astfel ca a <a — a i atunci b, — a, < & — &«', de unde — a, < 


<a — b, — «' ṣi fiindcă a — b, <0, rezultă — a, < — a’ sau a’ <a. De- 
oarece «' este majorant al îi , deducem că si a, ester „majorant al lui A, 
ceea ce este în contradicţie cu proprietatea 3). E if 
Urmează că a este cel mai mic majorant al lui A, adică este marginea 
superioară a lui A. 
Se demonstrează în mod analog existența marginii inferioare a unei 
mulțimi minorate. 


Corolar. Orice mulţime mărginită are margine inferioară şi margine 
superioară. 

Într-adevăr, o mulțime mărginită este și minorată' şi majorată. 

Din definiția marginilor unei mulțimi, deducem că: 

Un număr m este marginea inferioară a unei mulțimi A, dacă şi numai 
dacă verifică următoarele două condiții: 

1) m <x pentru orice x E A (m ester minorant al lui A); 

2) oricare ar fi a >> m, există cel putin un punct x e A astfel încât 


x <a (fig. 29), (nici un număr a > m nu este minorant al lui A, adică 
m este cel mai mare minorant). 
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De asemenea, un număr M este marginea superioară a unei mulțimi 
A dacă şi numai dacă verifică următoarele două condiții : 

1) x <M pentru orice x & A, (M este majorant al lui A); 

2) oricare ar fi x < M, există cel puțin un punci x & A astfel încît 
a < x (fig. 30) (nici un număr a < M 
nu este majorant al lui. A, adică M - 


este cel mai mic majorant al lui A). m z a Na —o——o o 
Dacă A este mărginită, atunci & AA 
Fig. 29 Fig. 30 


inf A <x <supA, pentru orice x SA. 


Avem inf A = sup A dacă și numai dacă mulțimea A este formată 
dintr-un singur punct. 
Marginile unei mulțimi pot să aparțină sau să nu aparțină mulțimii. 
Exemple. sup {..., —n,..., —2, —1} = —1; inf {1,2,..., n...) = 1; inf (0, 1) =0 
şi sup (0, 1) = 1, dar 0 œŒ (0, 1) ṣi 1 œ (0, 1); inf [0, 1) =0 şi 0€ [0, 1), sup [0, 1) = 1 
și 1 Æ [0, 1). 
Dacă A posedă un cel mai mic număr m, atunci 
m = inf A = min Á GS Å. 
Dacă A posedă un cel mai mare număr M, atunci 
M = sup A = max Á SA. 


$ A. Structura topologică pe dreaptă 


7 


1. Vecinătăţile unui punct de dreaptă 


Fie x, un punct pe dreaptă. Vom numi vecinătate a lui x orice mul- 
time V care conține un interval deschis (a, b) care conține pe x, adică 
astfel încît x,a (a, 5) CV. În particular, orice interval deschis (a, b) care 
conține pe xg adică astfel ca a < x< b, 
este o vecinătate a lui xo (fig. 31). 20 


XXI: 
Vecinătățile de forma Ty a 
_ E aa) al Pa 
(xo —&%, Fo + a) S 8 L Tyta 
cu g >> 0 se numesc vecinătăți simetri- Fig. 31 Fig. 32 


ce ale lui x, (fig. 32). 
Orice vecinătate V a lui xo conține o vecinătate simetrică a lui x}. 
Intr-adevăr, fie (a, b) un interval deschis astfel ca x, s(2,5)CV. 
Deoarece 4 < 3, <b, avem a = min (xp —a, b — x) >0 şi (x. —a, 
Xo + x) C(a, b)CV. | 
i Datorită acestei observații, va fi suficient, mai departe, să conside- 
råm numai vecinătățile de forma (a, b) sau vecinătățile simetrice ale unui 
penct. 
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Vecinătăţile punctului 4, au următoarele proprietăţi: 
1) Orice mulțime U care conține o vecinătate V a lui +, este de asemenea o vecină- 


tate a lui x. 
2) Intersecţia a două vecinătăți ale lui +, este de asemenea o vecinătate a lui 4 


(fig. 33). 

3) Orice vecinătate V a lui x, conţine pe ze. 

4) Pentru orice vecinătate V a lui z, există o vecinătate W = (a, b) a lui x, astfel 
încît V este vecinătatea fiecărui punct y E€ W. i 


u V 
a! DSO A CNO na N 
= d T'o b 
n 
3 T cĉ y $ 


Fig. 33 Fig. 34 


Prin alegerea vecinătăților fiecărui punct de pe dreaptă, am definit pe dreaptă o struc- 
tură topologică sau o topologie*. Cu această topologie, dreapta R este un spațiu topologic 
numit dreapta reală. 


i: Propoziţie. Oricare ar fif punetele x = y, există o vecinătate U 
a lui x şi o vecinătate V a lui y, fără puncte comune: U N V = Ø. 


Să presupunem x < y ; există un număr c astfel ca x < c < y (fig. 34) ; 
luînd a < x ṣi b > y, U = (a, c) este o vecinătate a lui x, V = (c, b) este 
o vecinătate a lui y și UV = Ø. 


Proprietatea enunțată în această propoziție se exprimă spunînd că dreapta reală este 
un spațiu separat. 


2. Puncte interioare. Mulţimi deschise 


Fie A o mulțime de numere. 
Un punct xp din A este punct interior al mulțimii A dacă există o vecină- 
tate (a, b) a lui xa conținută în mulțimea A, adică astfel ca 


Xo E (a, b) C A. 


A spune că x, este punct interior al lui A înseamă deci că'A.este o ve- 
cinătate a lui x. Mulțimea punctelor interioare ale mulțimii A 'se numeşte 


* Fie E o mulțime. Dacă pentru fiecare element + € E s-a ales o mulțime de părți 
°9 (x), numite vecinălăți ale lui x, care îndeplinesc cele patru condiții din text, se zice că 
s-a definit pe mulțimea E o structură topologică sau o topologie. 

O multime E pe care s-a definit o structură topologică se numeşte spațiu topologic, 
iar elementele sale se numesc puncte, 

O mulțime de vecinătăți ale lui x se numește sistem fundamental de vecinătăți ale lui 
x, dacă fiecare vecinătate a lui + conține o vecinătate din sistemul fundamental. 

Intervalele (a, b) care conțin un punct y de pe dreaptă formează un sistem fundamen- 
tal de vecinătăţi ale lui x. De asemenea, vecinătățile simetrice ale lui x, de forma (+ — «, 
x + a), sau de forma [x — a, 4 + a] formează un sistem fundamental de vecinătăți ale lui v. 
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interiorul lui A şi se notează Int A sau Å. Evident, interiorul lui A este 
conținut în A: 


AC A. 


Interiorul mulțimii vide este tot mulțimea vidă. 

Mulțimea A se numeşte mulțime deschisă dacă este egală cu interio- 
rul său: A = Å, adică dacă toate punctele sale îi sînt interioare, sau, ceea 
ce este acelaşi lucru, dacă A este o vecinătate a fiecărui punct al ei. 
A spune că x nu este punct interior lui A, înseamnă că nici o vecinătate 
a lui x nu este complet conținută în A. 

Spunem că un punct yE R este punct exterior lui A, dacă yọ este 
punct interior al complementarei lui A, adică dacă există o vecinătate V 
a lui yọ cu VCQA, sau, ceea ce este același lucru, cu VQA = Ø. 


Exemple. 1) Mulțimea vidă Ø este deschisă, deoarece Int Ø = Ø. 
2) Dreapta întreagă R este deschisă. În adevăr, orice punct +, E R este punct inte- 
rior al lui R, deoarece, luînd o vecinătate (a, b) a lui xp» avem evident 
x E (a, bD) C R. 


3) Un interval deschis (a, b) este o mulțime deschisă, deoarece orice punct +, € (a, b) 
este punct interior al intervalului. În adevăr, luînd ca vecinătate a lui x, chiar intervalul 


(a, b), avem: 
x E (a, b) C (a, b). 


4) Orice semidreaptă deschisă (nemărginită la dreapta sau la stînga) este o mulțime 


deschisă. 
5) Un interval de forma (a, b] cu a < b nu este o mulțime deschisă, deoarece punctu. 


a nu este punct interior al intervalului. 
Într-adevăr, oricare ar fi vecinătatea (a, ß) a lui a, avem œ <a < ß, deci (a, B) 
nu este conținută în [a, b]. 
6) Intervalele [a, b), (a, b] cu a < b și semidreptele închise nu sint mulțimi deschise 
7) O mulțime {a} formată dintr-un singur punct nu este deschisă.. 


Proprietățile mulțimilor deschise sînt următoarele : 

1) Reuniunea unei familii oarecare de mulțimi deschise este o mul- 
time deschisă. 

2) Intersecţia unei familii finite de mulțimi deschise este o mulțime 


deschisă. 
3) R şi Ø sînt mulțimi deschise. 


Demonstraţie 


1) Fie (4;;er o familie oarecare de mulțimi deschise și A = U 4;. Fie ze; exis- 
tEI 


tă o mulțime A, din familie care conține pe 4,; dar A, este deschisă, deci există o vecinăta- 
te (a, b) a lui x, astfel ca 


4 — Analiza matematică, vol. I 
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și cum A; C A, avem 
x% E (a, b) CA, 


adică xə este punct interior al lui A. Cum x, a fost ales arbitrar în A, rezultă că orice 
punct 4 € A este punct interior al lui A, deci A este deschisă. 
n 
2) Fie (4;)<i<n 0 familie finită de mulțimile deschise şi A = { } 4; Fie z,e4; 
i=1 
atunci xp E 4,, 49 E Åz ..., Xo E Án. Dar mulțimile A, sînt deschise, deci x, este punct 
interior al fiecăreia; există deci intervalele deschise (a, bı), ..., (ay, by) astfel ca: = 


- 


Xo (= (2, bı) C AÁ» Xo e (aa, ba) C Ay e.. 49 (= (ap, by) C An. 


Să notăm a = max (a; ap ».-, an) şi b = min (bı, ba ..., by). Atunci a < xo <b 
deci (a, b) este o vecinătate a lui x, și este conținută în toate intervalele (@,, bı). (aa baje.. 
...> (ap, bn), deci cu atit mai mult în toate mulțimile 4, As ..., Apn, şi deci și în inter- 


secția lor A: 
+ E (e, D CA. 


Aşadar +, este punct interior al lui 4. Cum +, a fost ales arbitrar în A, rezultă că orice 
punct + & A este punct interior al lui A, deci A este deschisă. 


Observaţii. 1° Intersecţia unei familii infinite de mulțimi deschise nu este totdeauna 
deschisă. 
1 


De exemplu, mulțimile 4, = | — 
n 


1 
=] , n= }, 2, 3, ... sînt deschise, dar inter- 
n 
09 
secţia lor A = (a, = (0) nu este deschisă. 
n=1 


2° Se poate demonstra că orice mulțime deschisă pe dreaptă se poate pune în mod 


unic sub forma reuniunii unei familii cel mult numărabile de intervale deschise disjuncte 
două cîte două. 


În adevăr, fie G o mulțime deschisă de puncte ale dreptei R şi +, EG. Prin defini- 
ție, există un interval (a', b’) C G care conține punctul 4. Dacă oricare ar fi b’ > xa aveni 
(20, b) C G, atunci (xp, ©) C G. În caz contrar, mulțimea punctelor b’ pentru care (xp, b)C 
C G este majorată. Vom nota cu b marginea superioară a acestei mulțimi. Dacă oricare ar 
fi a < x, avem (a', 29) CG, atunci (—œ, x) C G. În caz contrar, mulțimea punctelor 
a pentru care (a, xp) CG este minorată. Fie a, marginea inferioară a acestei mulţitui. 

Fiecărui punct x EG i se poate atașa în acest mod un interval (ag, bo) C G care 
conține punctul 4g, astfel încît orice interval (a, b) D (ag, bo), nu mai este inclus în G. 


Dacă există un punct 4, EG astfel încît x, Æ (ao, bo), atunci, raționind ca mai sus, 
găsim un interval maxim (a, bı) C G, care conține punctul 7. l 
Evident (20, bo). n (a, bı) = 9. 


Astfel, o mulțime deschisă G C R este o reuniune de intervale disjuncte două cite 
două. 


Rămine să arătăm că mulțimea A a acestor intervale este cel mult numărabilă. 


Într-adevăr, mulțimea A, a intervalelor din A, care au lungimea > 1, este cel mult 
numărabilă (eventual vidă). Pentru fiecare număr natural n > 1, mulțimea A, a intervalelor 


1 
din A care au lungimea > — şi < N este de asemenea cel mult numărabilă (eventual 
n 


n — 


00 
vidă). Fiecare interval face parte din una din mulțimile A, deci A = LJ 4, şi deci A este 
n=l 


cel mult numărabilă, ca reuniune numărabilă de mulțimi cel mult numărabile (eventual unele 
dintre ele, vide). 
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3. Puncte aderente. Aderenţa unei mulţimi. 
Mulţimi închise 


Fie A o mulțime de numere. Un punct x E R (nu neapărat din A) 
se numeşte punct aderent al lui A, dacă în orice vecinătate V a lui xp există 
cel puţin un punct din A (eventual numai x, dacă x, & 4), adică dacă 
AQV Æ Ø. 

Mulțimea punctelor aderente ale mulțimii A se numeşte aderenfa lui 
A sau închiderea lui A şi se notează Å. 


Orice punct x, GA este punct aderent al lui A, deoarece în orice 
vecinătate a lui x, se găsește cel puțin punctul xp din A. Aşadar, mulțimea 
A este conținută în închiderea sa: 


A CĂ. 


O mulțime poate să aibă și alte puncte aderente care să nu-i aparțină. 

O mulțime A se numeşte mulțime închisă dacă este egală cu închiderea 
sa: A =Å. 

A spune că xy %4, înseamnă că există o vecinătate V a lui x, cu 
FAA = Ø, iar aceasta înseamnă că x, este punct exterior al lui A, adică 
punct interior al mulțimii CA, -şi reciproc. Avem aşadar 


- CÂ = Int CA şi (Int A = CA. 


Spunem că yo este un punct frontieră al unei mulțimi A, dacă este 
aderent şi lui A şi lui CA, adică dacă aparține mulțimii ANCA. 

Mulțimea A (CA a punctelor frontieră ale lui A se numește frontiera 
mulțimii A şi se notează Frá. Deducem de aici că FrA = FIICA. 


A spune că y, S FrA înseamnă că pentru orice vecinătate V a lui 


Ya avem VAA +Ø şi VACA = Ø. 


Exemple. 1) Închiderea dreptei R este tot R, deoarece alte puncte care să-i fie ade- 
rente nu mai există. Dreapta R este o mulțime închisă (în același timp, ea este şi o mulțime 
deschisă), 


2) Închiderea mulțimii vide este mulțimea vidă: Ø = Ø. Într-adevăr, nici un punct 
Xo E R nu este aderent lui Ø, deoarece oricare ar fi vecinătatea V a lui x, avem V n Ø = Ø. 
Mulțimea vidă este deci o mulțime închisă (ea este și deschisă). 


3) Închiderea unui interval închis [a, b] este tot [a, b], deoarece nici un alt punct dina- 
fara intervalului nu îi este aderent. În adevăr, fie +, Æ [a, b]. Pentru a face o alegere, să pre- 
supunem că 4 < a. Există o vecinătate V a lui x, care nu conţine pe a, deci V N [a, b] = Ø. 
Un interval închis este, așadar, o mulțime închisă. 


4) Închiderea unei mulțimi {x} formată numai dintr-un punct este mulțimea însăși: 
{xo}. În adevăr, dacă 2, = 4, există o vecinătate V a lui x, care nu conţine pe xp, deci 
V N {za = Ø. Mulțimea formată dintr-un singur punct este deci o mulţime închisă. 


5) Dacă a < b, avem (a,5)'= [a, b) = (a, b] = [a, b]. 


Într-adevăr a este punct aderent oricăruia din intervalele (a, b), [a, b) şi (a, b], deoarece 
orice vecinătate (a, B) a lui 2, œ < a < f, conține punctele de la dreapta lui a, care se află 
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în fiecare din aceste intervale. La fel se arată că b este punct aderent al intervalelor. Punctele 
care nu aparțin intervalului închis [a,b] nu sînt puncte aderente ale nici unuia din aceste 
intervale. 

6) Închiderea unei semidrepte se obține adăugind semidreptei extremitatea sa, care 
îi este punct aderent. 

7) Orice număr real x este aderent mulțimii Q a numerelor raționale: Q = R. În adevăr, 
în orice vecinătate (a,b) a lui x există puncte raţionale, 

8) Orice număr real este aderent mulțimii Z a numerelor iraționale, deci închiderea mul- 
ţimii numerelor iraționale este toată dreapta. Într-adevăr, în orice vecinătate (a,b) a lui x 
se află cel puţin un număr irațional, 


1 1 1 [1 l l | 
9) iL — ce Das = Zo otee Tan 0p 
2 3 n I! 2 3 n f 
10) {1, 2,3, ... n, ...} = {1, 2,3, „hp... 


agar 
. 


Marginea superioară M a unei mulțimi majorate A este punct aderent 
al lui A. 

Într-adevăr, fie V = («, B) o vecinătate a lui M, adică « < M < B. 
Există atunci cel puțin un punct x & A astfel ca a < 4 M, adică astfel 
ca x & («, B), deci VAA Æ Ø. 

Se arată la fel că marginea inferioară m a unei mulțimi minorate este 
punci aderent al acesteta. 

Rezultă că marginile unei multimi mărginite sînt puncte aderente ale 
acesteza. 

Observaţii. 1° Dreapta întreagă R şi mulţimea vidă sînt şi închise şi deschise, 
și sînt singurele mulțimi de numere reale care au această proprietate, 

2° Există mulțimi care nu sînt nici închise nici deschise, de exemplu intervalele de forma 


(a, bl sau [a, b) cu a <b. 
Legătura dintre mulțimile deschise şi cele inchise este dată de următoarea 


Propoziţie. O mulțime A este închisă dacă si numai dacă eom- 
plementara sa CA este deschisă. 


Să presupunem întîi că A este închisă și să arătăm că B = CA este 
deschisă, adică orice;punct al său este punct interior. lie x, & B oarecare; 
atunci x A şi deoarece A este închisă, avem A = A, deci x, A, adică 
x nu este punct aderent al lui A. Există atunci cel puţin o vecinătate V 
a lui astfel ca VAA = Ø. Aceasta înseamnă că VCCA, adică na VCB 
si deci x, este punct interior al lui B. Cum x, a fost ales arbitrar în B, 
rezultă că toate punctele lui B îi sînt puncte interioare, adică B este deschisă. 

Reciproc, să presupunem că B este deschisă și să arătăm că A este 
închisă, adică A = A. Fie pentru aceasta x, un punct aderent al lui A, 
adică x, & A. Dacă x ar aparține lui B, cum B este deschisă ar exista o 
vecinătate V a lui x, conținută în B, PCB, si atunci VAA = Ø, ceea 
ce ar contrazice ipoteza că x, este punct aderent al lui A. Presupunerea 
că x S B ne duce la contradicție, deci xB, adică x, & A. Cum x a 
fost ales arbitrar în A, rezultă că pentru orice x & Å avem x GA, adică 
ACA, şi cum avem de asemenea A CĂ, rezultă A = A, adică A este închisă. 


Corolar. O mulțime B este deschisă dacă şi numai dacă comple- 
mentara sa CB este închisă. 
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În adevăr, se notează A = CB, deci B = ÇA şi se aplică propoziția 
precedentă, 


Din proprietățile mulțimilor deschise se deduc proprietăţile mulțimilor închise : 
1) Intersecţia unei familii oarecare de mulțimi închise este o mulțime închisă. 

2) Reuniunea unei familii finite de mulţimi închise este o mulțime închisă. 
3) R şi Ø sint închise. 


Demonstraţie, 
1) Fie (iher o familie oarecare de mulțimi închise și A = NM 4; Atunci CA,, sînt 
IEI 
mulțimi deschise şi U CA, este tot o mulțime deschisă. Dar 
i€lI 
CA =C N 4; = U b4 
iEI t&l 


deci QA este deschisă, şi deci A este închisă. 
n 


2) Fie (AJı<i<n 0 familie finită de mulțimi închise și A = U A; Atunci CA; sînt 
= 


5 


deschise şi [] CA; este deschisă. Dar 
i=1 


n n 
Ca =CU 4: = N C4 
iZi i=l 


deci Q4 este deschisă şi deci A este închisă. 


Observații. 1° Reuniunea unei familii infinite de mulțimi închise nu mai este 


totdeauna o ınulțime inchisă. De exemplu, mulțimile A, = P , | , n= 1,2,... sînt in- 
n 
09 
chise dar reuniunea lor 4 = U 4, = (0, 1] nu este închisă. 
n=l 
2° Orice mulțime finită este închisă. Într-adevăr, o mulţime finită {a}, ap, -.., an} este 
reuniunea familiei finite (a), (a), ..., {an} de mulțimi închise (deoarece sint formate numai 


din cite un punct). 
3° Se spune că o multime A este densă într-o mulțime B dacă orice punct al lui B este 


aderent lui A, adică dacă B C A. De exemplu, intervalele (a, b), [a. 5), (a, b] cu a < b sînt 
dense în intervalul închis {z, b]. 


Dacă o mulțime A este densă în R, adică dacă A = R, se mai spune că A este peste 
tot densă. De exemplu, mulțimea numerelor raționale este peste tot densă; mulţimea numere- 
lor iraționale este peste tot densă. 


O mulțime tnchisă şi majorată A își conține marginea superioară M, 
deoarece M este punct aderent al lui A. 

De asemenea, o mulțime închisă şi minorată își conține marginea 
inferioară. 

O mulțime închisă și mărginită își conține marginea inferioară şi mar- 
ginea superioară. 
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4. Puncte de acumulare. 
Teorema lui Weierstrass-Bolzano 


Fie A o mulțime de numere. Un punct x ER (nu neapărat din 4) 
se numeşte punct de acumulare al lui A, dacă orice vecinătate V a lui xo 
conține cel puțin un punct x din A diferit de xp, adică dacă VA — {x0} Æ Ø. 

Dacă x9£A, evident, condiţia ca ,,x din A să fie diferit de x,” este 
verificată de la sine. 

Orice punct de acumulare al lui A este punct aderent al lui A, dar 
pot exista puncte aderente ale lui A care să nu fie puncte de acumulare ale 
lui A. De exemplu, dacă A = {x}, 3% este punct aderent allui 4, dar nu 
este punct de acumulare al lui A, deoarece A nu conţine nici un alt punct 
diferit de x, şi deci nu poate verifica definiția punctului de acumulare. 

Dacă însă xp este punct aderent al lui A dar nu aparţine lui A, atunci 
x este neapărat punct de acumulare al lui A. Într-adevăr, deoarece xy 
este punct aderent al lui A, în orice vecinătate V al lui A există cel puțin 
un punct x din A și deoarece +, EA avem x = xp, deci xp este punct de 
acumulare al lui A. 

A spune că x, nu este punct de acumulare al mulțimii A, înseamnă 
că există o vecinătate V a lui +, care nu mai conține nici un alt punct 
din A, afară, eventual, de x. 


Propoziţie. Un punct x, este punct de acumulare al unei mul- 
timi A dacă şi numai dacă în orice vecinătate V al lui x, există o infinitate 
de puncte din A (adică dacă mulțimea VAA este infinită). 


Este evident că dacă în orice vecinătate a lui x, se află o infinitate 
de puncte din A, cel mult unul este egal cu x, iar celelalte sînt diferite 
de x; aşadar, în orice vecinătate a lui x, există puncte din A diferite de 
Xo deci x, este punct de acumulare al lui A. 

Reciproc, să presupunem că xp este punct de acumulare al lui A. 
Fie V = (a, b) o vecinătate a lui x; să presupunem, prin absurd, că V 
conține un număr finit de puncte din A diferite de x, fie c,, Ca... „Ca 

toate aceste puncte. Putem 

- oc I găsi atunci (fig. 35) o ve- 

4o- cinătate (&, B) a lui Xo 
2 Q Q z 3 (n d conținută în (a, b) şi care 
să nu conţină nici unul din 


ca 


. a 
Fig. 3 


punctele c1, c,,..., Cp- 
Atunci («, B) nu mai conţine nici un punct din A diferit de x, (deoarece 
un asemenea punct s-ar afla în (a, b) şi ar fi diferit de c,, Cg. .., Cp). Cenclu- 


zia la care am ajuns, că (e, B) nu conţine un punct din A diferit de xp, 
contrazice ipoteza că xo este punct de acumulare. 

Presupunerea că- vecinătatea aleasă V conține.numat un număr finit 
de puncte de A ne duce la contradicție. Aşadar, V conţine o infinitate de 
puncte din A. Propoziția este astfel demonstrată. 
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Coroiarul 1. Dacă o mulțime A are un punct de acumulare, ea 
este infinită. 


Corolarul 2. O multime finită nu are nici un punct de acu- 
mulare. 


Observații. 1° Există şi mulțimi infinite care nu au nici un 
punct de acumulare. De exemplu mulțimea N a numerelor naturale este 
infinită dar nu are nici un punct de acumulare. 

2° Dacă o mulțime majorată A nu-şi conține marginea superioară M, 
atunci M este punct de acumulare al iui A, deoarece M este punct aderent 
al lui A. 

De asemenea, dacă o mulțime minorată A nu-și conține marginea infe- 
rioară m, atunci m este punct de acumulare al lui A. 

Rezultă că dacă o mulţime mărginită A nu-și conține una din margini, 
aceasta este punct de acumulare al lui A. 


Dacă mulțimea A își conține marginile, în unele cazuri marginile sint puncte de acumu- 
lare, iar în alte cazuri nu sint. 

Exemple. 1) sup 10,1]= le [0,1], inf 70,1]=0e [0,1], iar O şi 1 sînt puncte 
de acumulare ale segmentului [0, 1]. 

2) sup 10, 1, 2} = 2 € {0, 1, 2} și inf 70, 1,23 = 0 € {0, 1,2), dar 0 şi 2 nu sînt puncte 
de acumulare ale mulțimii 10. 1, 27, deoarece aceasta, fiind finită, nu are nici un punct de acu- 
mulare. 


Propoziţie. O mulțime A este închisă dacă şi numai dacă își 
conține toate punctele sale de acumulare. 


Dacă A este închisă, avem A = A, adică A îşi conţine toate punctele 
aderente ; în particular îşi conține toate punctele de acumulare, deoarece 
punctele de acumulare ale lui A sînt puncte aderente ale lui A. 

Reciproc, să presupunem că A își conţine toate punctele de acumu- 
lare. Fie 4, un punct aderent al lui A; să presupunem, prin absurd, că 
Xo É d; atunci xp este punct de acumulare al lui A şi deci x}, & Á ; am 
ajuns astfel la o contradicție presupunînd că xa Æ 4. Rezultă că xp <A. 
Cum r a fost arbitrar, deducem că orice punct aderent al lui A aparține 
lui A, deci A = A, adică A este închisă. 


Teorema lui Weierstrass-Bolzano. Orice mulțime 
mărginită și infinită are cel puţin un punct de acumulare. 


Fie A o mulțime mărginită şi infinită, a un minorant al lui A şi d 
uri majorant al lui A. Putem alege numerele a şi b raționale. Fie l = b—a>0; 
i este de asemenea rațional. Avem A Cî[a, b]. 

Să împărțim segmentul |a, b] în două părți egale. Deoarece A este 
infimtă, cel puțin una din cele două părți conține o infinitate de puncte 
din 4. Fie [a b1] una din cele două părți care au această proprietate; 
2, Şi bı sînt raționale şi b; — a, = E. 
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Să presupunem că am găsit două numere raționale a, şi b, astfel ca 

segmentul [4,, b„] să conţină o infinitate de puncte din A şi b, — a, = i, 
On 

Să împărțim segmentul [a,, b] în două părți egale. Deoarece seg- 
mentul [2,, b„] conține o infinitate de puncte din A, cel puţin una din cele 
două părţi conține de asemenea o infinitate de”puncte din A. Să notăm cu 
lan} n41] una din cele două părți care are această proprietate. Numerele 

A l 
dna ŞI Da Sînt raționale, a, S apti < bnga S bn ȘI bangi — anpi = mpa 

Am demonstrat astfel prin inducție completă că putem găsi două șiruri 
(a„) şi (ba) de numere rafionale, cu următoarele proprietăți : 


l) a, [Lao L... a, L... 5, L... [Lb L b. 
l . 
2) d, — dn = a pentru orice n & N. 


3) Segmentul [a,, b,„] conține o infinitate de puncte din A, oricare 
ar fin aN. D l 

Numerele a, şi b, nu aparțin neapărat mulțimii A. Din proprietă- 
țile 1) şi 2) deducem că există un număr xp astfel încît a, < xo < b, oricare 
ar fi n natural. i 

Să arătăm că x, este punct de acumulare al lui A. 

Fie V = («, 6) o vecinătate a lui x, adică « < x< B. Putem alege 
pe n suficient de mare, astfel încît să avem 


a < a, [L Xo SI, < B. 


Dar segmentul [a,, b] conţine o infinitate de puncte din A ; atunci veci- 
nătatea («, B) a lui x, conține de asemenea o infinitate de puncte din A, 
deci xa este punct de acumulare al lui A. 


Observaţie. Punctul + nu aparţine neapărat lui A, dacă A nu este închisă. 


5. Mulţimi compacte. Teorema lui Borel-Lebesgue 


O mulţime C de numere reale se numeşte mulțime compactă dacă este 
închisă şi mărgimită. 


Exemple. 1) O mulţime finită C = (ap, ao, ..., am) este închisă şi mărginită, deci este 
compactă. În particular, o mulțime (a) formată numai dintr-un punct este compactă. 

2) Un interval închis şi mărginit [a,b] este o mulțime compactă. Intervalele [a,b] se 
numesc intervale compacte. 

3) O reuniune finită 7, U Ia U ... U 14 de intervale compacte este o mulțime compactă. 

4) Intervalele (a, b), [a, b), (a,b] nu sint compacte "deoarece nu sint închise. 

5) Semidreptele şi dreapta întreagă nu sint compacte deoarece nu sînt mărginite. 


„Vom spune că o familie (Bu)eey de mulțimi constituie o acoperire a 
unei mulțimi A, dacă orice punct x € A aparține cel puţin uneia din mul- 


timile familiei, adică dacă A CU Ba 
«EJ 
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Dacă familia este formată dintr-un număr finit de mulțimi, vom 
spune că ea constituie o acoperire finită a mulțimii A. 
Mulţimile compacte au o proprietate importantă dată de 


Teorema lui Borel-Lebesgue. Dacă C este o mulțime 
compactă, din orice acoperire a sa cu intervale deschise se "poate extrage 
o acoperire finită a sa. 


Fie (1.).er o acoperire a lui C formată din intervale deschise. 
Dacă C este finită, C = (x, Xa, ..., Xp), fiecare din aceste puncte este 
conţinut în cîte un interval din familie. Cele n intervale Ie, ..., I a, CON- 


stituie o acoperire finită a lui C, şi teorema este demonstrată în acest caz. 

Să presupunem că C este infinită. Vom raționa prin reducere al absurd : 
vom presupune că mulțimea C nu poate fi acoperită cu un număr finit de 
intervale din familie și vom arăta că ajungem la o contradicție. 

Deoarece C este compactă, este mărginită. Fie a şi b două numere 
raționale astfel ca a < x<b oricare ar fi x €C, adică astfel ca CC a, b]. 

Să împărțim segmentul [æ, b] în două părți egale. În acest fel am îm- 
părțit și mulțimea C în două părți C, şi Ce, și anume C, este conținută în- 
tr-o jumătate a segmentului je, bj, iar C, este conținută în a doua jumă- 
tate a acestui segment. Avem C = C, UC, Dacă fiecare din mulțimile 
Cı și Ce ar putea “fi acoperită cu un număr finit de intervale din familie, 
atunci şi C ar putea îi acoperită cu un număr finit de intervale din familie, 
ceea ce ar fi în contradicţie cu presupunerea făcută. Aşadar, cel puțin una 
din mulțimile C, şi Ca nu poate fi acoperită cu un număr finit de intervale 
din familie. Să notăm cu [a, 84] una din cele două jumătăți ale segmentului 
[a, b] care are proprietatea că [a, b] NQ C nu poate fi acoperită cu un 
număr finit de intervale din familie. a, și b, sînt raționale, și dacă notăm 
cu l = b — a, avem 


aLla < bd Sb, ba == 


Să presupunem că am găsit două numere raționale a, şi b, astfel ca 
I. , x m: 
b, — a, = m A [2,, bn] Q C nu poate fi acoperită cu un număr finit de 


intervale din familie. 

Să împărțim segmentul [a,, b] în două părți egale, prin punctul 
Ca = amer, Cel puțin una din mulțimile [a,, c] Q C sau [c„, bp] Q C nu 
poate i acoperită cu un număr finit de intervale din familie. Să notăm cu 
[ani Ön ba] una din cele două jumătăți ale segmentului [z, b] care are pro- 
prietatea că [an+ buza] Q C nu poate fi acoperită cu un număr finit de 
intervale din familie; a, ȘI buza sînt raționale și avem 


l 


an < Ani < ba [S rw Onti — dusi == onpi . 
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Am demonstrat astfel, prin inducție completă, că putem construi două 
şiruri (2,) şi (,) de numere raționale, cu următoarele proprietăţi : 


1) aa... La, Ss... Ss... <ăsB.. 
l . 
2) bn — n= pentru orice n € N. 


3) Oricare ar fi n e N, multimea [a,, b,] N C nu poate fi acoperită 
cu un număr finit de intervale din familie. 

Rezultă în particular că 14, b] N C este infinită, oricare ar i n S N. 
Din proprietățile 1) și 2) deducem că există un singur punct x, astfel ca 
A SS Xo S d, pentru orice n e N; xo este punct de acumulare al multimii C. 
În adevăr, fie V = («, £) o vecinătate a lui xp deci a < xo < B. Datorită 
proprietăţii 2) putem găsi un indice n suficient de mare, astfel ca 4 < a, < 
< vo < b, < B, adică astfel ca [as ba] C V. Dar [an b] conţine o infi- 
nitate de "puncte din C, deci V conține o infinitate de puncte din C, adică 
xp este punct de acumulare al lui C. Deoarece C este compactă, este închisă, 
deci x, & C. Există atunci un interval deschis 7 din familie care conține 
pe 29, deci care este o vecinătate a lui x. Datorită proprietății 2) există 
un număr n suficient de mare astfel ca ja, b,] CI și atunci [ap 8,1 0O 
NC C I, adică mulțimea [a,, 0p] Q C poate fi acoperită cu un singur inter- 
val din familie, ceea ce contrazice proprietatea 3). Am ajuns la o contra- 
dicție, şi teorema este astfel demonstrată. 

Se poate demonstra și o teoremă reciprocă: 


Teoremă. Dacă din orice acoperire cu intervale deschise, a unei 
mulțimi C, se, poate extrage o acoperire finită, atunci C este compactă. 


Fie y É C un punct oarecare. Să arătăm că y Æ C de unde va rezulta 
că C este închisă. Pentru orice punct x € C avem x = y. Există deci un 
interval deschis 7, © + şi un interval deschis J, © y, fără puncte comune. 
(Dacă, de exemplu, + < y, se aleg punctele «, B, y astfel încît a < x < y < 
<y<fşiseia I, = («, Y) şi J, = (y, 6)). Familia de intervale deschise 
(I zec acoperă mulțimea C. Conform ipotezei, din această acoperire se 
poate extrage o acoperire finită/a lui C, formată din intervalele J}, Ix, ... 


n 
-, Ia, Deoarece fiecare interval I +, este mărginit şi C C U Ip urmează 


în primul rînd că C este o mulțime mărgimiă. Mulțimea J = n J., este 


o vecinătate a lui y, disjunctă de fiecare interval I,,, deci J N C = 
Urmează că y este punct exterior al lui C. Din cele de mai sus deducem pd 
dacă x este aderent lui C, atunci x & C (deoarece, în caz contrar, ca mai 
sus, ar rezulta că y este exterior lui C), deci C este închisă. Fiind şi măr- 
ginită, C este compactă. 


Observaţii. 1° Atit în teorema directă cit şi în teorema reciprocă, se pot consi- 
dera acoperiri formate din mulțimi deschise, nu neapărat din intervale deschise, 

Proprietatea enunțată în teorema lui Borel-Lebegue se ia ca definiție a mulțimilor com- 
pacte în spaţiile topologice generale, 
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2° Se poate arăta prin exemple că dacă C nu este închisă, sau nu este mărginită, există 
acoperiri ale lui C cu intervale deschise, din care nu se poate extrage o acoperire finită. 


De asemenea, dacă mulțimile din acoperire nu sînt deschise, este posibil să nu se poată 
extrage o acoperire finită. a 
Exemple. 1) C = (—1, 1) Intervalele 


l 1 l 1 
DN e Date IP A De Ia 


1 1 
> | pa) 
n 


constituie o acoperire a lui C, dar C nu poate fi acoperită cu un număr finit din aceste inter- 
vale. 


2) C = [0, +œ). Intervalele 
I, = (—1, 1), Ia = (0, 2), Ia = (1,3), ..., In = (n —2,n)... 
constituie o acoperire a lui C, din care nu se poate extrage o acoperire finită a lui C. 


3) C = [0, 1]. Pentru fiecare + EC să considerăm mulțimea Bp = {7}. Familia (Bec 
constituie o acoperire a lui C, din care nu se poate extrage o acoperire finită. 


§ 5. Funcţii reale 


1. Funcţii reale, funcţii de variabilă reală 


Funcţiile f: E — F în care F este o mulțime de numere reale se numesc 
functii cu valori reale sau, mai simplu, functii reale sau funcții numerice. 

Scrierea f: E — R se citeşte astfel: funcția reală f definită pe E sau 
funcția numerică f definită pe E, sau funcţia f definită pe E cu valori reale 
sau numerice. | | 

Funcţiile f: E > F în care E este o mulțime de numere reale se nu- 
mesc funcţii de argument real sau functii de variabilă reală. 

Dacă atît E cît şi F sînt mulțimi de numere reale, funcțiile f: E — F 
se numesc funcții reale de argument real sau funcții reale de variabilă reală. 
Acestea vor fi studiate în cea mai mare parte a cărții. De aceea, cînd vom 
spune funcţie” fără altă specificare, vom înțelege că este vorba de funcție 
reală de variabilă reală. Printre funcţiile reale de variabilă reală se află 
funcțiile elementare, studiate în şcoala medie. 


2. Operații cu funcţii reale 


Fie E o mulțime oarecare, A şi B două părţi ale lui £, astfel ca 
A N B ø, f şi g două funcţii reale definite pe A, respectiv B: 


fi: AR, g:B-R. 
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e 


Efectuînd operațiile algebrice obișnuite asupra valorilor funcțiilor 
(care sînt numere), putem stabili noi corespondențe, care definesc funcții noi. 
Pentru a putea efectua suma f(x) + g(x) şi produsul f(x) g(x) este nece- 
sar să existe atît f(x) cît şi g(x), adică este necesar ca atît funcţia f cît și 
funcția g să fie definite în x; aceasta înseamnă că x trebuie să aparțină 
atît mulțimii A pe care este definită f cât si mulțimii B pe care este defi- 


nită g, adică x & A (| B. Pentru a putea efectua împărțirea >, trebuie 
x 

ca x E Á şi f(x) =£ 0, deoarece împărțirea cu 0 nu are sens. 

Putem astfel da următoarele definiții: 

1) Suma f + g a functiilor f și g este funcția definită pe multimea A N B 
prin egalitatea 

(S + Ex) = fix) + g(x), xsANB. 

2) Produsul of dintre un număr a şi functia f este functia defimtă pe 

mulțimea A (ca și f) prin egalitatea 
(af) (2) = afl), zeA. 

3) Produsul fg al funcțiilor f şi g este functia definită pe multimea A N B 

prin egalitatea 
(Jex) = f(x) g(x), xEA NB. 


4) Inversa A a funcției g este functia definită pe multimea 'B — Go, 


8 
unde G = {x |x & B, g(x) = 0), prin egalitatea 
l 1 
— y) = — . 
(z) g(x) 
În loc de -L se poate scrie de asemenea g~. 
£ 


Observație. Nu trebuie confundată inversa față de operația 
de înmulțire cu funcția inversă față de operația de compunere. Pentru a 
evita confuziile, funcția inversă față de operația de compunere va fi numită 
adesea funcție reciprocă. | 

De asemenea, nu trebuie confundată notația ge”! a funcției inverse cu 

—1 

notația g a funcției reciproce. 

Luînd a =.—l în definiția 3), deducem că: 

5) Funcția —f este definită pe mulțimea A (ca şi f) prin egalitatea 


(~A) = —f(x), x 84. 
Atunci : 


6) Diferenţa f — g = f + (—g) dintre funcția f și g este functia defi- 
mită pe multimea A N B prin egalitatea 


(f — g(x) = f(x) — g(x), LSA NB. 
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Din definițiile 3) şi 4) deducem : 
7) Cîtul Î = f: l dintre funcha f şi functia g este funcția definită pe 
8 8 p 
mulțimea A N B — G, prin egalitatea 


PERKA 
g g(x) 


Observații. 1° Dacă A N B = Ø, funcțiile f + g, f — g fg si L nu pot fi definite. 
£ 
De asemenea, dacă G, = A N B, adică dacă g(x) = 0 pe A N B, funcţia Í nu poate fi definită. 
8 


2° Să notăm cu $ mulțimea funcțiilor reale definite pe părţi ale mulțimii E : 
F ={f: A> RACE). 
Se verifică uşor următoarele proprietăți ale operațiilor definite mai sus: 
i f+gsg+iS. 
2) (f +8) tk=f+ (g +h. 
3) Funcţia identic nulă 06(x) = 0 definită pe E este zero pentru adunare: 
+ 0=f. 


Mulțimea $ este deci semigrup comutativ cu element neutru pentru adunare. $ nu 
este însă grup pentru adunare, deoarece dacă 4A Æ E, şi f: 4 — R, avem —f: A— R şi 


(f — P = fi) — fa) = 0 pentru x e A. 


Funcţia f — feste definită pe A şi este diferită de funcția 0 care este definită pe întreaga 
mulțime E. Așadar, funcția f nu are opus în mulțimea Ẹ. 


4) fe = gf. 
5) (fe)h = f(gh). 


6) Funcția constantă identic egală cu 1, e(4) = 1, definită pe E, este unitate pentru 
înmulțire : 


ef =]. 


Mulțimea $ este semigrup comutativ cu unitate şi pentru înmulţire. 
Înmulțirea este distributivă față de adunare: 


7) f(g+h) = fe + fh. 


Mulțimea $ nu este inel pentru cele două operaţii pentru că nu este” grup“ pentru adu- 
nare. 


3° Să considerăm acum o mulțime A C E, şi mulțimea Ẹ (4, R) a funcţiilor reale, defi- 
nite, toate, pe A 


F (4, R) = {f: A = R}. 


Dacă f şi g sînt definite pe A, atunci f + g, f — g, af şi fg sînt definite tot pe mulțimea A, 
deci aparțin tot mulțimii $ (4, R). 
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Dacă notăm acum cu Q(x) = 0 funcția identic nulă definită pe A şi cu e(x) = 1 funcția 
identic egală cu 1 definită tot pe 4, avem 0 € Ẹ (4, R) şi e e SF (A, R). Funcţia 0 este zero 
pentru adunarea funcțiilor din $ (A, R), iar funcţia e este unitate pentru inmulțirea funcțiilor 
din $ (4, R). În plus, dacă f este definită pe A atunci — f deci şi f — f este definită tot pe 
A şi f— f = 8. Rezultă că — Í este opusa lui f, deci (4, R) este grup pentru aduuare, şi 
deci este inel pentru adunare şi înmulțire. 

Iată acum proprietățile înmulțirii cu numere: 


G) alf + 8) = af + og. 
(i) (a + BY = af + BS 
(ii) a(8f) = («BY 
(în) 1-f=7 

G) alfe) = (af)s = flog). 


Rezultă că mulțimea $ (A, R) este un spafiu vectorial“ pentru operaţiile f + g şi af, 
Şi este o algebră**;pentru cele trei operaţii, f+ g, af, fe. 

4° Produsul «f dintre numărul « și funcția f: A —> R este egal cu produsul dintre funcția 
constantă a(x) = a definită pe A şi funcția f. 

Produsul dintre un număr şi o funcție poate fi deci considerat un caz particular de pro- 
dus a două funcţii. 


3. Structura de ordine pe mulţimea funcţiilor reale 


Fie E o mulțime şi $(E, R) mulțimea funcțiilor reale definite pe E. 
Folosind ordonarea numerelor reale putem defini o structură de ordine 
pe mulțimea funcţiilor reale definite pe E. 

Dacă f şi g sînt două funcţii reale definite pe E, vom scrie f < 
sau g >f dacă f(x) < g(x) pentru orice x & E. 

Dacă f(x) > 0 pentru orice x & E spunem că funcţia f este pozitivă şi 
scriem f > 0. 

Dacă ă f(x) < < 0 pentru orice x & E, spunem că f este negativă şi scriem 
f<0. 


Dacă E este un spaţiu vectorial şi dacă o submulțime E” C E este închisă față de adu- 
nare şi înmulțirea cu scalari : 

x+y EE şi ax EEF’, pentru orice x,y € FE’ şi a e R, atunci E’ este de asemenea 
un spațiu vectorial. 


* O mulțime E pe care s-a definit o operație de adunare (x, y) —» x + y şi o operație 
de înmulțire cu numere (a, x) —> ax se numeşte spațiu vectorial sau spațiu liniar dacă : 

1) E este grup comutativ pentru adunare; 

2) înmulțirea cu numere are proprietățile (i) — (iu) din text. 

Elementele unui spațiu vectorial se numesc vectori, iar numerele se numesc scalari. 
Operația de înmulțire cu numere se numeşte atunci înmulțire cu scalari. 

** O mulțime E pe care s-au definit: o adunare {x, y) —> x + y, o înmulţire (x, y) — 
— 4 -y şi o înmulțire cu numere («, x) —> ax se numeşte algebră dacă: 

1) E este inel pentru adunare şi înmulțire; 

2) E este spaţiu vectorial pentru adunare şi înmulțire cu numere; 

3) a(2y) = (a2)y = z(ay). 

Dacă înmulţirea x + y este comutativă, E se numește algebră comutativă; dacă înmul- 
ţirea are unitate, E se numeşte algebră cu unitate. 
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Dacă E este o algebră și dacă o submulțime E’ C E este închisă față de adunare, înmul- 
ţire şi înmulțire cu scalari : 

x+y E&E, zy EE şi ax EF, oricare ar fi x,y EE’ şi a € R, atunci E’ este de 
asemenea o algebră. i 

Deoarece s-a arătat că F(A, R) este algebră, deducem că pentru a demonstra că o sub- 
mulțime de funcții §' C F(A, R) este o algebră, este suficient să arătăm că cele trei operații, 
efectuate asupra funcțiilor din $', ne conduc tot la funcții din $. 

Se verifică uşor că „f< g” este o relație de ordine pe mulțimea (E, R), cu următoarele 
proprietăți : 


BES 
) fe şi esf =g. 

3) f-se şi esh>f-s. 
)fseSfrhaserth (ifthe +SS) 
) f-se şi P>0 = fh eh 

fh < gh şi h(x) > 0 pentru orice x EE SfxXE. 


Dacă f(x) > 0 pentru orice x e E spunem că funcția f este strict 
pozitivă, iar dacă f(x) < 0 pentru orice x e E spunem că funcția f este 
strict negativă. 

Vom nota cu |f| funcția definită pe Eţprin egalitatea 


ing [JO dacă fa) > 0 
AAAA aaa oco 


Funcția |f| va- fi numită modulul funcției f. 

Fie funcțiile f, g: E — R. Vom nota cu sup (f, g) funcția reală defi- 
nită pe E, care în fiecare punct x € E are drept valoare pe cel mai mare 
dintre numerele f(x) şi g(x): 


„pentru xy EE. 


sup (f, 8)(x) = sup (f(x), g(x), zaeE. 
Se defineşte de asemenea funcția inf (f, g), prin”egalitatea 
inf (f, g)(x) = inf (f(x), -g(x)), xsG&E. / 


Funcțiile sup (f, g) şi inf (f, g) se numesc, respectiv, anvelopa superioară 
și anvelopa inferioară a funcțiilor f şi g. 


Mai general, dacă (f;;er este o familie de funcții reale definite pe E, 
se definesc anvelopa inferioară inf f; şi anvelopa superioară sup f; a acestei 
iEI iei 


familii, prin inegalitățile 
(ini f(a = inf f;(x) şi (sup fi) (x) = sup f; (x). 
EI i€ iE iE 
Funcțiile 
f* = sup (f, 0) ṣi f- = sup (—f, 0) 


se numesc respectiv partea pozitivă şi partea negativă a funcției f. 
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Avem 


f(x), dacă f(x) > 0 
< 


Jo) =f „dacă f(x) < 0 


şi 
a [0 , dacă f(x) > 0 
Fl) = | —f(x), dacă f(x) < 0 


Se verifică imediat următoarele egalități : 


f= -f P= i+ 


=f +E [= sp (A A FI 20) 
sup (f, 8) = > (f +8 + If — 8l) 
inf (f, g) = — sup (—f, —8) 


4. Funcții mărginite 


Fie funcția reală f: E —> R definită pe o mulțime oarecare E şi fie 
ACE. 

Se spune că funcția f este minorată sau mărginită inferior pe multi- 
mea A dacă imaginea f(A) a lui A prin funcția f este o mulțime minorată, 
adică dacă există un număr d & R, astfel încît a < f(x) pentru orice x S A. 
Marginea inferioară inf f(4) a mulțimii f(A) se numeşte marginea inferioară 


a functiei f pe mulțimea A şi se ñotează inf f(x): 
IEA 


int f(x) = inf A). 
-IEA 


Numărul m = inf f(x) este caracterizat de următoarele două proprie- 
tăți (care exprimă faptul că m este cel mai mare minorant al multimii f(A)) : 
1) m < f(x), oricare ar fi x SA; 
2) dacă m < «, există x & A astfel ca f(x) < «a. 


Dacă f este minorată pe domeniul său de definiție E, se spune, mai 
simplu, că este minorată, fără a mai specifica mulțimea pe care are această 
proprietate, iar numărul inf f(x) se numeşte marginea inferioară a funcției f. 

GE 
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Dacă f este o funcție reală de variabilă reală, a spune că f este mino- 
rată înseamnă că graficul său se află în întregime deasupra unei drepte 
v = a paralele cu axa Ox (fig. 36). 

Se spune că funcția f este majorată sau mărginită superior pe mul- 
finisa A dacă imaginea fA) este o mulțime majorată, adică dacă există un 
zuniðr b SER, astfel incit f(x) < b, oricare ar fi x SA. 

Marginea superioară sup AA) a mulțimii f(4) se numeşte marginea 
superioară a functiei f pe mulțimea A şi se notează sup f(x): 

x 


sup f(x) = sup f(4). 


Numărul M = sup f(x) este caracterizat de următoarele două proprie- 


tăți (care exprimă faptul că M este cel mai mic majorant al mulțimii f(4)): 


1) f(x) < M, oricare ar fi x& 4A; 
2) dacă a < M, există x a A astfel ca « < f(x). 


Dacă f este majorată pe domeniul său de definiție E, se spune, mai 
simplu, că f este majorată, fără a mai specifica mulțimea pe care are această 
proprietate, iar numărul sup f(x) se numește marginea superioară a func- 

CE 
Hei f. 

Dacă f este o funcție reală de variabilă reală, a spune că este majo- 
rată înseamnă că graficul său se află în întregime sub o dreaptă y = b 
paralelă cu axa.0x (fig. 37). 


Í 


Fig. 37 


Se spune că funcția f este märginttă pe mulțimea A dacă este şi mino- 
rată şi majorată pe A, adică dacă mulțimea valorilor f(A) este mărginită. 
Aceasta înseamnă că există două numere a şi b astfel încît să avem 
< f(x) < b pentru orice x & A. 
Avem inf f(x) < sup f(x); cele două margini sînt egale dacă şi numai 
EA x EA 


dacă f este constantă pe A. 


5 — Analiza matematică. vol. I 
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Dacă f este mărginită pe mulțimea de definiție E, vom spune, mai 
simplu, că f este mărginită, fără altă specificare. 

Dacă f este o funcție reală de variabilă reală, a spune că f este mär- 
ginită înseamnă că graficul său se află în întregime cuprins între două 


drepte y =a şiy = 


| 

| 

b) 

-24 ~ — = === 
| 


| 


Se verifică uşor că dacă f, g 


b paralele cu axa Ox (fig. 38). 


Propoziţie. Funcţia f:E >R 
este mărginită, dacă şi numai dacă există 
un număr M > 0 astfel încât 


HOES 
În adevăr, AE) = {f(x)x a E}, iar f(E) 


este mărginită dacă şi numai dacă există 

M > 0 astfel ca |y| <M pentru orice 

y&f(E), adică} f(x) <M pentru orice x E. 

Rezultă din această propoziţie că f 

este mărginită dacă şi numai dacă modului 
său |f| este o funcție mărginită. 

: E —> R sînt mărginite, funcțiile f + g, 


M pentru orice x & E. 


af şi fg sînt mărginite, deci multimea M (E, R) a funcțiilor reale mărgi- 
nite definite pe E este o algebră. 


Observaţie. Dacă f şi g sint minorate atunci f + g este minorată şi dacă œ `> 0 
atunci «f este minorată. Funcţia — f poate însă să nu fie minorată. Mulțimea funcțiilor mino- 


rate nu este grup pentru adunare. 


Aceleaşi consideraţii se pot face pentru funcţii majorate. 
Funcţia f este minorată dacă şi numai dacă — f este majorată. În acest caz avem: 


inf f(x) = — sup (— 
1EE ECE 


fa). 


De asemenea f este majorată dacă şi numai dacă — f este minorată și avem: 


sup f(x) = 
ECE 


— inf (—/f(2)). 
ECE 


Dăm acum citeva proprietăţi ale funcţiilor mărginite a căror demonstraţie este imediată : 
1) Dacă f: E — R este mărginită pe A CE şi dacă B C A atunci f este mărginită pe 


B şi 
nt fl) > 


Ani (a), sup (2) Sup fis) 


2) Dacă f: E — R este mărginită pe submulțimile A şi B, atunci f este mărginită 


pe A U B. 


3) Dacă funcţiile f, g: E — R sînt mărginite și dacă f-< g atunci: 


inf f(x) 
LEE 


< inf g(x), sup f(x) < 
ECE EE 


sup g(x). 
IEE 


4) Dacă funcţiile f şi g: E— R sînt mărginite, atunci 


ini (Fa) + e(2)) > 


int fla) + int g(a); 


sap (Ple) 4 at) < sap Fa) 3 enp at 
xEE EE xEE 
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5. Funcţii monotone 


Fie f: E — R o funcție reală de variabilă reală (E C R) şi tie A CE. 
Spunem că funcţia f este crescătoare pe A, dacă, oricare ar fi x’ < x” din A, 
avem f(x) < f(x”). 

Spunem că funcția f este descrescătoare pe A, dacă, oricare ar fi 
x < x” din A, avem f(x') > f(x”). 

Dacă funcţia f este crescătoare (respectiv descrescătoare) pe tot dome- 
niul său de definiție, va fi numită, mai simplu, funcție crescătoare (respec- 
tiv descrescătoare) fără a mai specifica mulțimea pe care are loc această 
proprietate. 


Functiile crescătoare şi funcțiile descrescătoare se numesc funcții 
monotone. 

O funcție constantă este şi crescătoare şi descrescătoare. Reciproc, 
dacă o funcţie este şi crescătoare și descrescătoare, atunci ea este constantă. 


Observație. O funcție crescătoare se caracterizează prin aceea 
că o inegalitate dintre valorile argumentului se transformă într-o inegali- 
tate de acelaşi sens (eventual, egalitate) între valorile funcției. Aşadar, 
o funcție crescătoare se poate defini şi cu ajutorul următoarei implicaţii: 
x! > y” = (x) > f(x”). 

O funcţie descrescătoare transtormă o inegalitate dintre valorile argu- 
mentului într-o inegalitate de sens contrar (eventual, egalitate) între valo- 
rile funcției. Așadar, o funcție descrescătoare se poate caracteriza prin: 
y! > y” => f(x’) < f(x”). 

Spunem că funcția f este strict crescătoare pe A, dacă, oricare ar fi 
x < x” din A, avem f(x) < f(x"). 

Orice funcție strict crescătoare este crescătoare deoarece dacă 
f(x) < fi”) atunci f(x) < f(x”). 

Spunem că funcția f este strict descrescătoare pe A, dacă, oricare ar 
fi 4 < x” din A, avem f(x) > f(x”). 

Orice funcţie strict descrescătoare este descrescătoare. 

Dacă funcția f este strict crescătoare (respectiv strict descrescătoare) 
pe tot domeniul său de definiție, va fi numită, mai simplu, funcție strict 
crescătoare (respectiv strict descrescătoare) fără a mai specifica mulțimea 
pe care are loc această proprietate. 

Funcţiile strict crescătoare şi strict descrescătoare se numesc funcții 
strict monotone. 

Orice funcție strict monotonă este monotonă. 


Observaţie. Funcţia f este strict crescătoare dacă şi numai dacă 
xX > x” > f(x) > f(x"). Funcţia f este strict descrescătoare dacă și numai 
dacă x >x” s f(x) < f(x”). 


Următoarele proprietăți se verifică imediat: 
1) Dacă f şi g sînt (strict) crescătoare şi « > 0, atunci f + g şi af sînt (strict) crescătoare, 
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Așadar mulțimea funcţiilor reale (strict) crescătoare definite pe o mulțime E C R este 


un con convex* în spaţiul vectorial (7 (E, R) al funcţiilor f: E— R. 
2) Dacă f este (strict) crescătoare, atunci — f este (strict) descrescătoare. 


Aşadar, mulțimea funcţiilor reale crescătoare definite pe E C R nu este grup pentru 
adunare. . 
i 


3) Dacă f(x) > 0 pentru orice x E E și dacă f este (strict) crescătoare, atunci funcția F 


este (strict) descrescătoare. 
Dacă în propozițiile de mai sus se înlocuiesc cuvintele „crescător” și descrescător” 


unul cu altul, se obțin alte proprietăți ale funcțiilor monotone. 
4) Fie f: A = B şi g: B— R, două funcții și g o f: A— R, funcția lor compusă. 
Dacă f şi g sînt ambele (strict) crescătoare sau ambele” (strict) descrescătoare, atunci 


funcția compusă go f este (strict) crescătoare. E 
Dacă una din funcțiile f și g este (strict) crescătoare și cealaltă este (strict) descrescă- 
toare, atunci funcția compusă g o f este (strict) descrescătoare. 


Propoziţie. O funcție strict monotonă este biunivocă. 
În adevăr, fie f: A — B o funcție strict monotonă, şi x’ 324 x” două 


puncte din A. Să presupunem v’ < x”. Atunci f(x’) < f(x”) dacă f este 
strict crescătoare, sau f(x’) > f(x") dacă f este strict descrescătoare, deci, 


în orice caz f(x’) ze f(x"), adică f este biunivocă. 
Urmează că funcțiile strict monotone admit funcții inverse. 


Propoziţie. Funcția inversă a unei funcții strict crescătoare este 


strict crescătoare. 
Functia inversă a unei funcții strict descrescătoare este strict descres- 


cătoare. 
Fie f o aplicație strict crescătoare a lui A pe B, f(4) = B, şi fie 

—1 —1 —1 
f: B — A funcția inversă. Fie y’ < y”; să arătăm că f(y) < f(y”). Fie 
X', x” punctele din A pentru care avem 

fix) =y, fi) =y” 
deci 

—1 
x = f(y), x” = f(y"). 


—1 —1 
A arăta că f(y’) < f(y”) revine la a arăta că x < x”. 


* Fie E un spaţiu vectorial. O mulţime C C E se numește con (cu virful în origine) dacă 


pentru orice + e C şi orice număr « > 0 avem ax € C. 
Aşadar C este con dacă o dată cu un punct x, conţine întreaga semidreaptă {œx]a > 0) 


cu virful în origine, care trece priu xv. 
Un con C C E se numeşte con convex dacă 


x+y EC, oricare ar fi x, y EC 


adică, dacă o dată cu două puncte x şi y, conține întregul segment care le uneşte. 
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Să presupunem, prin absurd, că x’ > x”. Deoarece f este strict crescă- 
toare, avem f(x’) > f(x") sau y'> y”, ceea ce contrazice alegerea y' < y”. 
-1 


—1 —1 
Așadar, v < y” = f(y") < f(y”), deci f este strict crescătoare. 
n cazul cînd f este strict descrescătoare, se procedează în mod analog. 


Propoziţie. Graficele a două y 
funcții reale de variabilă reală, inverse 


una alteia. sînt simetrice faţă de prima  „L________ ALI) 5 
bisectoare. 4 R r pa (37 
| N / l 
Fie fo aplicație biunivocă a lui A | Bi 
. -1 e . . v . | Pe N 
pe B, şi f aplicația reciprocă a lui  „|_______ N 
B pe 4: (rez) Yu) 
f: A — B Pa | 
—1 ` A l | 
A<-B:f. DAR y 
Avem y = f(x) dacă şi numai dacă Fig. 39 


x = fi), xsA,yeB. | 
Un punct (x, y) se află pe graficul lui f(x SA, şi y = f(x)), dacă 
-1 —1 


şi numai dacă punctul (v, «) se află pe graficul lui f(y e B,şi x = f(y)). 
Dar punctele A(x, y) şi B(y, x) sînt simetrice față de prima bisectoare. 

Într-adevăr (fig. 39), dacă notăm C(x, x) şi D(y, y), punctele A, B, 
C, D sint vîrfurile unui pătrat, în care CD este o diagonală (de-a lungul 
primei bisectoare) şi AB este cealaltă diagonală. Diagonalele se taie la 
jumătate, în E. Avem AE = EB şi AB | CD, deci A şi B sînt simetrice 
față de prima bisectoare. 


6. Oscilaţia unei funcţii pe o mulţime 


Fie f: E — R o funcţie definită pe o mulțime oarecare E şi fie A CE. 
Dacă funcţia f este mărginită pe mulțimea A, are o margine superioară şi 
o margine inferioară pe această mulțime. Diferența dintre aceste margini 
se numeşte oscilajia funcției f pe mulțimea A şi se notează w;(A): 


o(A4) = sup f(A) — inf f(A). 


Din această definiție rezultă că œ; are următcarele proprietăți pe mulțimile 
pe care f este mărginită: 

1) w/(4) 30, oricare ar fi ACE, (o, este pozitivă), deoarece 
sup f(A) > inf f(4); 

2) o(d) < w(B) dacă ACB o; este crescătoare), deoarece 
sup f(4) < sup A(B) si inf AA) > inf J(B) ; 
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3) o(4) = sup (fl) — far”) 
EA 
Într-adevăr, 
sup (4) = sup fa?) si inf f(A) = inf f(x”) = — sup (A), 
deci 


oj(A) = sup fr) + sup (—fla”)) = sup (Aæ) — fl”). 


Se verifică imediat că dacă mulțimea 4 este formată dintr-un singur punct 
x, atunci co((x)) = 0. < 
De asemenea, dacă funcția f este constantă pe A, atunci o/(4) = 0. 


7. Oscilaţia unei funcţii într-un punct 


Să presupunem acum că f: E — R este o funcție mărginită definită 
pe o mulțime de numere reale, E C R, şi fie x a E. Pentru fiecare vecină- 
tate V a lui x să considerăm oscilația o/(V Q E) a functizsi pe mulțimea 
V QE şi să notăm 

w(x) = inf o A E) 


unde marginea inferioară. se ia pentru toate vecinătățile V ale lui x. Numă- 
rul w(x) se numeşte oscilatia funcției f în punctul x. 

Pentru definirea oscilației într-un punct ne putem folosi numai de 
intervalele 7 care conțin pe x sau care au centrul în x: 


w(x) = inf of N E), 
Ix 


deoarece orice vecinătate V a lui x, conține un interval cu centrul în x. 

Dacă x este un punct izolat al lui E, atunci există o vecinătate V a 
lui x astfel încît V N E = {r}. În acest caz o/(V Q E) = op((x)) =0 
și deci w(x) = 0. 

Oscilația w(x) este o funcție pozitivă, definită pentru orice y din E. 
Această functie poate fi nemărginită, deşi funcția f de la care s-a plecat 
a fost presupusă mărginită. Pentru funcțiile cu oscilația mărginită definite 
pe mulțimi compacte, avem următoarea propoziție, vare va fi folosită pentru 
demonstrarea criteriului de integrabilitate al lui Lebesgue. 


Propoziţie. Să presupunem că funcția f: E — RR "este definită 
pe o mulțime compactă E şi că oseilația sa (x) este mărginită, și să 
netăm 


O = sup 0/3). 
IEE 
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Atunci pentru orice număr e > 0, există un număr (e) > 0 astfel încît 
oricare ar fi intervalul Z de lungime < è(e), să avem (I N E) <w +e. 


Prin ipoteză, avem œ;(x) < %, oricare ar fi x & E. Fies >O0şiz SE. 
Deoarece 


(3) = inf oș(I AQ E), 
13% 
există un interval Z, cu centrul în +, astfel încît să avem 
olL 0 E) < wlx) + esuo-te. 
Procedînd astfel pentru fiecare x & E, obținem o familie (7,)xezx de inter- 
vale deschise, care acoperă pe E, astfel încît pentru fiecare x & E să avem 
o(I (E) <w +e. 


În fiecare interval I, să alegem un interval deschis J,, cu centrul în x, şi 
cu lungimea egală cu jumătatea lungimii lui 1. Familia de intervale deschise 
(J)ez acoperă de asemenea mulțimea compactă E. Conform teoremei lui 
Borel-Lebesgue, din această acoperire se poate extrage o acoperire finită 
a lu E: 

Jas Ja e.. 3 Jen -> 


intervalele fiind aşezate în ordinea crescătoare a indicilor: 
X3 < Xo < e o o < Xa 


Să notăm cu ò lungimea celui mai mic dintre aceste intervale. Număr ul 
ò astfel obținut este numărul căutat. Fie într-adevăr un interval Z de 
lungime < 5. Dacă I N E = Ø, atunci (I N E) = 0 < w + e. Să presu- 
punem deci că I N E < Ø. În acest caz, intervalul Z se află conținut în 
întregime în reuniunea a două intervale consecutive, JU Jayy Presupu- 
nînd că intervalul 7 z; ate lungime mai mare decît T xp avem J z U Ja} „CI zy 
deci I C I, ṣi deci 


o DE) < oy AE) <o +e 


și propoziția este demonstrată. 


+1 


Capitolul Ill 
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§ 1. Generalități 


1. Denumiri și notații 


Amintim că o funcție reală n —> a(n) definită pe mulțimea N a nume- 
relor naturale se numește șir de numere reale. Pentru şiruri se obișnuiește 
notația indicială n — a,, astfel încît un şir de numere reale este o familie 
(a„)nex de numere reale, cu indici 'numerele naturalo Cînd nu va fi pe- 
ricol de confuzie, un şir va fi notat (a„) fără a mai specifica mulțimea indi- 
cilor, subînțelegîndu-se că aceasta este mulțimea N a numerelor naturale. 

Deoarece în continuare vor fi considerate mai ales şiruri de numere 
reale, acestea vor fi numite, simplu, șiruri. 

Să scriem explicit corespondența stabilită de funcția şir: 


AT 1, 2, 3, ...... > Aaa 


(a 


Ai, Azs Ga, oere , Apse 
Înlăturînd mulțimea de definiție 1, 2, ..., n,... care se subînțelege, 
rămîn numai valorile funcției șir, în ordinea crescătoare a indicilor: 
di da lge, lps eO 


Aceasta este scrierea obişnuită a şirului, în care, aparent, nu este pus în 
evidență caracterul de funcție al șirului. La o examinare mai atentă apare 
însă caracterul de funcție al şirului, dacă asociem fiecărui indice n numărul a. 

x, Numerele a,, as, az... se numesc fermenit şirului : a, este primul ter- 
men, ap este al doilea termen etc. Se zice de asemenea că a, este termenul 
de rang 1; a, este termenul de rang 2 etc. Un termen 4, al şirului, în care 
nu se precizează numărul natural n, se numește în mod obișnuit termen 


general al şirului.  -.- 
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xÍ Atunci cînd se dă un şir concret de numere, în care indicii nu mai 

sînt scriși, caracterul de funcție al șirului se pune în evidență dacă asociem 

numărului 1 primul termen din şir, numărului 2 al doilea termen din şir etc. 
Doi termeni diferiți a; şi aj, (2 -+ J), pot avea aceeași valoare. 


Exemple de şiruri; 


1) 1, 2, 3, 4, ...(şirul numerelor naturale). 


2) 2,-4, 6, 8, ...(şirul numerelor naturale pare). S 

3) 1, 3, 5, 7, ...(şirul numerelor naturale impare). S 

4) 2, 1, 4, 3, 6, 5, ...(şir de numere naturale). $ 

5) —1, —2, —3, —4, ...(şirul numerelor întregi strict negative). 

6) 1,0, 1,0, 1,0,.... oo 

7) 1, 1, 1, 1, ... N 
8) 0, 0, 0, 0, N 


Potrivit -egalității a două funcţii, două şiruri (a„) şi (b„) sînt egale 
dacă şi numai dacă au termenii corespunzători aceluiaşi indice egali : 
d = by aa = Da... Ap = bpe 
Un şir (a„) este constant dacă este o funcție constantă, adică dacă 
toți termenii au aceeași valoare. NI 
li = la = Ag = A4 = ... = Ap = . .. 


Dacă notăm cu 4 valoarea comună a tuturor termenilor, un şir constant 
se scrie: 


k 


a, a, a, ..., d... 


Termenii unui şir se pot reprezenta prin puncte pe dreaptă. Dacă 
doi sau mai mulți termeni au aceeași valoare, ei se reprezintă, evident, prin 
același punct pe dreaptă. De exemplu, toți termenii unui şir constant se 
reprezintă prin acelaşi punct. 


2. Operații cu şiruri 


<Q 


Fie (4,) şi (5,) două şiruri: 
(an) | aa, Ao, agre.. Ape. 
(bp) : Ois Dos Ogro., Bee: 
Din definiția operațiilor cu funcțiile se deduc operațiile cu șirurile : 
(an) + (bn) = (an + bp): aa + bu aa + Ba... an + bne. 
a(a,) = (aa,): Xal, Aloe., Aapee 
(ap) (On) = (an On) : libis agbo.. ., ab... 
1 l 


1 1). > 
d — k So mee ouse (dacă a, #0 pentru orice n&N). 
n n 1 2 n 
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În particular : 
—(a,) = (—a,) . — dy, — âa,- e.) — aá 
(aa) — (b) = (a, — bp) : aa — b1, da — bareo., Ap — by... 


(27) = (2): a, Bo., 2... dacă b, +0 pentru orice n & N. 
(bn) bn b, b, bn 
Şirul constant 0, 0,..., 0,... este zero pentru”adunarea șirurilor, iar 
șirul constant 1, Í, ..., L. . este unitate pentru înmulţirea șirurilor. Mulți- 


mea, șirurilor de numere reale este o algebră. 


K 
3. Şiruri mărginite 


d Un şir (4,) este minorat (sau mărginit inferior) dacă există un număr « 
astfel încît 
a <a, pentru orice n & N. 
Şirul (a,) este majorat (sau mărginit superior) dacă există un număr f 
astfel încît 


4, S B pentru orice n S&N. 


Sirul (a„) este mărginit, dacă există două numere « < f, astfel încît 
să avem 
x < 4, < B pentru orice n & N. ro 


Consideraţiile din capitolul II, $ 5, asupra funcțiilor mărginite, se 
aplică, în particular, şirurilor numerice : ; 


„ Propoziția 1. Un'şir (a „) este mărginit dacă și numai dacă există 
un număr M > 0 astfel încât să avem 


la,| < M, pentru orice n a N. D 


În cazul şirurilor însă este suficient ca inegalitatea să fie verificată 
numai începînd de la un anumit rang: 


^ Propoziția 2. Dacă există un număr M > 0 şi un număr 29 
astfel încît să avem 


ja, < M, pentru n>n 
atunci şirul (a„) este mărginit. 
Într-adevăr, luînd W’ = max (jail, laal.. -> lanl, M), avem 
la,| < M’, pentru orice n S N, 


deci (a„) este mărginit. _ 
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Se verifică fără dificultate că dacă (4,) și (b,„) sînt şiruri mărginite, 
iar «a E R, atunci şirurile (2, + b„), (aa,) şi (a,b,) sînt de asemenea mărgi- 
nite, deci: multimea șiruvilor mărginite este o algebră. 

Algebra şirurilor mărginite se notează cu litera m. 

Ca şi pentru funcții, pentru un șir (4,) se definește marginea inferioară 


m = inf a,, caracterizată de următoarele proprietăţi : 
nEN 


1) m< a, pentru orice n; 


2) pentru orice a >> m, există un termen 2, < a 


și marginea superioară M = sup a,, caracterizată de următoarele proprietăţi: 
nEN 


1) a, < M, pentru orice n; 
2) pentru orice « < M, există un termen 2, >. 


Exemple. 1. Orice şir constant a, a, a, ..., a, ...este mărginit (putem lua « = 8 = a, 
deci a < ap -< B, pentru orice n E N). 


1 
>» —> ..., este mărginit (avem 0x=x< ): 
„m , 


1 1 
3) — 1, ——>.— >=, ... este mărginit (avem -5< -7<7} 
n 


4) 0, 1, 0, 1,0, 1, ... este mărginit (avem |an] -<x 15). | 
5) Dacă 0 <a < 1, avem 0< a” < 1 pentru orice n EN, deci şirul 1, a, a?, æ, ...,a%,... 
este mărginit. În particular, şirurile următoare sint mărginite : 


1 1 ol 1 l 
„910 102 103° 


Șirurile care nu sînt mărginite se numesc şiruri 'nemărginite. Prin 
negarea proprietății de mărginire, obținem! următoarele definiții : 


Un şir (4,) este nemărginit, dacă și numai dacă, oricare ar fi numărul 
M > O, există un termen 4a, dia şir astfel încît |2,| > M. 


Sau: 


Un şir (2,) este nemărginit, dacă şi numai dacă, oricare ar îi numerele 
a < B, există un termen a, din şir care nu se află cuprins între « şi, 
deci pentru care avem sau 2,<o, sau B< a, 


În limbaj geometric, un şir (a„) este nemărginit dacă în afara oti- 
cărui interval mărginit există cel puțin un termen din şir. 


Un şir este nemărginit fie dacă nu este majorat, fie dacă nu este mino- 
rat, fie dacă nu este nici majorat, nici minorat. 


Exemple de şiruri nemărginile. 1) 1, 2, 3, ..., n, ... este minorat (de 0) dar nu este 
majorat. În adevăr, oricare ar fi M>0, există un număr natural p>M. 
2) —1, —2, —3, ..., —n,... este majorat (de 0), dar nu este minorat; oricare ar 


fi M>0, există p>M, deci —n < — M. 
3) 0,1, 0,2, 0,3, ..., On, ...este minorat. 
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N 


4) Dacă a>l, şirul 1, a, a?, a3,...,a%,...este nemărginit. În adevăr, folosind inega- 
litatea lui Bernoulli, am dedus că oricare ar fi M > 0, există un număr natural n astfel ca 
a" > M, deci șirul nu este majorat. > 

În particular, şirurile 

1, 2, 22, 2%,... 1, 10, 102, 10%,... 


sint nemărginite. 

5) 1%, 2k, 3k, ..., nk, ... (k natural) este nemărginit. 

Într-adevăr, oricare ar fi M >0, există un număr natural n > M. Dar k `> 1, deci 
nk `> n!, şi deci n? > M. 

6) Şirul 1, —2, 3, —4, 5, —6, ... nu este nici majorat, nici minorat. 


Pas 
4. Şiruri monotone 


Consideraţiile din capitolul II, $ 5 asupra funcțiilor monotone se 
aplică, în particular, şirurilor numerice. Astfel: 
a Un şir (4) este crescător dacă 
pi 


` 


a Laa S... Sap Sasu Lon 


(fiecare termen este mai mic sau egal cu cel următor). 
Un şir (a„) este descrescător dacă 


d > la o.. D lp lpp. 


(fiecare termen este mai mare sau egal cu cel următor). 
Şirurile crescătoare şi şirurile descrescătoare se numesc şiruri monotone. 
Un şir (a„) este strict crescător dacă 


dC lg < äg L oe <a, L Apy L. 


Orice şir strict crescător este crescător, deoarece, dacă a, < ana4r 
atunci a, Gusa. 
Un şir (4,) este strict descrescător, dacă 


d > la >a D>... Dap Dapp De 


Orice şir strict descrescător este descrescător. Şirurile strict crescă- 
toare şi şirurile strict descrescătoare se numesc șiruri strict monotone. 

Orice șir strict monoton este un şir monoton. 

Se verifică fără dificultate următoarele propoziții : 

1) Dacă (a,) și (b) sînt crescătoare (respectiv strict crescătoare) și dacă 
x > 0, atunci șirurile (a, -+ bn) şi (oa) sânt crescătoare (strict crescătoare). 

Aşadar mulțimea șirurilor crescătoare (respectiv strict crescătoare) 
este un con în spațiul vectorial & al tuturor şirurilor. 

2) Dacă (a,) este crescător (respectiv strict crescător), atunci șirul (—a,) 
este descrescător (respectiv strict descrescător). 

Aşadar, mulțimea şirurilor crescătoare nu este grup pentru adunare. 

3) Dacă (a,) este un șir crescător (respectiv strict crescător) de numere 


AS 1 v . . v 
> 0, atunci șirul | —|este descrescător (respectiv strict descrescător). C 
An 
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Dacă în proprietățile de mai sus se înlocuiesc unul cu altul cuvintele 
„crescător” şi „,descrescător””, se obțin alte proprietăţi ale şirurilor mono- 
tone. 

o zemble de șiruri monotone : 1) Orice şir constant 
a, Q, Q, es., Q, à 
este şi crescător şi descrescător. Reciproc, dacă un şir este şir crescător şi descrescător atunci 


este constant. 
2) 1, 2, 3, ..... „N, .. este strict crescător. 


3) 1, 1, 2, 2, 3, 3, ...este crescător. 


. este strict descrescător. 


5) Dacă a>l, şirul 
l, a, a2,..., a%, ..., 
este strict crescător, Într-adevăr, deoarece a > 1 şi n <n+ 1 avem: a” < ati, oricare 
ar fin EN. 
În particular, şirurile 
1, 2, 22,..., 25,...; 1, 10, 103,..... , 105, 
sînt strict crescătoare. 
6) Dacă 0O<a<l, şirul 
1, a, @?,..., ah... 
este strict descrescător; deoarece 0O<a<l şi n<n + 1 avem 
a”>a”t! oricare ar fi n EN. 
În particular şirurile 
1 1 l 1 1 1 
L7’ D’ e.. gn’ s.. L To’ 102 * "To 
sînt strict descrescătoare. 


7) Şirul 
1k, 2k, 3k, .... nk, ,...(k natural) 


este strict crescător. Într-adevăr, deoarece n<n + 1, avem nk < (n + 1)F oricare ar fi nEN. 
Exemple de şiruri care nu sînt monotone. 1) 0, 1, 0, 1,....,0, 1,... 
2) 0, 1, 0, 2 0,3,...,0,m... 
3) 1, —2, 3, —4, 5, —6, ... 


xi 
5. Subșiruri 
Fie a, da, ags... dm... un şir. Dacă 
Ny Cha < Mg L... L Np L... 
este un şir strict crescător de numere naturale, şirul 
An, Ans Ams.: Anpe- 


se numeşte subşir al şirului inițial. 
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Dacă n, = 1, n, = 2, ng = 3,... Np = Di... subşirul 
Ams Ane.. 0 Ang: 
coincide cu şirul inițial. 
Exemplu. Fie şirul numerelor naturale 1, 2, 3,..., n, ..., Şirurile 2, 4, 6, ...; 1,3, 
5, ...* 1L 92, 83, ... n”, ...; 15, 2R, 3k, ..., 2%, ...; 2k, 4k, GR, 1,2, 23,..., 2”,...] 
1, 10, 102, ..., 10”... sint subşiruri ale sale, 
Observații. 1° Fie m4 <n,<...np< ... un şir strict crescător de numere naturale. 


Deoarece n>n avem n,>l, deci n, >2. 
Presupunind că vp >p, deoarece np}, > np avem npp > p, deci nht, >$ +41. 
Aşadar, oricare ar fi p, avem: 


np >P. 
2° Un subşir (anp)penN al şirului (a,) nen Se obține prin compunerea şirului strict 
crescător de numere naturale p —» np cu şirul n => a,: 


b |> np —> anp 


§ 2. Şiruri convergente 
1. Un exemplu de șir convergent 


Să considerăm şirul 
Ais, Aa, pese 


A 1 v v .. . 
în care a, = —, (n & N). Ne dăm seama, foarte uşor, că termenii acestui 
n 


sir descresc necontentit, se apropie tot mat mult de zero. 
Vom încerca să cuprindem într-o formulare matematică precisă 
această constatare de ordin experimental. 


Pentru a verifica matematic că termenii șirului precedent se apropie 
în adevăr de zero cînd rangul lor creşte, vom proceda astfel: ne vom da 
un număr pozitiv e (după voie, îl putem deci presupune oricît de mic voim) 
și vom verifica dacă există un rang v începînd de la care termenii șirului 
să scadă toți sub s. Pentru aceasta trebuie ca n > v să implice 


1 
— < gs, 
n 


e 1 | w e. 
Dar n œ v este echivalent cu — < —. Dacă deci avem: 
n y 


adică : 


ȘIRURI CONVERGENTE 79 


. C A E e - 1 e . e - 9 
atunci cu atît mai mult vom avea — < e, pentru toți termenii de rang mat 
n É : 


mare decit v. 
Inegalitatea precedentă poate fi verificată, de- exemplu, dacă luăm 


. . w (0 ` i 
pentru v cel mai mic număr natural care depășește pe —.: 
€ 


După cum se vede, rangul v depinde de e, adică este o funcție de e. 


Îl vom scrie astfel: v.. | 

Aşadar: Pentru orice număr s > 0 există un rang v, astfel încît n > ve 
să implice a, < e. l 

Această propoziție constituie constatarea, formulată în termeni mate- 
matici, a faptului intuit experimental la început, anume că termenii şiru- 
lui considerat se apropie tot mai mult de numărul zero. 

Dacă la fiecare termen al şirului considerat am adăuga numărul 1, 


am obține un alt şir 
bis Dak. Opre 


cu b, = 1 +1l=? + Din raționamentul făcut mai sus rezultă că: 
n n 
Pentru orice număr s >> O există un rang v, astfel încît n œ> v, să implice 
0< b, — i<e. 


Această propoziție constituie constatarea, matematic formulată, a 
faptului că termenii noului şir se apropie necontenit de numărul 1. 

Propoziției precedente i se poate da un aspect geometric: .Să consi- 
derăm vecinătatea (1 — e, 1 + e) a punctului 1. Pentru n > v., toţi ter- 
menii șirului (b„) vor aparține acestei vecinătăți. În afară va rămîne numai 
un număr finit de termeni, anume termenii: 


bi bas eoe byo 


Bineînţeles, numărul:-acestor termeni,. care este totdeauna finit, de- 


pinde de e. | 

Reciproc, să” presupunem că orice vecinătate (1 — s, 1 + £) a punc- 
tului 1 lasă în afară un număr finit (depinzînd de e) de termeni. Dacă. 
b,, este termenul de rang cel mai înalt lăsat afară, pentru n > v, toți ter- 


menii şirului se vor afla în intervalul (1 — s, 1 -+ e). 


2. Definiţia limitei 


Considerațiile din exemplul precedent ne conduc la. următoarea 


Definiție. Un număr a este limita unui şir (2,) dacă orice vecină- 
tate a lui a conține toţi termenii șirului, cu excepţia unui număr finit de 
termeni. ` 
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Cu cît vecinătatea lui a este mai mică, cu atît se vor afla în afara sa 
mai mulți termeni, însă tot în număr finit. 

În loc de a spune că a este limita șirului (a,) se spune de asemenea 
că sirul (a,) are limita a, sau că șirul (a,) este convergent (sau converge) către 
a, sau încă, șirul (a,) tinde către a. În scris: 

lim a, = a. 
n= 00 

(Citit : limită de a„ cînd n tinde către infinit este egal cu a) 
sau : 

lim a, = a 
n 


(citit: limita de a, este egală cu a) 
sau Încă: 
4, `> 4, a4, >a 
n 

(citit: a, tinde către a). 

Sirurile care au limită se numesc şiruri convergente. 

Sirurile care nu sînt convergente vor fi numite şiruri divergente. 

Aşadar, şirul (a„) este divergent dacă nici un număr real nu este li- 
mita sa. Din definiția limitei unui şir, deducem, prin negare următoarea 


Propoziţie. Un şir (2,) este divergent dacă și numai dacă, oricare 
ar fi numărul a, există o vecinătate V a lui a, în afara căreia se află o 
infinitate de termeni ai șirului. 


Exemple. 1) Şirul constant a, a, a,...., &,... este convergent şi are 
limita a. 

Într-adevăr, toți termenii șirului coincid în reprezentarea pe dreaptă 
în punctul a, deci orice vecinătate a lui g conține toft termenii șirului (fără 
excepţie), adică a este limita şirului. 

Aşadar, dacă a, = a pentru orice n & N, lim a, = a. Scriem 

n= 0 


lim a =a. 


= O 


2) Din exemplul considerat mai sus deducem că şirul 


1 


1 l E 
Le op are limita 0: 


n 


A 1 1 
lim —- = 0 sau ——0. 
nO N n 


Exemple de şiruri divergente. 1) Şirul numerelor naturale 1, 2, 3,..., n,..., este 
l 1 
divergent. Fie a un număr oarecare și vecinătatea sa V = (a — Vi „a+ A de lungime z` 


Deoarece distanța dintre două numere naturale este cel puțin egală cu 1, în această vecină- 
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tate se află cel mult un număr natural, deci în afara ei se află o infinitate de numere natu- 
rale. Deducem că a nu este limita acestui şir. Cum a a fost ales arbitrar rezultă că nici un 
număr nu este limită a acestui şir, deci şirul nu este convergent. 

2) Se demonstrează ca mai sus că șirurile 


A — 1], — 2, — 3, a.y} —n, . .. 


1, —2, 3, —4, 5, —6,... 


sînt divergente, 
3) Şirul 0, 1, 0, 1,..... , 0, 1, ...este divergent. 


l 
Să arătăm întîi că 1 nu este limită a şirului. În adevăr, în afara vecinătății 3 , >) 


lui 1 se află o infinitate de termeni ai şirului, anume toți termenii egali cu O (fig. 40). Deci 
1 nu este limită a șirului. 


1 l 
Se arată la fel că 0 nu este limită a șirului, alegînd vecinătatea [- PI > >] a lui 0. 


Dacă a este un număr oarecare diferit de 0 şi de 1, putem alege o vecinătate V a 
sa care nu conţine nici pe 0 nici pe 1, şi în afara sa se află żoft termenii șirului. Deci nici a 
nu este limita șirului. Rezultă că 
șirul nu are nici o limită, adică 
este divergent. 


4 
1ra 
Observație. Din fap- [—e ye y } 
a sn s N (? g 


tul că intr-o vecinătate a lui a se 


-7 
află o infinitate de termeni ai 7 Z E 
Pi > A 2 2 
şirului, nu rezultă că în afara 
acestei vecinătăți se află neapă- Fig. 40 


rat un număr finit de termeni. 

1 
De exemplu: atit în afara cit şi în interiorul vecinătății | -7 z) a lui O se- află cite o 
infinitate de termeni ai șirului 0, 1, 0, 1,0, 1, 


Vom da acum o formulare echivalentă a definiției limitei unui sir. 

Reamintim că intervalele de forma (2 — e, a + e) cu e > 0 sînt veci- 
nătățile simetrice ale lui a, şi că orice vecinătate V a lui a conține o vecină- 
tate simetrică a lui a (cap. II, $ 4). A spune că un termen a, se află într-o 
vecinătate (a — e, a + £) a lui a, adică a, E(a—s,a + e), înseamnă 
a—e <a, <a-+ e, adică —c<a,—a<e, adică ja, — a| < s, iar 
aceasta înseamnă că distanța dintre 2, şi a este < e. 

Formularea echivalentă a definiției limitei unui șir este dată de ur- 
mătoarea 


Teoremă. Un număr s este limita unui şir (2,) dacă şi numai dacă, 
pentrù órice numar <€ >> 0, există un număr N(e) astfel, încît oricare ar îi 
n > N(e), să avem 


a, — a| < e. 
Să presupunem întîi că a = lim 4,. Fie s > 0 oarecare. După cum 


n= D 
am remarcat mai sus, termenii 2, din şir care nu verifică inegalitatea 
la, — a| < £ se află în afara vecinătății (a — e, a + £) deci sînt în număr 
finit ; putem găsi deci un termen ay după care, în şir, nu se mai află nici 
unul dintre aceștia. Dacă notăm N(e) = N + 1, atunci oricare ar fi n > N (e) 


6 — Aneliza matematică, vol. I 
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avem 4, & (a — s, a + £), adică |a, —a| < e şi prima implicaţie a teoremei 
este demonstrată. 

Reciproc, să presupunem verificată condiția din enunţul teoremei. 
Fie V o vecinătate a lui a. După cum am remarcat mai sus, vecinătatea- V 
conține o vecinătate simetrică a lui a, de forma (a — e, a.+- £) cu s >Q. 
Conform presupunerii, pentru acest e există N(e) astfel încît pentru n >N (e) 
să avem |a, —a| < e, adică a,& (a — s, ate) C V. În afara vecinătăţii V 
a lui a se află cel mult primii N(s) — 1 termeni, în număr finit. Urmează 
că a este limita șirului (2,) şi cu aceasta şi a doua implicație a teoremei este 
demonstrată. 

Din această teoremă, deducem, prin negație, următoarea 


Propoziţie. Sirul (2,) este divergent dacă și numai dacă, pentru 
orice număr 4 & R, există un număr s > 0 (care depinde de 4) cu;proprie- 
tatea că oricare ar fi N, există un număr 7 > N (n depinde de N şi dez) 
astfel încît să avem 

LA -7 a| > &o 


Observații. 1° Inegalitatea |a„ — a| < e din enunţul teoremei poate fi înlocuită 
cu inegalitatea |a, — a| < e. 

Într-adevăr, dacă |an — a| < e, atunci putem scrie de asemenea |a„ — a| < e. 

Reciproc, dacă pentru fiecare e>0, inegalitatea |a — a| <e este satisfăcută pentru 


e e 
n > N'(e), atunci avem |a, — a| << Pi pentru n > N’ =) și deci |an — a| <e pentru 


. € 

n > N(e) =x (ž] i 

2° Inegalitatea n >> N(e) din enunţul teoremei poate fi înlocuită cu inegalitatea strictă 
n > N(e). 

Într-adevăr, dacă Ja, — a| < e pentru orice 2 > N(e), atunci avem !'a, — aj <s pentru 
orice n > N(e). 

Reciproc, dacă |a, — a| <e pentru orice n > N'(e), atunci, notînd N(e) = N’(e) + 1 
avem jan — a | <e pentru orice n > N(e). 

3° Dacă pentru fiecare e > 0 există N'(e) astfel ca 


ja, — a| <e pentru orice n > N'(a), 


atunci, notind N(e) = N’ [=] , avem 


e 
la, — a] < z Pentru orice n > N (e). 


În general, notind N(e) = N'(ae), « > 0, avem 
la, —a| < ae pentru orice n > N(e). 


4° Dacă apa şi bp— b, dacă «a >0şi B > 0, atunci pentru fiecare e>0 putem 
găsi același număr N(e) pentru ambele şiruri astfel ca 


la, —a| < «e şi |b — b| < Be oricare ar fi n > N(e). 
Fie într-adevăr € > 0; deoarece a, — a, pentru acest e există un număr N'(e) astfel ca 


|an — a| < «e pentru orice n > N'(e). 
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Deoarece b,— b, pentru acelaşi număr e există un număr N“'(e) astfel ca 
lb, — b| < Be. 
Să luăm N(e) = max N'(e), N” (e); dacă n > N(e), atunci n œ> N'(e) şi n `> N”'(e), deci 
|an — a| < «e şi |by — b| < Be pentru orice n > N(e). 


5° Condiţia ca e să fie strict pozitiv este esențială. 

În adevăr, singurele şiruri care îndeplinesc condiția din enunţul teoremei și pentru e = 0, 
sînt şirurile care verifică egalitatea 2, = a, începînd de la un anumit rang N(0), deci care 
diferă de un şir constant numai printr-un număr finit de termeni. 

6° Vom folosi definiția cu vecinătăţi sau definiția cu e a limitei unui șir, după cum 
va fi mai convenabil în raționamente. 


Criteriu de convergenţă. Fie (2,) şi(«,) două şiruri 
sia & R. Dacă |a, — a| < l«,| pentru orice n şi dacă «, —0, atunci a, ~a. 


În adevăr, fie e > 0. Deoarece a, —> 0, există un număr N(e) astfel ca 
pentru orice n > N(e) să avem j|a,| < e. Atunci, cu atît mai mult 
ja, — a| <e pentru n > N(e), deci a, > a. 

În particular, dacă ja,| < |e,| şi dacă «, —> 0, atunci a, —> 0. 


3. Şiruri convergente către O 


Din teorema din numărul precedent, deducem, în particular, luînd 
a = 0, 


Propoziția 1. a, — 0 dacă şi numai dacă, pentru orice e > 0O, 
există un număr N(e) astfel încît să avem 


la| < e, oricare ar îi n > N(e). 
Prin negație, deducem apoi 


Propoziția 2. Pentru ca (2,) să nu aibă limita O este necesar 
şi suficient să existe un număr s> 0 cu proprietatea că pentru orice 
număr N există n>N cu |a,| > £ 


Însemnătatea specială a şirurilor convergente către O rezultă din 
Propoziția 3. Avem a, >a, dacă şi numai dacă a, — a >Q. 


Într-adevăr, condiția din enunţul teoremei de la numărul precedent: 
pentru orice e >> 0, există N(s) astfel încît 


la, — a| < e, pentru n > N(e) 


înseamnă, în acelaşi timp, că a, >a ṣi că a, — a >Q. 
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Corolar. Avem 2, —> a dacă și numai dacă șirul (2,) se poate serie 
sub forma 


cu «x, >Q 


Într-adevăr, notînd «„, = a, — a, avem a, =4a + «, şi din propo- 
ziția precedentă deducem că 2, >a dacă și numai dacă a, > Q. 

Exemple de şiruri convergente către 0 se obțin cu ajutorul propo- 
ziției următoare 


Propoziția 4. Dacă (4,) este un șir crescător si nemărginit de 


. 1 
numere > 0, atunci — > Q. 
an 


Fie s > 0. Să notăm A = 1. Deoarece (2,) este nemărginit există 
€ 


un termen ay œ> A. Deoarece (2,) este crescător, pentru orice n > N avem 
. 1 A 
4, > ây, deci 4, > A, de unde 0< << e. Notînd N(e) = N, 
ân 
avem deci 


< €, pentru orice n > N(e), 


— 


în 


. I1 
deci — > Q. 
n 


Propoziția 5. Dacă a, —> 0 ṣi dacăz, 0 pentru orice n, atunci 
[.] 1 hd L d o 
şirul z] este nemărginit. 
an 


oo ; 5 U 1 
Într-adevăr fie M >0 un număr oarecare. Să notăm e = z >Q. 


Deoarece 4, > 0, există un număr N(e) astfel încît pentru n > N(e) să 


l 1 e wv l e . : 1 ) 9) 
> —, adică |—|> M, deci şirul ba este nemăr- 
Gu | € A an 


avem |a,„| < £, deci 


ginit. 
Transcriem şi criteriul de convergență pentru siruri convergente 
către 0: 


Propoziția 6. Dacă |a,| < |,| şi «, > 0 atunci a, > Q. 


Exemple de şiruri convergente către 0. 1) Dacă a > 1, şirul 


I, —, —,..., —, ... are limita 0: 
a æ ah 


1 
lim —=0(a>1). 


n— o A 


deoarece șirul 1, a, a2, ..., a”, ... este crescător şi nemărginit. 
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i ——————— 


1 1 
Î rticular lim — = 0, lim — = 0. 
n Pare E ao 2” nao 10” 


2) Dacă 0 < a < 1, şirul 1, a, a, ..., a” are limita 0: 
lim a” = 0, (O <ax< 1) 


nO 


1 l 1 , 
deoarece, notinăd b = — , avem b > 1, deci lim — = 0 şi deoarece a” = Za rezultă lim a” = 0. 


a na nD 
3) Dacă ny < ng < ng L... np < ....este un șir de numere naturale, atunci șirul 
1 1 1 1 
n, Li no Li na 2 2 np ’ 


are limita 0: 
, | I 
lim — = 0 sau — = Q. 
p-— oo Np Np p 


Într-adevăr, un şir de numere naturale diferite este nemărginit, şi prin ipoteză șirul 
(p)penN este crescător. 


| 1 
În particular, lim — = 0; lim = 0; lim — =Q. 
n an n 2n+ 1 n nk 


4. Proprietățile şirurilor convergente 


AO Propoziția 1. Un șir convergent are o singură limită (limita 
unui șir convergent este unică). 


Fie (4,) un şir convergent către un număr a. Dacă a' -+ a, există o 
vecinătate V a lui şi o vecinătate V” a lui a' fără puncte comune (fig. 41) 
Deoarece 2, — a şi V este o vecină- 


tate a lui a, în V se află o infinitate PP 


de termeni din şir; acești termeni se 

află în afara lui V’. Așadar, am găsit A. 
o vecinătate V’, a lui æ’, în afara că- 

reia -se află o infinitate de termeni ai Fig. 4 

şirului (2,), deci a’ nu este limita acestui șir. Urmează că a este singura li- 
mită a șirului (4,). 


yo Propoziția 2. Dacă (a„) este un şir convergent, atunci şirul 
(|2,|) este convergent şi 


lim |a,| = |lim a,l 
n no 


(limita modulului este egală cu modulul limitei). j 
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rece în afara acestei vecinătăți se află un număr finit de termeni, există 
un număr N astfel încît pentru n > N să avem a, s(—M, M), adică 
—M <a, < M, deci 


la,„| < M, pentru orice n >N. 


Urmează că şirul (a„) este mărginit. 
Din această propoziție deducem următorul 


Corolar. Orice şir nemărginii este divergent. 


& Propoziția 5. Prin schimbarea ordinii termenilor unui şir con- 
vergent se obţine un şir convergent către aceeași limită. 


În adevăr, poziția pe dreaptă a termenilor nu depinde de rangul lor, 
ci numai de valoarea lor numerică. 

Dacă (4, este un şir convergent către a și (b,) este un şir obținut din 
(4,) prin schimbarea ordinii termenilor, atunci în afara fiecărei vecinătăți 
a lui a se află un număr finit de termeni ai șirului (2,) și ace/“:șz număr finit 
de termeni ai șirului (0), deci și șirul (5,) are tot limita a. 


Propoziția 6. Dacă la un şir convergent se adaugă sau se scoate 
un număr finit de termeni, șirul obţinut este convergent şi are aceeași limită . 


În adevăr, dacă a, > a, atunci în afara fiecărei vecinătăţi a lui a se 
află un număr finit de termeni ai șirului (2,), iar după adăugarea sau scoa- 
terea unui număr finit de termeni, în afara fiecărei vecinătăți a lui a se 
află tot un număr finit de termeni ai șirului obținut, deci şi acesta are li- 
mita a. ` 


A . a v . e a e v 
u Propoziția 7. Dacă (a„) este un şir convergent și dacă există 
na astfel încît să avem 


x < a, < bB, pentru 7 > m 3-6 , 
l ni GHE n 
. Lo Lon e — o—) o N 
\ 
atunel a. “ap 3 PA IB 


g < lim a, < B. 
n=O Fig. 42 


Să notăm a = lim a, şi să arătăm că a <a<ß. Să presupunem 

n — 00 
prin absurd că a < a. Luînd «' < a, intervalul V = (a', «) este o vecină 
tate a lui a. Deoarece 2, > a, avem a, &(o, a), adică a, < « pentru 
toți termenii, cu excepția unui număr finit dintre ei, ceea ce contrazice 
ipoteza 4, > a pentru n > no. Aşadar « < a, şi la fel se arată că a < B. 


| Corolar. Dacă (a,) este un şir convergent de termeni > 0, atunci 
lim a, > Q. 


d— SO 


Se ia « = 0 în propoziţia 7. 


88 ȘIRURI DE NUMERE 


Observaţie. Dacă în propozițiile precedente termenii şirului 
(a„) verifică inegalităţi stricte, nu rezultă că limita verifică inegalităţi 
stricte. | 
De exemplu, pentru şirul 4, = 1 avem 4, > 0, dar lim a, =Q. 
n n—> 00 
Propoziția următoare exprimă o proprietate duală celei din propo- 
ziția 7, însă pentru inegalităţi stricte. 


Propoziția 8. Dacă (2,) este un șir convergent şi dacă 
a < lim a, < B, atunci există un număr 7, astfel încît să avem 


n= 


x < 4, < B, pentru 7 > m. 


Într-adevăr, notînd a = lim a,, intervalul V = (a, f) este o vecină- 


n> 00 


tate a lui a. Deoarece a, > a, există un număr ną astfel încît pentru n > no 
să avem a, & V, adică « < a, < B. 


Corolarul 1. Dacă lim a, > 0, atunci există un număr 4, astfel 
încît să avem ai A 
a, > 0, pentru 7 > no 
Se ia «=0. 
Corolarul 2. Dacă lim a, <0, atunci există un număr n, astfel 
încît să avem 
4, < 0, pentru n > M. 
Se ia B = Q. 
Corolarul 3. Dacă lim a, = 0, atunci există un număr n, astfel 


n 0 


încît să avem 


a, £0, pentru n > ne. 


§ 3. Operații cu șiruri convergente 


Vom arăta că, efectuînd asupra şirurilor convergente operaţiile alge- 
brice obișnuite (adunarea, scăderea, înmulțirea cu scalari, înmulțirea, şi, 
cu anumite restricții, împărțirea) se obțin tot şiruri convergente. 
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1. Operații cu șiruri convergente către zero 


Propoziția 1. Dacă a, —>0 şi b, > 0, atunci 
4, + b, > 0 
a,b, > 0 
«4, — 0, pentru orice număr « SR. 
Într-adevăr, fie e > 0. Deoarece a, —> 0 şi b, —> 0, există un număr 
N(e) astfel încît să avem 


la,| < = și |b] < =, pentru orice n > Nile). 


Dar 
a, + bal < lanl +1, 


deci 
a, + bnl < £, pentru orice n > N(e), 


adică a, + b, > Q. 
Relațiile a,b, > O şi sa, > O se demonstrează în mod asemănător, 
dar vor rezulta şi din următoarea propoziție mai generală. 


Propoziția 2, Dacă a, — 0 şi dacă (b,) este un şir mărginit, 
atunci 2,5, > Q. 


soarece şirul (b,) este mărginit, există un număr M > Q astfel încît 
să avem !5,| < M, pentru toți termenii b„, deci 


app! = |a,!lb, i < Mla,l, pentru orice n. 


Fie acum s > 0. Deoarece 2, > 0, există un număr N(e) astfel încît să 
avem 


la,| < E pentru orice n > N(e). 


Urmează atunci că 
la,„b,„| < £, pentru orice n > N(e), 
adică 42,5, > Q. 


Corolarul 1. Dacă a, —> O şi (b,) este un șir convergent, atunei 
a,b, > 0. 


Într-adevăr, şirul convergent (b„) este mărginit. 
Din acest corolar rezultă în particular că dacă a, > O și b, — 0, 
atunci a,b, > 0 şi că dacă 2, —0, atunci aa, > 0, deoarece şirul («a,) 
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poate fi considerat ca produsul dintre şirul (4,) şi şirul constant (a) care 
este convergent. În acest fel, şi propoziţia 1 a fost complet demonstrată. 


Corolarul 2. Dacă 2, 0, atunci —2, > 0. 

Se ia a = —1 în propoziția 1. 

Corolarul 3. Dacă a, — 0 şi b, >Q atunci 2, — b, > Q. 
Într-adevăr, —b, — 0 şi a, — b, = a, + (—b,) — 0. 


Prin inducție completă deducem că suma și produsul unui număr k 
de şiruri convergente către zero sînt de asemenea şiruri convergente către 


Zero. 


Observație. Mulțimea șirurilor convergente către 0 este o algebră. Această alge- 
bră se notează cu cp. Din poziția 2 rezultă că c, este un îdeal* în algebra m a şirurilor măr- 
ginite, 

Mai departe se va arăta că mulțimea c a şirurilor convergente este de asemenea o 
algebră. Din corolarul 1 rezultă că cp este un ideal şi în algebra c. 


2. Operatii cu şiruri convergente 


* Pro poziţia: 1. Dacă (2,) şi (b,„) sînt două şiruri convergente, iar 
«a & R, atunci şirurile (2, + 0,), («2,) şi (&„b„) sînt convergente şi 


lim (a, + b,) = lim a, + lim b, 


n= 90 n= 00 n= 00 


(limita sumei este egală cu suma limitelor) : 
lim («a,) = a lm &,; 


n= 0 n- O 
lim (a„b„) = lim a, lim b, 
n 00 n= 90 n> 0 


(limita produsului este egală cu produsul limitelor). 


Fie a = lim a, şi b = lim b,„. Şirurile (@„) şi (b„,) se pot scrie sub 
forma 


Ap =a + an, şi b, =b H By 
unde «, = 0 şi B, > 0. Atunci, notînd y, = a, + By, avem 
An + bn = (4 F an) F (b + Ba) = (a + b) + (ap + Bn) = (8 + b) F Yn 
iar Ya = 0, + Ba > O, deci a, + b, ad: 
lim (a, + b,a) = a + b = lim a, + lim b,. 


N 00 n— 0 n— %0 


+ Fie E o algebră comutativă. O submulțime ICE se numește ideal al algebrei E dacă 
este o algebră şi dacă pentru orice x€ și orice yEE avem xyEl. 
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Avem apoi 


AA, = UA F aa, 
și a, — 0 deci aa, > «a: 


lim aa, = «a = a lim a,. 


În sfirsit, notînd 5, = „B, + a8, + bap, avem 
Abn = (a + ap) (b + Bo) = ab F- pbp + aBn + Oxu = ab + òp 


Dar &,8n > 0, aß —>0 si bæ, >0, deci 6, =, H aBa +H ba, > O şi 
deci 4,0, > ab: 


lim (a„b,) = ab = lim a, lim b,. 
n= D n= n= 9 
Prin inducție completă se demonstrează că suma și produsul unei 
familii finite de şiruri convergente sînt de asemenea şiruri convergente şi 
limita sumei este egală cu suma limitelor, iar limita produsului este egală 
cu produsul limitelor. 
in particular, luînd & şiruri convergente egale cu (4,), deducem 


lim (ał) = (lim ap). 


n= Q 7 90 


Corolarul 1. Dacă şirul (2,) este convergent, atunci şirul (—a,) 
este convergent şi 


lim (—a,) = —lim a. 
Se ia « = —1 în propoziția |. 


Corolarul 2. Dacă (2,) și (9,) sînt două șiruri convergente, atunci 
şirul (4, — b,) este convergent și 


lim (a, — ba) = lim a, — lim b, 


(limita diferenței este egală cu diferența limitelor). 


Într-adevăr, presupunînd că a, >a și b,b, avem —b, > —b 
şi a, — b, = a, td) > a + (—b) =a — b. 


an + b 1 | , l 
Exemple: 1) lim = lim [2+0 7) tim a + lim b= 


n>N n NQ n n= P N — 00 


1 
=a + b lim — = a + b0 =a. 


n—= o N 
2) Dacă 0 < q < 1, atunci 
1 — q” 1 1 


1—q l—q 1—q 


92 ȘIRURI DE NUMERE 


Dar lim g” = 0, deci 
HN Q 
i — q” l l , 
lim = —— — —— lim q” = —— . 


n>»œ | — q 1 —q I — q nao 1 —g 


Observaţii. 1° Dacă şirurile (a, + bn) şi (a„bn) sînt convergente, nu rezultă că 
şirurile (a,) și (ba) sint convergente. 
De exemplu, şirurile 


1, 0, 1, 0,...,1,0,... 
0, 1,0, 1,...,0, 1,... 


nu sînt convergente, deşi suma lor 
1,1, 1, 1,..., 1, 1L. 


şi produsul lor 
0, 0, 0, 0,...,0,0,... 
sînt convergente, fiind constante. 
2° Mulțimea șirurilor convergente este o algebră care conține algebra cọ a şirurilor 


convergente către 0. Algebra şirurilor convergente se notează cu c. 


Funcţia care face să corespundă fiecărui șir convergent (a,) din c limita sa lim a, se 
n>N 


numeşte operajia de trecere la limită*. 
Egalitatea 
Him (ap + ba) = lim a, + lim b, 
N= O n— 00 N 0 
arată că operaţia de trecere la limită -este aditivä. 
Egalitatea 
lim (aa) = a lim ay 
n= O = 0 
arată că operația de trecere la limită este omogenă. Așadar, operația de trecere ła limită este 
liniară. 


*Fie E şi F două spații vectoriale (eventual algebre). O funcție T: E — F — pentru 
care domeniul de definiție E şi mulțimea F în care ia valori sînt spații vectoriale — se numeste 
operaţie. > 

O operaţie T : E— E — pentru care mulțimea de definiție şi mulțimea în care ia va- 
lori, coincid — se numeşte, de obicei, operator. 

O operație T :E— R — pentru care spațiul vectorial în care T ia valori, este dreapta 


numerică — se numeşte funcțională. 
Fie T `: E =— F o operaţie. Spunem că T este o operaţie aditivă dacă 


* E$ | T(x + y) = T(x) + T(y), oricare ar fi x, y E E. 
Spunem, că T este o operație cmogenă dacă 
T(az) = aT (x), oricare ar fi z EE şi « ER. 


O operaţie aditivă şi cmogenă se numeşte operație liniară. 
Dacă E și F sint algebre, spunem că operaţia 7 este multiplicativă, dacă 


T(ay) = T(x) T(), oricare ar fi x, y E E. 


Operația de trecere la limită 7(a,) = lim ap, definită pe spațiul vectorial E = c al şiru- 
Vi om) QD 
rilor convergente, cu valori reale, este de fapt o funcţională. Ea este liniară și multiplicativă. 


tu 
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Într-adevăr, notînd b = lim b, 40, avem 
1 1 b — b 1 1 
1 Abba lg 
bpn bb bn b ( n) 


v 


Dar b — b, >Q, deci 4 z (b — 54) > 0. Din lema precedentă rezultă că 


1 
sirul „este mărginit, geci} 1 ( — 04) > 0. 
ba bn b 
l 1 v Í 1 
Așadar, — — ——0. adică — > — : 
bp b bp b 
. 1 l I 
lim — = — = . 
noob, b limb, 
N> 0 


l ; 
Observație. Dacă b, — 0, şirul | =] nu este convergent, deoarece este nemărginit 
n 


Propoziția. Dacă (a„,) şi (b„,) sînt două şiruri convergente și 
dacă lim b, = 0, atunci șirul p | este convergent și 


n—> 00 n 
a lim a, 
e n n= 0 
lim — = — 
n= Ùn lim bp 
N- W 


(limita cîtului este egală cu cîtul limitelor). 
Într-adevăr, putem scrie şirul cît ca un produs de şiruri 


a 1 
n = d,  . — 
bu ba 


2 


este 


Sj 
S 


O 1 È oo g 
iar şirul |, este convergent. Urmează atunci că şirul produs [a - 


n 


convergent, deci şirul cît A 2») este convergent. 


Notînd a = lim a,„șşi b = lim b„ avem 


naQ n— % 
| i i lim a 
. a e o a 
lim e = lim |a, . -=)= lim a, lim 4 = a . 4 = 220 
n= bn 1 0 ba n- D n—» W bn b b lim by 
n— 0 


Corolar. Dacă a, >a +0 ṣi k &nN, atunci a+ > a>. 


lim azi == (tim a J l 


nN- W n> Q 


v e i l v 
Într-adevăr a} = a +0, deci 3 > —, adică apă > ai. 
a, a 
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Din acest corolar şi din observaţia care urmează propoziția 1 deducem 
că dacă a, > a 0, avem 


lim af = (im a), oricare ar fi £ întreg, 
n- 00 n= 00 


iar pentru k natural, egalitatea este adevărată chiar dacă lim 2, = 0. 


n 9 


Mai departe se va arăta că dacă lim a, > 0, egalitatea rămîne ade- 
n 


n= V 


vărată pentru orice exponent real. 


Observații. 1° Propoziția reciprocă nu este adevărată: dacă şirul cît este con- 
vergent, nu rezultă că cele două şiruri sînt convergente. De exemplu, şirurile egale 


1, 2, 1,2,..., 1, 2,... 

1, 2, 1, 2,..., 1, 2,... 
nu sînt convergente, în timp ce şirul cît 

1, 1, 1, 1... 1,1... 
este convergent, fiind constant, 


. A an 
2° Dacă an — a = 0 şi b, —> 0, şirul cit (=) este nemărginit, deci nu este convergent. 


n 


a 
Dacă a, — 0 și b„— 0, despre şirul cît (=) nu se mai poate afirma nimic. Uneori 
n 


este convergent, alteori este divergent. Mai mult, oricare ar fi a € R, se poate găsi un şir 


a 
ay — 0 şi un şir b, —> 0, astfel ca a. 
n 


Exemple: 

1) (an): 1 1 l l I 
ap): 1, —, —, —, ,—, 
i 2 3 4 n an — 0 

a 
(Ön): a 2, z” Pi „—, by — 0 
(22) : 
— |:a, a, &, „4, —— a 
du an 
l l l 1 

2) (an) La: 34 7? An — 0 
b): ] l 1 1 1 
(bn) : oa? g2* 42’ Ce a? e.o bn —» 0 
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3) (2n) cod, an — 0 
2 3 și 
1 1 | 
6): L g z di La by — 0 
an 
(=) :— 1, — 2, —3, >» — n, ... descrescător şi nemărginit. 
i ji 
4) (an):1, 0, —,0, va L Da ap — 0 
a Lt, 4, E, l l by — 0 
2 3 4 2n —1 2n 


An 
(2); 1,0,1,0,...,1,0,... nu are limită. 
n 


4. Trecerea la limită in inegalităţi 


Propoziția 1. Dacă (2,) ṣi (b„) sint două șiruri convergente şi 
dacă a, < b, pentru orice rs N, atunci: 


Iy lim a, < lim b,. 
ł ` n= D n= o 
: s—— r 
a a 
Într-adevăr, şirul (5, — a,) este convergent și 
Fig. 44 


N — 00 


lim (5, — a,) = lim b, — lime, 
Pe de altă parte, 5, — a, > 0 pentru orice n €N, deci lim (b, — a„) > 0 
Rezultă că: 


n= 0 


lim b, — lim a, >Q, 
n= H X— 00 


adică : 


lim a, < lim b,. 


n> 90 m 00 


Observaţie. Dacă a, < b, pentru orice n & N nu putem deduce 
că lim a, < lim b,, ci numai că lim a, < lim b, 


n— 00 n— N 


n= O n— 9% 


Propoziția următoare este şi un criteriu de convergenţă. 


Propoziția 2. Dacă a„ < x„ < b„ pentru orice n & N și dacă 
șirurile (4,) şi (b„) sînt convergente și au aceeaşi limită, atunei șirul (x,) 
este convergent şi are aceeaşi limită ca şi celelalte două şiruri. 
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Din inegalităţile a, < x, < d, deducem O < 3, — a, S bp — a. Deoa- 
rece lim (2,—8,) = lim a, — lim b, = 0, pe baza criteriului de convergență 
n= 


na D n= v 
rezultă lim (x, — a„) = 0. 
n 0 
Atunci 
Xa = (Xa — An) + Ay 
deci : 
lim +, = lim (x, — a) + lim a, = 0 + lim a, = lim a, = lim b, 
=Z ZSL nar A aair.’ n>N n> 0 


Observație. Propozițiile de mai sus rămîn adevărate chiar dacă inegalitățile 
sint verificate doar incepind de la un anumit rang. Într-adevăr, înlăturind termenii în număr 
iinit care nu verifică inegalitățile, obținem noi şiruri cu aceleaşi limite, ai căror termeni veri- 
[:că, toți, inegalitățile respective. 


§ 4. Şiruri fundamentale (Cauchy) 


În definiția limitei unui şir, această limită a intervenit în mod expli- 
cit. Pentru a putea verifica pe baza acestei definiții că un şir este conver- 
gent, trebuie să avem o indicație asupra limitei înseşi. Pentru un număr 
restrins de șiruri, ca (z) (z) , | 5) etc., intuitiv, ne dăm seama uşor 

12 2” 10” 
că limita lor este 0. Folosind proprietățile şirurilor, criteriul de convergență 
și operațiile cu şirurile convergente, din convergența șirurilor cunoscute 
putem deduce convergența altor șiruri. 

Dacă ni se dă un şir (a„) căruia nu-i putem aplica unul din aceste 
procedee, în general este foarte greu, uneori chiar imposibil, să precizăm 
dacă şirul este convergent. Chiar dacă ştim că este convergent, în general 
nu-i putem determina limita, dacă nu avem vreo indicație asupra ei, 
pentru că nu putem încerca toate numerele reale dacă verifică sau nu 
definiția limitei. 

Aşadar, definiția limitei este de un folos practic atunci cînd după 
puține încercări reuşim să găsim limita şirului. Importanţa teoretică a 
acestei definiții este însă foarte mare, ea stă la baza analizei matematice. 


1. Definiţia șirului fundamental 


Cauchy a reușit să dea o definiţie echivalentă a unui şir convergent, 
în care nu mai intervine limita şirului, ci numai termenii șirului. 


Definiție. Un șir (2,) se numește șir îundamentual sau şir Cauchy, 
dacă pentru orice număr e >> 0 există un număr N(e) astfel încît oricare 
ar fi m > N(e) şi n > N(e) să avem 


la, E a,| < E. 


7 — Analiza matematică, vol. I 
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În cele ce urmează vom arăta că noţiunile de şir fundamental şi de 
şir convergent sînt echivalente. 


Observații. 1° Ca şi în definiția limitei unui şir, inegalitățile n >> N(e) pot fi 
înlocuite cu n > N(e); inegalităţile |a,, — an| < e pot fi înlocuite cu |am — an| < £, sau cu 


€ 
| am — an | <7 sau cu |&m — an| < as, unde « > 0. 


2° Dacă (an) şi (bn) sînt două şiruri fundamentale, « > O şi B > 0, atunci pentru fiecare 
e > 0 putem găsi acelaşi N(e) astfel ca 


— y~ 
A 


| am — an| < ae şi |bm — bn] < Be, oricare ar fi m, n `> N(e). 


Definiția unui şir fundamental se poate enunța în formele echiva- 
lente date de următoarele două propoziții : 


X Propoziția 1. Un şir (2,) este fundamental dacă şi numai dacă, 
pentru orice număr s > 0 există un număr N(e) astfel încît oricare ar fi 
n > N(e) şi oricare ar fi p & N să avem 


län+p yl < E. 


Într-adevăr, dacă în definiția de mai sus, considerăm m > n, avem 
m=n +p cu $> I şi obținem condiția din enunţul propoziției. Reci- 
proc, din condiția enunțată în propoziție se obține definiția şirului funda- 
mental punînd m = n + p, deoarece dacă n > N(e) şi $ > 1, avem de 
asemenea m > N(e) (vezi obs. 1%). 


X Propoziția 2. Un şir (a„) este fundamental dacă şi numai dacă 
pentru orice număr e > 0 există un număr N = N(e) astfel încît oricare 
ar fi n> N să avem 


lay -7 LA <E. 
Din definiția şirului fundamental rezultă condiția din propoziția 2, 
luînd m = N = N (s). 
Reciproc, să presupunem verificată condiția din enunţul propoziției. 
Fie e >0; există un număr N astfel ca ja — a| < > oricare ar fi 
n>N. 


Dacă n, m > N avem deci 


E E€ 
(am — an| = |an — ay + ay — an| < |an — an| + lay — ad SITE. 


Observații. 1° Formularea dată in propoziția 2 se poate folosi mai ușor în rațio- 
namentele prin reducere la absurd. 

2° A spune că un şir (ay) este fundamental revine la a afirma că diferența a doi ter- 
meni poate fi făcută oricît de mică, dacă rangul celor doi termeni este suficient de. mare. 
Mai precis, dincolo de un anumit rang care depinde de e, diferența a doi termeni este mai 
mică decit e, oricît de îndepărtați ar fi cei doi termeni unul de altul. 
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2. Subşiruri convergente. Lema lui Cesăro 


Propoziția 1. Orice subşir al unui şir convergent este convergent 
şi are aceeași limită. 


Într-adevăr, dacă a, — a, în afara oricărei vecinătăți a lui a se află 
un număr finit de termeni ai șirului (2,) şi deci, cu atît mai mult, un număr 
finit de termeni ai oricărui subşir al său; deci orice subşir al șirului (4,) 
are hmita a. 

Iu particular, şirul obținut dintr-un şir convergent prin suprimarea 
unui număr finit de termeni este convergent şi tinde către aceeași limită 


l 1 l 
Exemple. 1) Deoarece șirul 1, e gove pe are limita O 
n 


următoarele subşiruri ale sale 


1 I 1 I j 1 1 1 
274° 6" 7 2m’ ' "3" 5” 2n — 1 
I 1 1 eN i 1 1 | 
zi pp SN: 23° ga’ n” 
au de asemenea limita 0: 
1 i l 1 
lim — = 0; lm———— = 0; lim — = 0; lim — = 0. 
= 27 an 2n— i no n? n n” 


2; Deoarece pentru 0 < a < 1, şirul 1, a, a?, ..., a”, ... are limita 0, 
lim a” = (0<a<l) 


"— 00 


următoarele subșiruri ale sale 
l, a2, af, ,..,a25,...: a, aĉ, aï, ...,a2n-t,... 


1, af, a, ..., a... 5 a5, al0, al5, ..., a5, 


au de asemenea limita 0. 


Observaţie. Propoziția reciprocă este de asemenea adevărată: dacă orice subșir 
al șirului (a,) este convergent, atunci şirul (2,) este de asemenea convergent, deoarece (a,) 
însuși este unul din subşiruri. 

Dacă însă numai unele subșiruri sint convergente, nu rezultă că şirul este convergent 
de exemplu, șirul 0, 1, 0, 1, 0, 1, ... are subșiruri convergente cum sînt 0, 0,0, ...;1,1,1,...; 
dar șirul inițial nu este convergent. 


De asemenea, șirul 0, 1, 0, 2, 0, 3, ..., 0, n, ... este divergent și conţine subșirul con- 
vergent 0, 0,0, ... 
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O condiție suficientă pentru ca un şir să conțină subșiruri convergente 
este dată de 


Lema lui Cesăro. Orice şir mărginit conţine un subşir con- 
vergent. 


Fie (+,) un şir mărginit. Putem găsi două numere raționale a şi b 
astfel ca 


A <L Xp LO 


pentru orice n & N. 
Să împărțim segmentul [a, b] în două părți egale, prin punctul rațio- 


nal c = s . Cel puțin unul dintre cele două segmente parțiale conține 


„o infinitate de termeni ai şirului. 

Să notăm cu [a,, d1] unul dintre aceste segmente parțiale care conține 
o infinitate de termeni ai șirului. Dacă ambele segmente parțiale au această 
proprietate, convenim — de exemplu — să notăm cu [a,, b} pe cel din 
stînga. Numerele a, și bı sînt raționale și avem 


. l 
aa <b [D ȘI Pda = 


unde am notat l = b — a. 
Să presupunem că am găsit un segment [a,, b,„|] care conține o infini- 
tate de termeni ai șirului (x,), astfel că a, şi b, sînt raționale și 


i 
— a = — >» 
Dn 
Împărțim segmentul [a,, 5] în două părți egale prin punctul 


ba —a . v . s . 
C, = 1—7 , şi notăm cu [2p„ja, Paza] unul din cele două segmente parțiale 


care conține o infinitate de termeni ai şirului (x„). Avem: 


iar duza ŞI Ôp} sînt raționale. 
Am demonstrat astfel prin inducție completă că putem găsi două 
şiruri (a„) şi (b„,) de numere raționale cu următoarele proprietăţi: 


1) a Laa [Sno Kap [Inen Ll bn [nonen Lb. 
2) b — a, = pentru orice n SN. 
On 


n 
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3) Fiecare segment [4,,0,] conţine o infinitate de termeni ai șirului 
(£n). 


Din primele două proprietăți deducem că există un punct x şi nu- 
mai unul, astfel ca 


a, SX X <S b, pentru orice n & N. 


Să arătăm că x este limita unui subşir al şirului (x,). 
Să alegem un termen +, al şirului (x,„) astfel ca 


Xm = [a b,]- 


Deoarece segmentul [a,, ba] conține o infinitate de termeni ai şiru- 
lui (x,), putem găsi un termen x,„, al şirului astfel ca 


Xn, E [az ba] şi m < Ne 


Să presupunem că am ales un termen +, G (ap, bp]. Deoarece 


“as: bp+a] conține o infinitate de termeni ai șirului (x,), putem găsi în 
șir un termen mpa CU Np < pr astfel ca 


Kna S ip Oppad- 
Am demonstrat astfel, prin inducție completă, că putem găsi un 
Şir (za) 1 <$ < co, astfel ca 
My IA K ses CH... 
şi 


ap S Xa, < bp pentru orice p & N. 


Yng S 
Așadar, (x.,) este un subşir al șirului (x). 
Rămîne să arătăm că subşirul (4) este convergent către x. 
Din inegalitățile 


deducem : 


ob 
pentru fiecare 7. Șirul | 5) este convergent către 0 (deoarece şirul ~ — este 
2 


crescător şi nemărginit). Pe baza criteriului de convergență deducem că 


și lema este demonstrată. © QL lan 
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3. Criteriul lui Cauchy 


Înainte de a enunţa criteriul lui Cauchy, vom demonstra două leme. 
Lema 1. Orice şir fundamental este mărginit. 


Fie (4,) un şir fundamental. Luînd e = 1, găsim un număr natural 
N = N (1) astfel ca pentru oricen > N să avem 


a, — an| < l 
sau 
—1 <a, — ay <l 
sau Încă 
ay — l <a, <aäy+l. 
Dacă notăm 
m = min (a, da, ..., du 4y — l}, 
M = max {4;, da, ..., dou 4y + |), 
atunci pentru orice n natural avem 
m <a, SM, 
deci șirul (4,) este mărginit. 


Lema 2. Dacă un şir fundamental conține un subşir convergent, 
atunci el este convergent, 


Fie (a,) un şir fundamental și (2,,) un subșir al său convergent către 


un număr a. Să arătăm că şirul (a,) este de asemenea convergent către a. 
/ Fie e > 0. Dsearece (4,) este şir fundamental, există un număr natu- 
jal N,(e) astfel ca 


/ la, — au] < > pentru n, m > Nu(e). 


Deoarece subşirul (4,,) este convergent către a, există un număr 
natural N(e) astfel ca 


a, — a| < = pentru p > Na(e). 


Să notăm N(e) = max (N,(e), Na(e)). Fie n > N(e); să alegem p 
astfel ca n, > N(s). Atunci n, np > N,(s), deci 


€ 
la, a anl < 2 
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€ 
a, m al 


‘Ap — a) < [an — an F lanp — a) < e. 
Cum n a fost ales arbitrar, rezultă că pentru orice n > N(e) avem: 
LA ai a| < &, 


irul (4,) este convergent către a. 


iteriul lui Cauchy. Un şir (2,) este convergent dacă şi 
acă este şir fundamental. 
presupunem întii că (2,) este un șir convergent, şi fie a limita sa. 
Să arătăm atunci că (a,) este şir fundamental. 

ie e >> 0. Deoarece 4, > a, există un număr natural N(e) astfel ca 
pentru orice n > N(e) avem: 


„E. 
for e i 


1 £ 
Aa TaS 


Atunci, pentru orice, n, m > N (e) avem 
[an a Anl < |an a| + ja — Aml < &, 
adică (a,) este şir fundamental. 

Reciproc, să presupunem acum că (a„) este şir fundamental și să 
arătăm atunci că este convergent. Deoarece (4,) este șir fundamental, este 
mărginit, deci, conform lemei lu Cesăro, conţine un subșir convergent. Con- 
form lemei 2, şirul fundamental (2,) este de asemenea convergent. 


Observaţii. 1° Importanţa criteriului lui Cauchy constă în aceea că ne permite 
să precizăm dacă un şir este convergent, fără a-i cunoaşte limita. 

2° Deoarece orice șir fundamental de numere reale este convergent, se spune că mul- 
țimea numerelor reale este un spațiu complet. 

Mulțimea numerelor raționale nu este un spațiu complet, deoarece există şiruri funda- 
mentale de numere raționale care nu au limită rațională (adică nu sint convergente în cadrul 
numerelor raționale). 

Vom construi prin recurenţă un şir fundamental (74) de numere raționale care nu este 
convergent. i 

Plecăm de la numerele a = 1 și b = 2. Avem 


a2<2<b2şib-—-a=l. 


Considerăm apoi numerele 


și pătratele lor 
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Numărul 2 se află cuprins între două numere consecutive dintre acestea, anume 
4 2 52 
+35] sasita . 
Notăm 7, = 1 + 29 td S = +Š. Avem 


l 
2 <2< st şi SP o: 
Să presupunem că am găsit numerele raționale 7, şi s, astfel încît: 


2 2 a 
7 LZS Sa Şi Sn — Yn = — 


și ne propunem să găsim două numere raționale 7, şi Sp}; astfel încît: 
2 [2gs şi — 
Pnt SS SS Sna ÎI Saya O Ynya S ja 


Pentru aceasta considerăm numerele 


2 9 
Yn Yn OEI n + TFE? eofn + arie Sn 


şi pătratele lor 


2 | p, 2 2 9 2 
me |n oi] |” UETA |e (mt porti j îm 
4 
Deoarece 2 se află cuprins între Da şi sŽ , există două numere consecutive 7, + gt 


a+l a yẹ a+1l 2 
| < 
Și Yn + III TOPI + Oc ax 9 astfel ca (72 LL <2 |n + Toti ) ’ 


a , al 
Notînd 7p =n + arti ȘI Spp = n ri Torti » AVEM Yy X fayi < Snl S Shi 


l 
2 — -2 . ———— 
Tapt S2 Sua Și Sari O fn T 107FI 


În acest fel, prin inducție completă putem construi două şiruri (7) şi (s,) de numere 
raţionale astfel încît : 


Va SS 72 -S SS fn N -e SSn-s L SS; 
2 2 l | 
Tp LL Sy ŞI Sn — Yn = Ton * pentru orice n EN. 


Deoarece sp < 2 şi 7, < 2 pentru orice n € N, avem: 
2 2 2 _ 
0 2 ra X Sa — Yn = (Sn + Yn) (Sn — Yn) < 4 (Sn — n) = 105 
adică; 


2 ——— e 
Ir — 21 ion 
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4 
Deoarece lim 10 > 0, pe baza criteriului de convergență deducem că r? — 2. 
n> 0 


Şirul (74) nu este convergent (către un număr rațional), 


Într-adevăr, dacă ar exista un număr rațional y astfel ca 1„— v, atunci y? 


— 72; dar 
n 


22— 2 şi cum limita unui șir este unică, avem 7? = 2, ceea ce este absurd, deoarece nu există 


nici un număr rațional al cărui pătrat să fie egal cu 2. 
Pe de altă parte, şirul (7,) este fundamental. 


Într-adevăr, 


deoarece fa + fm > 1. Fie e > 0; deoarece (72) este convergent, este fundamental, deci există 
un mumăr N(e) astfel ca 
| v2 — 72| < e pentru n, m `> N(e). 
Atunci, de asemenea 
[72 — m| < £ pentru n, m > N(e), 
adică (r„) este şir fundamental. 


- 35. Şiruri monotone 


1. Teorema de convergenţă a șirurilor monotone 


S-a arătat mai înainte că orice şir convergent este mărginit. Există 
însă şiruri mărginite care nu sînt convergente. 

Există de asemenea şiruri monotone care nu sînt convergente, de 
exemplu şirul numerelor naturale. Dacă însă un şir are ambele proprietăți, 
atunci el este convergent. Pentru aceasta vom demonstra mai întîi urmă- 
toarea 


Lemă. Limita unui şir crescător și convergent este mai mare decît 
toți termenii şirului. 


Fie (a,) un şir crescător şi convergent şi fie a limita sa. Pentru orice 
n ŞI oricem > n avem 


An S dy 
de unde, luînd limita în partea dreaptă, obținem 
a, < lim a, 


mc 
adică 

a,„<a 
oricare ar fi n & N. 
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În mod asemănător se arată că: 

Limita unui șir descrescător și convergent este mai mică decit toți ter- 
mentii șirului. 

Teoremă. Orice şir monoton şi mărginit este convergent. 


Fie (a„) un şir monoton şi mărginit. Pentru aţface o alegere să 
presupunem că este crescător. Vom da două demonstrații pentru această 
teoremă. | 

Prima demonstrație folosește direct lema lui Cesâro. Deoarece (4,) 
este mărginit, conține un subşir (an) convergent către un număr a. Se 
arată prin reducere la absurd că &„ < 4 pentru orice 7. Deoarece ân, Pa, 
pentru fiecare e > 0 există p' astfel încît a — a, <e. Luînd N(e) = $’, 
pentru orice 1 > N (e) avem ange < åp K4, deci |a — a,| < E ṣi deci 2, —a. 

A doua demonstrație foloseşte criteriul lui Cauchy. Vom arăta că (a,„) 
este şir Cauchy, de unde va rezulta că este convergent. Să observăm mai 
întîi că deoarece (4,) este şir crescător, dacă n > m, avem a, © Am deci 
An — âm > 0 şi deci |a — ap! = ap — am 

Deoarece (a„) este mărginit, există un număr M > ©Q astfel încît să 
avem |a,| < M pentru orice z. 

Să presupunem, prin absurd, că (a„) nu este şir Cauchy. Aceasta în- 
seamnă (negînd propoziția 2 de la nr. 1) că există un număr s, >0, cu 
proprietatea că oricare ar fi N, există un număr n > N (n depinde de N) 
cu |a, — apl > Eo adică a, — ây > Ep 

Fie p un număr natural astfel încît să avem pe > 2M (axioma lui 
Arhimede). Deoarece N este arbitrar, să-i dăm diferite valori : 


Pentru N = 1, există n, > 1 cu a, — 2 > €o 
Pentru N = n,, există na> ny CU ap, — Ap, > E0 


. . e >o ò . a è . >ù k . a b a . o . . . s + . . . . . . . . . . . . Gli . . . . . s 2 e. . 


Pentru N = np-u există np > Hp CU Apy — Anpi > Eo 
Adunînd aceste p inegalităţi membru cu membru și reducînd termenii 
asemenea, deducem 


dp — l > Deo: 
Dar 

Anp — l = LAR — al] S LR + lal < 2M 
deci 2M > þes, ceea ce contrazice inegalitatea peg > 2M, prin care a fost 
ales p. Așadar, afirmația că (a„) n-ar fi şir Cauchy este falsă. Urmează 
atunci că (2,) este șir Cauchy, deci este convergent. 


Propoziția 1. Dacă (a,) şi (b,„) sînt două şiruri de numere reale 
care verifică următoarele două condiții: 


19 E AE EEE E E 
2° lim (b, — a) = 0, 


72> 
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atunci şirurile (2,) şi (b„) sînt convergente și au aceeaşi limită 

lim a, = lim bd, 
Sirul (24) este crescător şi mărginit (a, < a, << b), deci este convergent ; 
fie c limita sa: 


lim a, = c. 
Atunci 
0, = (5, — Ay) F a, 
g iaz 
Hm b, = lim (b, — a) + lim a, = 0 +c =c. 
Acer! 


a, Sc <b, pentru orice n & N. 


Observație. Numărul c este singurul număr care verifică inegalitățile a, -< c< bpn 


pentru orice sn €N. . 
Într-adevăr, dacă a„ < č < ba pentru orice n, atunci: 


lim ap -< č -< lim bp adică, c < C <c, 
e a RAL 


de unde s =c, 


Propoziția 2. Pentra orice număr real y există două şiruri (7,) 
şi (s,) de numere raționale, cu următoarele proprietăți : 


10 7, ra... Lp n. Li... LS... IS; 
2° lim 7, = x = lim sp. 
n> 00 n 00 


Într-adevăr, pentru fiecare număr natural n există două numere 
raționale «„ şi B„ astfel ca 


1 
pol <By<z+-. 
n n 


Pentru fiecare n natural să notăm 
Ta = MaX (t1, Xg, .--, Op), Sa = min (Bi Ba, .--, Bp) 
Numerele 7, şi s, sînt raționale și avem 
Vu Ya... CPA... CĂ... SS... SS 


, l 1 
ŞI A SSEL nS 


Atunci 


sz |= 


1 
|£ — rs, |x — s,| < 


şi deci, în baza criteriului de convergență, 
lim r, = x şi lim s, = x. 


A= co n0 
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2. Numărul e 


Fie şirul 


| 1 2 E 1)” 

EA CE a+ a+, 

G (er) nr) +, 
Vom arăta că acest şir este crescător şi mărginit, de unde va rezulta că este 
convergent, Pentru aceasta, pentru fiecare n & N să notăm 


[+] 


şi să dezvoltăm membrul drept după formula binomului lui Newton: 


= [iri] =. De. 1 an Dn 1 


n? 1.2.3 n? . 

n(n — 1)... (n—k+1) 1 n(n — 1)...2.-1 1 
pp, 
l-2... k n l-2...” n” 


Se observă că 


x 
x 
l 
pmi 
x 
| 
an 
+ 
Di 


n(n — 1)... (n — k + 1) l n. no o n — 
1+2...4 n? 1-2... k 
1 1 2 k—1 
= 1-2) 1 — , 
1-2...k n n n | 


aa =1 41+ = za = e 
(=== + 


la). 1"). 


Efectuînd operaţia de scădere în fiecare paranteză, se obține un număr 
> 0, deoarece — 1 < n şi deci ZI al, 


Aşadar, membrul drept este o sumă cu termeni strict pozitiv, şi deci 


această sumă, adică a„ este mai mare decît suma primilor doi termeni 
1+ 1=2; deci 


2 < ay. 
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Pe de altă parte, în fiecare paranteză numărul obținut este mai mic 
decît 1, deci 


1 
1.2. + LI n 


a, <1+1+—+ 


Dacă în fiecare fracție se înlocuiesc cu 2 factorii de la numitor mai 
mari sau egali cu 2, numitorii fracțiilor se micșorează, deci ele se măresc. 
Aşadar: 


ara he +3 —=1+2=3, 


2 2 


Așadar, 2 < a, < 3 oricare ar fi n & N, adică şirul (a„) este mărginit. 
Să arătăm acum că este crescător. Dezvoltînd termenul dna după 
binomul lui Newton, obținem 


nl l 1 
t= [1] =1+1+-3[!-zh]+ 
. l 2 l l k—1 
+ -1 — 1 — pl f1 — [1 — 
1.2. hi at + al a) | =t 
l 1 n 
+ aa |! =] | 1] 
Avem: 
tn deci — Å < — de unde 
n n+l n n+ Il 
1—Å<1— 
n+ i 


Aşadar, numărul din fiecare paranteză din dezvoltarea lui a„ este mat mic 
decît numărul din paranteza corespunzătoare din dezvoltarea lui appr 
Deci fiecare termen al sumei care dă pe a„ este mai mic decît termenul 
corespunzător al sumei care dă Pe du: Deoarece du, are în dezvoltarea 
sa un termen pozitiv (ultimul) în plus față de dezvoltarea lui a,, rezultă 
cu atît mai mult că a, < dusa pentru fiecare n S&N, deci şirul (2,) este 
crescător. 


Fiind crescător şi mărginit, şirul (2,) este convergent. Limita sa se 
notează cu litera e: 


lim [1 + „| =& 


n= dle e) 


deoarece 2 < a, < 3 pentru orice n & N, deducem c 2 <e<3. 


Sam 
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§ 6. Proprietăţi suplimentare ale șirurilor convergente 


1. Schimbarea ordinii termenilor. unui șir convergent 


Propoziția 1. Dacă a, >a şi a, <a pentru orice n & N, se 
poate schimba ordinea termenilor astfel încît să obţinem un șir crescător 
(convergent către a). 


În afara vecinătății V, = (a — 1, a + 1) a lui a, se află un număr 
finit de termeni (eventual nici unul) şi anume la stînga lui a — 1. Să-i 
scriem în ordinea crescătoare 


bi ba oons bu. 


Dacă mai mulți termeni au aceeaşi valoare numerică, îi scriem unul 
după altul într-o ordine oarecare, de exemplu în ordinea în care apar în 
sirul inițial. 

. ama... l | w ' w s a 
În afara vecinătății V, = (a -7 a + z) se află un număr finit de 
ooe oo A 1 , . E 
termeni ai șirului şi anume la stînga lui a — 7: Printre aceştia se află și 


cei deja scriși în ordine crescătoare. Termenii nescriși să-i aşezăm după b,n, 
tot în ordine crescătoare. 


bis ba, . e») bns Onti e.a 3 Dn, 
Să presupunem că am aşezat în ordine crescătoare toți termenii din 
afara vecinătății V, = (a — > „a+ >) 


b -oes Omp ooer Ong 


În afara vecinătății Vp}, = [a A, a |] și anume la stînga 
P+I +1 
ei se află un număr finit de termeni ai șirului, diferiți de cei deja așezați 


în ordine crescătoare ; să-i scriem și pe aceștia după b, „ în ordine crescă- 
toare 
bi, ...} bn, s...) bnp» Dap 

Am demonstrat deci, prin inducție completă, că putem forma un 
șir crescător cu termeni ai şirului (4,). Acest şir este crescător şi conține 
toți termenii șirului (4,), deci se obţine din (4,) prin schimbarea ordinii 
termenilor. 

Într-adevăr, fie a», un termen oarecare al şirului (a,). 


PROPRIETĂȚI SUPLIMENTARE ALE ȘIRURILOR CONVERGENTE 111 


n= i 


e è 1 . N v 
Deoarece 4, < a, şi deoarece lim | a — =] = a, există un număr 
É 


natural p, astfel că 


l 
An LA——<a. 


0 


Deci a„ se află în afara vecinătății V,, = (a — > „a+ = si deci la 
0 
operația de ordin pa, termenul a„ va apărea în șirul crescător. 


Propoziția 2. Dacă a, >a şi a, >a pentru orice n & N, se 
poate schimba ordinea termenilor ‘astfel încît să obținem un şir deserescător 
(convergent către a). 


Avem —a, > — a şi —4, < —a; putem deci schimba ordinea ter- 
menilor şirului (—a, ) ca să obținem un şir crescător (—b,). Atunci şirul (b,) 
este descrescător şi se poate obține prin schimbarea ordinii termenilor 
șirului (4,). 


Propoziția 3. Dacă a% >a şi a, +a pentru orice n &N și 
dacă există o infinitate de termeni la stinga lui a şi o infinitate de termeni 
la dreapta lui a, atunci se pot forma cu termenii şirului două şiruri (b,) şi 
(c,), primul crescător, al doilea desereseător, ambele convergente către a. 


Într-adevăr, fie (al) subşirul lui (,) format cu toţi termenii de la 
stînga lui a, a, < a, şi (a) subşirul format cu toți termenii de la dreapta 
lui a, a < an. Deoarece 2, > 4, avem a, > a Si ap >a. 

Prin schimbarea convenabilă a termenilor şirului (a!) putem obține 
un şir crescător b, — a, şi de asemenea, prin schimbarea ordinii termenilor 
șirului (44) putem obține un şir descrescător c, > a. 


Propoziția 4. Dacă (2,) şi (b„) sìnt două șiruri convergente 
și au aceeaşi limită c, orice şir obţinut cu termenii celor două şiruri, într-o 
ordine oarecare, este convergent și are limita c. 


Într-adevăr, în afara fiecărei vecinătăți a lui c se află un număr 
finit de termeni ai şirului (a (2,) şi un număr finiţ de termeni ai șirului (5,), 
deci de asemenea un număr finit ai oricărui şir (c,) obținut cu termenii 
celor două şiruri. Rezultă că șirul (c,) are de asemenea limita a. 


2. Puncte de acumulare ale unei mulţimi 


Propoziţie. Un număr 4 este punet de acumulare al unei mul- 
timi A, dacă şi numai dacă există un șir a„ convergent către a, format din 
puncte din A diferite de a (a, 34, a, 4, a, > a). 
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Dacă a, E Á, a, sa şi a, — a, atunci în orice vecinătate a lui a se 
află termeni 4, din şir, deci în orice vecinătate a lui se află puncte a, din 
A diferite de a. Rezultă că a este punct de acumulare al mulțimii A. 

Reciproc, să presupunem că a este punct de acumulare al mulțimii A. 
În vecinătatea V, = (a — 1, a + 1) se află o infinitate de puncte din A, 
diferite de a; fie a, unul dintre acestea. Avem 


a, SA, a agla al< l. 


Să presupunem că am găsit un punct a,€4, a, +a, ṣi |a, — a| < 1, 
n 


„o 1 
În vecinătatea V,„,,= [a — —, a + 
n+ iI n 


din A, diferite de a. Fie a„,}ı unul dintre acestea, pe care-l putem alege 
diferit de a,. Avem 


. ) se află o infinitate de puncte 


Any SA, Angs FA ŞI [apy — aj < a 


Am demonstrat prin inducție completă că putem alege un şir (2,) de puncte 
din A, diferite de a (şi diferite între ele) astfel ca 


la, — a| < 1 pentru fiecare n & N. 
n 


Pe baza criteriului de convergență deducem că 2, — a. 


Corolarul 1. Un număr a este punct aderent al mulțimii A, dacă 
şi numai dacă există un şir (a„) de puncte din A, convergent către a. 


într-adevăr, dacă a& A, atunci luăm a, = a pentru orice n. Dacă 
a% A, atunci a este punct de acumulare al lui A şi se aplică propoziția 
precedentă. 


Corolarul 2. O mulţime A este închisă, dacă și numai dacă, oricare 
ar fi şirul convergent de puncte (distincte sau nu) din A, limita șirului 
aparține de asemenea lui A. 


Să presupunem întîi că A este închisă şi fie (2,) un şir de puncte din A, 
convergent către un număr a. Conform corolarului 1, a este punct aderent 
al lui A, şi deoarece A este închisă, își conține punctele aderente, deci ae. 

Reciproc, să presupunem că oricare ar fi șirul convergent de puncte 
din A, limita sa aparține de asemenea lui A. Deoarece orice punct aderent 
a E A este limita unui şir de puncte (a) din A, urmează că a & A, deci A 
este închisă şi propoziția este demonstrată, 
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§ 7. Puteri și logaritmi 


1. Radicali 


Să considerăm ecuația 
x" =a (a 30, real, n natural). 


Este uşor de văzut că dacă această ecuaţie are o soluție pozitivă, 
ea are numai una, adică dacă x, > 0, x > 0 ṣi xi = x3 = 4, atunci a = Xa. 
În adevăr, dacă x, şi x, ar fi două soluţii pozitive, diferite, ale acestei ecu- 
ații, atunci, de exemplu, xı < %aą deci xf < x3 Dar xl =a şi za =a, 
deci x? = x; şi am ajuns la o contradicţie. 

Vom arăta acum că această ecuaţie are efectiv o soluție pozitivă. 

Există un număr natural m > a; deoarece n > 1, avem: m” > m = 
= m, deci m” > a. Numărul a se află deci cuprins între două numere con- 


secutive din următoarele numere 
0» < 1” < 20 <<... < m". 
Fie k > 0 numărul întreg astfel încît 
RR" La (R+ 1. 


Avem apoi k < k + —<h+ 1, deci $’ < (k + z) < EHI”. Nu- 
mărul a se află cuprins fie între 4” şi k + aE fie între k + al şi (k+ 1)”. 
Să notăm cu x, şi yı numerele consecutive dintre numerele k, k + 5, k+ 1, 
pentru care avem 
Avem wm = şi x > 0. 

Să presupunem că am găsit două numere x; şi yp astfel ca: 

n , 1 
Hp Sa <Yp ŞI Yp — Xp = P 
Să considerăm numerele x, < x, + A < y; avem: x< |x mea "< i 
p) $ obtI Yp, * 7p > + obTl Yp 


Numărul a este cuprins’ între x5 Şi Yy, deci este cuprins între două puteri 


a . . ° l n v w bA 
consecutive dintre cele trei puteri x”, (2 + F7) Vp Să notăm cu xp} şi 


v . > ' 1 
Yp+ı două numere consecutive dintre numerele xp, xp + PFE Yp pentru 


care avem 
n n 
Kpy SA < Vp 


8 — Analiza matematică, vol. I 
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l 
opti 
Prin inducție completă putem deci construi două şiruri de numere 
raționale (xp) şi (y) cu proprietățile următoare: 
1) Oc x, Xa =... Sp... [IYL noen S Y < Yi 


1 
2) Yp — t= ÍSL 2, 3, 
3) s5 <a< yp $ =l, 2; 3, ... 


Din proprietățile 1) şi 2) deducem că cele două şiruri au o limită 
comună xo: 


Avem de asemenea xp Spa < Ypi K Yp ŞI Ypi — Xp = 


lim Xp = %o = lim ys 
, $> o 
ŞI O < x, S Xo 
Atunci: 
lim x = xo = lim yz. 


= o p— o 
Dar din proprietatea 3) deducem că 


lim x3 <a < lim y% 


p=a p— ce 


adică: xp < 4 < 2% şi deci 0 = a, adică ~x, este o soluție pozitivă a ecua- 
hei x” = a. 
. e, 0 [7 . [V; a . (0) n/m . 
Soluţia pozitivă unică a ecuației x” = a se notează cu V a ŞI se nu- 
meşte rădăcina de ordinul n a lui a (sau radicalul de ordin n al lui a). 


2. Proprietățile radicalilor 


Deoarece Va este soluția pozitivă a ecuației x” = a, avem 
(Va)” = a şi Va > 0, oricare ar fi a > 0 ṣi n aN. 
Avem VO = 0 şi V1 = 1, oricare ar fi n & N. 
Într-adevăr, 0 este soluția pozitivă (unică) a ecuației x” = 0, iar 
l este soluția pozitivă unică a ecuației x* = 1. 
Proprietățile radicalilor sînt următoarele (a > 0): 


1) Wa" = a, (1 &N). 

2) Va = (Vat, (n sN, kaz). 
3) Va” = Va (n, m&N, kaJ). 
4) Va "a, - yz (n, m & N) 

5) {z = Ya Y5; \yż- =y; (naen). 


6) Dacă a > 1, Va >l; dacă 0<a< 1l, Va < 1, (n e N). 
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Pentru demonstrarea proprietăților 2) — 5) se notează cu şi v cei 
doi membri ai egalităților şi se arată că, pentru un anumit exponent, puterile 
numerelor pozitive u şi v sînt egale, deci u = v. 


Pentru exemplificare să demonstrăm proprietatea 2) : 
Să notăm u =Va şi v = (Val. Avem 


w= (YI = a și m = (YAH = ap = a 


deci u” = v", de unde u = v, adică Va = (Va). 

Pentru demonstrarea proprietăţii 6) raționăm prin reducere la absurd. 
Să presupunem că a>1 şi Vas<l. Ridicînd ambii membri ai ultimei 
inegalităţi la puterea n obținem (Va < 1”, adică a < 1, ceea ce este 
în contradicție cu ipoteza a > 1. 

La fel se arată că dacă 0 <a < 1, atunci ya < 1. 


Observații. Am presupus, mai sus, a œ> 0. Ce se întimplă în cazul cînd a < 0? 


1° Dacă a < 0, ecuaţia x?” = a nu are nici o soluție reală, deoarece x?” >> 0 oricare ar 
fi x e R. Radicalii de ordin par ai numerelor strict negative uu au sens (în cadrul numere- 
lor reale). 


2° Dacă a < 0, ecuația 4°#—- =a are o soluţie negativă unică. Într-adevăr notînd 


2n—l ;— 
b= — a evem b >00, Geci ecuaţia 4t”—t =b are soluție pozitivă unică, 4 = y b 


2r—1,—\2»—1 2n—1 ;,—\2n—1 2n—1 
Atunci (— Xo) n1 = (2 1/5 ) = — yb ) = — b = a, adică ~% = — V — A 
este o soluţie negativă a ecuaţiei 47--1l = a. 


21: — 1 p— 
Soluţia negativă unică a ecuaţiei 4271 = a, a < 0, se notează şi în acest caz cu a: 
2—1] — 2n—1p— 
Va=-— V-a. 
1 223 VW rT 253 
De exemplu, ecuația 73 = — 27 are soluția ý = 27 = — 27 = — 3. 


Radicalii numerelor strict negative nu mei posedă toate proprietățile radicalilor nume- 


telor pozitive. Proprietatea 3) nu mai este verificată pentru orice număr întreg k. 
3 


3.2 6 p—— 
De exemplu, V — 27 = — 3, dar V (— 27) = 1/ 729 = 3. 
De asemenea, proprietatea 2) nu mai are loc dacă a < 0 şi n este par, chiar dacă 
și k este par, deoarece membrul drept al egalităţii nu are sens în aceste condiții. 


Proprietăţile 2) şi 3) sint esențiale pentru definirea puterilor cu exponent rațional, 


3. Puteri raţionale 


Fie a >0 un număr real și 7 un număr rațional. Pentru definirea, 

e. . (o) . . . m . . . 

puterii a” vom folosi faptul că 7 poate fi scris ca fracție —și vom defini 
n 


m 


puterea a”. Deoarece, însă, numărul 7 poate fi scris în mai multe moduri 
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ca fracție, pentru puterea a” trebuie să alegem o definiție care să fie inde- 
pendentă de alegerea particulară a fracției care-l reprezintă pe 7. 


. m . . . w eg 
Fie — o fracție cu numitorul natural, care reprezintă numărul ra- 
n 


tional v: 


Din proprietățile radicalilor deducem : 
yF = Var 
Să notăm 
a" = Ya” = (Ya ”. 
Fie sp fracția ireductibilă cu numitorul natural care reprezintă pe 7: 


m , 


l 
y = = mM » — = 
yn’ 


s 


Avem. : 


Li 


m 
7 w p — N’ i—; py 
a = ʻa" = (Ya)”. 
A w . m’ . » adw . v bed 
Deoarece însă fracția — este ireductibilă, există un număr natural k 
n’ 


astfel ca m = km’ şi n = kn. 


Atunci : l 
Va” = far = Va”, 


adică 


Definim puterea a” cu exponentul rațional y astfel : 
z 
a =a" = YP o, 
m . . . v v . eje 
unde y = —, iar n este natural. Din cele de mai sus rezultă că definiția 
n 
.. e v e > M . v 
puterii a” este independentă de alegerea fracției — care reprezintă pe 7. 
n 


(o) e . m Pi A 
Dacă 7 > 0, atunci putem scrie 7 = —, unde m şi n sînt numere 
n 


naturale. În acest caz y0” = (V0)” = 0; putem deci pune prin definiție 


v A ad e o m b . 
0 = 0. Dacă însă r< 0, şi dacă r = —cu n natural, atunci m < 0 ṣi 
n 
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. e è N A d e n 
puterea 0” nu mai este definită ; în acest eaz nu mai putem scrie y0” sau 


(V0)”, şi deci puterea 0” cu 7 < O nu mai are sens. 
Reţinem că puterea 0” are sens numai pentru 7 > 0. Avem 1'= 1 


oricare ar fi y rațional. 
Puterile cu exponent rațional se numesc puteri raționale. 


4. Proprietăţile puterilor raţionale 


Proprietăţile puterilor raţionale sînt următoarele (ori de cîte ori expo- 
nentul este < 0 se va presupune baza >0): 


a? 


1) a-a = ats; — = a, 
as 
2) (a”)* — q" 
r — grh afz 
3) (ab) = am; (=) + 
4) a~ = L, 
at 


5) Dacă a > 1 şi r >0, atunci a’ > 1. 
Aceste proprietăți se demonstrează folosind definiția puterilor raționale şi proprietăţile 
corespunzătoare ale radicalilor și ale puterilor întregi. Pentru exemplificare să demonstrăm 


proprietatea 1). Să scriem numerele + şi s ca fracție cu același numitor natural: r = —, 
n 


S= 4 . Avem: 
n 
Ci pa 
a-a =a -a = Vab . Yal = Vabal = Vat ti =a ” = ats, 

Din aceste proprietăți mai rezultă următoarele proprietăți : 
6) Dacă 0< a< 1 şi 7r>0 atunci æ < 1. 

7) Dacă r <0, atunci a < l pentru a> 1, 

a `œ l pentru 0<a<l. 


8) Dacă y < s, atunci: a” < a° pentru a > 1. 
a' >a" pentru O0 <a< i. 


(Dacă baza este >> 1, inegalitatea dintre exponenți se păstrează şi pentru 
puteri; dacă baza este < 1, inegalitatea dintre exponenți se inversează 
pentru puteri). 
9) Dacă 0 < a < b, atunci: a” < Pb pentru y >O, 
a” >b pentru y < 0. 
(Dacă exponentul este > 0, inegalitatea dintre baze se păstrează şi pentru 
puteri ; dacă exponentul este < 0, inegalitatea dintre baze se inversează: 


pentru puteri.) 
Demonstrația acestor proprietăți se face ca şi pentru puterile întregi. 


[> 
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5. Şiruri de puteri raționale 


Pentru a putea defini puterile cu exponent real oarecare, trebuie mai 
întîi să studiem şirurile de puteri raționale. 
1 
Lema 1. Dacă a > 1, atunci lim a” = 1. 


Deoarece a > | şi 
l l 1 
I>>>-->... >>>... 
> 3>3> >> 
avem : 
1 1 1 
a>a’ >a? >... Sa”... 


1 1 


Sirul fa”) este descrescător și mărginit | I <a" < a), El este deci conver- 
gent. Să arătăm că limita sa este 1. Să presupunem prin absurd că 1 nu 
l 
este limita șirului (=) Aceasta înseamnă că există un număr sọ œQ, cu 
roprietatea că pentru oricare număr N există un număr n > N astfel ca 
1 1 1 1 
E — | > Ep, sau, | deoarece a” > il a” — l >e, sau a” >l- ep sau 
încă a > (1 + ep)”; atunci, în baza inegalității (1 + co)” > 1 + he a 
lui Bernoulli, avem cu atît mai mult a > 1 + ne. Deoarece cp > 0, există 
însă un număr N astfel ca a < Nep < 1 + Ne, şi deci pentru orice n >N 
avem de asemenea a < l1 + neg. Am ajuns astfel la o contradicție. 
1 


Rezultă că lim a” = 1. 


1— W 


Lema 2. Dacă a > |, atunci lim a = 1., 
n= 
1 


Într-adevăr, lim a” = 1 = 0, deci 


7 — 99 
1 
. -y . 1 ] l 
lim a " = lim — = == 
n— 0 nax > = I 
a” lim a” 
n= O 


1 


1 
Observație. Şirul P ” ] este crescător şi a ” <1 pentru orice 
n eN. 


Lema 3. Dacă a > 1 şi (7,) este un şir de numere raționale con- 
vergent către 0, atunci lim ar = 1. 


naD 
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1 


. z . 4 pi 
Fie e > 0. Deoarece a >i și >. Fo 
a ” — l, există un număr natural p C 7 Pe 


astfel ca (fig. 45). 7-E 
_L 1 Fig. 45 
l—s<a ?P<l<a?f<l-+e. 
Să notăm s' = 4 (p depinde de e, deci s’ depinde dee). 
Deoarece 7, — 0, există un număr natural N(e) = N(e') astfel ca |7r,| <e' 


sau |7,| < >» adică 


Deoarece a > |, avem: 


a 7 <an< a? pentru n > N(s) 
ȘI deci: 
|] —s <a” < l +s, pentru n > N(e), 
adică : 
jarn — 1| < e pentru n > N(s). 
Aceasta înseamnă că a” — 1. 


Lema 4. Dacă 4>0 şi (7,) este un şir de numere raţionale conver- 
gent către 0, atunei lim a” = 


1— 9% 


Pentru a > 1, proprietatea este enunțată în lema 3. 
Pentru a = 1, avem a” = 1, pentru orice n, deci a" — 1. Să presu- 
punem 0 <a < 1. Atunci > 1, deci, în baza lemei 3, Pi — 1. 


a a 


și deci ar — 1. 


d 1 7 è 
Atunci: a = — , deci a" = 
1 l 7n 
a 


a 


Propoziția 1. Dacă a > 0, şi dacă lim 7, = 7, under, şi r sînt 
n= %0 
numere raționale, atunci 
lim 7 
lim an = a” = ane 


n= 00 
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Într-adevăr, 7, — r > 0, deci amr =. 
Atunci 


atn — arn—rttr — arn? a’, 
deci a — l-a. 


Observaţie. Dacă a = 0 şir, œ> 0, 7 >Q, atunci a’ = 0, a = 
= 0, deci a» — a”. Propoziția 1 rămîne deci adevărată şi în cazul cînd 
baza este 0, dacă exponenții sînt strict pozitivi. 


Propoziția 2. Dacă a > 0 şi (r„) este un şir convergent de numere 
raționale, atunci şirul (a7) este de asemenea convergent. 


Vom face demonstrația pentru a > 1. Şirul (7,) este mărginit (fiind 
convergent). Există deci un număr M > 0 astfel ca — M < r, < M pentru 
orice n & N. Atunci a" < a” pentru orice n & N. Să punem A = a™ >Q. 

Li 1 


— e 


Fie e > 0. Deoarece: a” 1 și a ” — 1, există un număr natural 
p astfel ca: 


1 1 
l—<aP<l<a?ZI+-.- 
A A 


Să punem s’ = 1 (p depinde de e, deci e” depinde de £). Deoarece (7,) este 


șir Cauchy (fiind convergent), există un număr N(e) = N(e') astfel ca 
dacă m, n > N(e) să avem — e < Ym — Y, < £', adică 


1 1 
— — <L Yp — ip <I: 
P P 


l I 


Atunci: a PP < amn <a? n, m > N(e), 
deci : 

l—Z<amn<lti n, m> Ne), 
adică : 


— E< amr — la 
A A 
sau 
atm- — 1| <% n, m > N(e). 


Atunci : 
Jarm n a’n| = ja” (amn ODi 1)| — a'n|arm—"h — 1| < 


<Q aW| amor — 1| = A |a- — 1| 
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şi deci dacă m, n > N(e), avem 
jam — a| < Ajam- — I| <A = €, 


adică (a7n) este şir fundamental. În baza criteriului lui Cauchy rezultă că 
(a7) este convergent. 

Dacă a = 1, avem- 1%» = 1, deci (1%) este şir convergent. 

Dacă 0 <a < 1, raționamentul se face ca mai sus, ținînd seama de 
faptul că inegalitatea dintre exponenți se inversează pentru puteri, şi 
deoarece a'r < a-W, se ia A = a™™. 


Propoziția 3. Dacă a > 0, şi dacă (r,) şi (s„) sînt şiruri de 
numere raționale, convergente către aceeaşi limită, atunci (a'») şi (4%) sînt 
de asemenea convergente către aceeaşi limită. 


Într-adevăr, deoarece (7,) şi (s,) au aceeași limită avem: 7, — s, > 0, 
deci: a» — 1, adică 


amsn — | => Q. 
Șirul (a) este convergent, deci este mărginit, şi deci: 
asn(a7n-sn — 1) = 0. 
Atunci a» = (a'n — a) + a° şi a» — a5» = asn(am-m — 1) > 0, deci: 


lim a" — lim as. 


FL 00 n= % 


6. Puteri reale 


Fie a > 0. Vom defini acum puterea a” cu exponentul x real. 
Fie x SR şi (7,) un şir de numere raționale convergent către x. 
Sirul (a'») este convergent către un număr a: 


lim a» = a. 
n= 00 


Dacă (s,) este alt șir de numere raționale convergent către x, şirurile (47) 
ȘI (as) au aceeaşi limită a: 


lim a" = lim asr = g. 


n—> 00 n= 00 
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Așadar, limita a« nu depinde de şirul particular de numere raționale con- 
vergent către x, ci numai de x. Prin definiție, puterea a* se definește prin 
* = lim a'r, (im 7, = x, Yp & Q). 
n> 0 


n 09 
Puterile cu exponent real oarecare se numesc puteri reale. 


Observații. 1° Dacă a = 0 şi x > 0, urmînd procedeul de mai 
sus se definește 0 = 0. În adevăr, orice şir de numere raționale (7,) con- 
vergent către x are termenii strict pozitivi, 7, > 0, cu excepția unui număr 
finit dintre ei, pe care-i putem înlătura. Atunci 

0» = 0, deci lim 02 = 0 şi deci 0 = lim 0% = Q. 
n 00 Nn- N 

2° Dacă x = r este rațional, puterea a” definită aici considerînd pe 
x real coincide cu puterea rațională a” definită anterior. 

În adevăr, oricare ar fi şirul de numere raționale (7,) convergent 
către 7, avem 


a = lim a”. 


N- 09 


Pe de altă parte, conform definiției puterii a* avem 


* — lim a”. 


n= 9 


Limita unui şir fiind unică, deducem a" = g’. 
În“ particular a? = 1, (a > 0), æ = a, (a `> 0), unde O şi 1 sînt 
considerate numere reale. 


7. Proprietățile puterilor reale 


Puterile reale au aceleași proprietăți ca şi puterile raționale (ori de 
cîte ori exponentul este < 0, se consideră baza > 0). 


1) aq? = a*t ; T ay 
BY 
2) (ap = a”. 
x apă, ata 
3) (ad) = ab"; (=) e 
4) a- t. 
ppr 


5) Dacă a > 1 şi x >O, atunci a* > 1. 


lim xn 
6) Dacă Xy P xX, atunci gîn — a”, (im an = aae) 


n- 00 


7) Dacă a >0, a +1, şi an —> a, atunci 34, > x. 
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Să observăm întîi că dacă a > 0, atunci af > 0, oricare ar fi x E R. 

Într-adevăr, dacă a > 1, alegem un şir crescător de numere raționale r=» x. Atunci 
(şirul g7n) este de asemenea crescător şi a'n —» a*, deci afna < a? pentru orice n. Dar a > 0, 
deci a? > 0. Dacă 0 <a < 1, alegem un șir descrescător de numere raționale y, =» x. Atunci 
şirul (a7n) este crescător, şi ca mai sus deducem că a” > 0. 

În particular, dacă a > 1 şi + > 0, putem alege un şir crescător (Yn) de numere rațio- 
nale strict pozitive convergent către x, Yn > 0, Yn => x. Atunci a > 1, şi deci a* > 1, şi 
astfel proprietatea 5) este demonstrată. Să demonstrăm acum celelalte proprietăți. 

1) Fie yy =» x și Sn —> y; atunci 7n + Sn —> x + y, deci 


aQYtY = lim g7ntsn = lim (a'n - asn) = lim arn » lim a'n = aë » ay. 
n n n n 


3) Fie rp— y. Atunci 


(ab) = lim (ab)rn = lim (arn » B7n) = lim a7n + lim bn = a% + b*, 
na n= 00 n> p n> 90 


Deoarece b > 0, avem b7” > 0; atunci 


aq \* , a |n A a'n nD a” 
—] = lim |— = lim — = 7 ==: 
b na> b n= D btn lim bn b7 
nD 
. . 1 a 
4) Fie ry, = x. Avem — rn —» — x Şi a-a = —, deci 
afn 
, , l 1 l 
a`? = lim a-—n = lim —=——— = — 
n n a'n lim a'n až 
n 


deoarece, pentru a > 0, avem qa” >Q. 


6) Fie zn — x. Pentru orice n EN avem 
Xn — — < 8n <fn t —': 
n n 
Există numere razionale Yy şi s„ astfel ca 


l , 
Xp — Kin L in < Sn <Ynt 
n n 


Dar 
| l a d 
lim | z, — — | = lim' x, —lim — = z +0 =z, 
n= 0 n n= D n>n n 
, 1 „1 
lim [m 2] time riim Zoo 
n n n= u— co N 
şi 
lim xp = v. 
n— 


Deducem atunci că lim 74 = şi lim sp = x. 
n> œ nD 


r x S 
Dacă a > 1, avem: a <a” <a”, 


şi deoarece lim a'n = lim as = a%, rezultă lim a” = az. 
n ŒW n— 00 N-e N 


Dacă a = 1, evident 1%” = 1, 1% = 1 şi [in dz. 
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Dacă 0 <a < l, avem a > a” >a”, şi deducem iarăşi că 


lim afn = af, 
nD 
Dacă a = 0 şi x > 0, înlăturind la nevoie un număr finit de termeni ai șirului +, putem 
presupune 44 > 0. În acest caz a*n = 0, a% = 0 și O7” ~= OF. 
7) Vom arăta mai întîi că dacă a > 1, şi afn —» 1, atunci Y, => 0. 
Dacă, prin absurd, şirul (y„) n-ar avea limita 0, ar exista o vecinătate (— ep, £o) a 


lui 0, e > 0, în afara căreia se află o infinitate de termeni y,, deci avem Yy < — ep sau 
eo < Yn pentru o infinitate de indici. Pentru acești indici avem: 


a” < a-e < | sau l< ae< pn, 


adică a” se află în afara vecinătăţii (a-%, at) a lui 1, pentru o infinitate de indic 
deci şirul a?” nu tinde către 1, ceea ce contrazice ipoteza. 
Dacă 0 <a < 1l şi æ” — 1, atunci y„ = 0. 


l 1 Wa l 
Într-adevăr — > 1, şi [—]| = -57 — 1. deci y, — 0. 
a a a” 
Dacă a> 0 şi ax l, şi dacă a” — 33 atunci z„— x. Într-adevăr, deoarece dna, 
avem : 


g 
a n 
— > 1, (a* > 0), adică ažn™* =» 1, de unde x„ — z — 0 şi deci z„ — x. 


Observaţie. Pentru a = Q0 sau a = l, proprietatea 7) nu mai este adevărată, 
deoarece avem 07* = 0 şi 0 = 0, deci 0”5— 07, chiar dacă şirul (4,) nu tinde către z. De 
asemenea, avem 1^” = 1 şi 1* = 1, deci 1%” —» 1% chiar dacă şirul (44) nu tinde către x. 

2) Să demonstrăm acum proprietatea (a4%)Y = a*Y. Să presupunem întîi a > 1, ṣi y =? 
rațional și să arătăm că (af) = a*t, 

Fie (74) un şir crescător convergent către x şi (s„) un şir descrescător convergent către 
x. Pentru fiecare n E N avem: 

Yn L FL Sp 
deci : 
a'n < aF < asn. 
Dacă ¢ > 0, avem 
(an) x (07) < (an)! 
sau : 
ant X (a%): < asni 
și deoarece raf = at și Spt — st, avem a'n? == at şi asn? =— a*t şi deci (a7} = a*t. 
Dacă t< 0, avem 
(an): > (a): > (a'n)! 


şi in același mod se deduce că (a7)! = a*t. 


1 
Dacă 0< a< 1, atunci — > 1, deci 
a 


1 je) 1 3 1 1 
(7) ) = (z) sau = — , de unde: (az) = a*t, 
a a (az): aži 
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Dacă a = 1, evident a* = 1, (a7)! = 1, şi a! = 1, deci (a%)t = a*t. Dacă a = 0, x> 0 
şi îi > 0, avem de asemenea (a%)t = a% =0. 
Să, demonstrăm acum că (a*)}! = a2%Y, 


Fie (24) un şir de numere raționale convergent către y. 
Avem: 


, (a%)!n = ai, 
Dar (a%)?n => (a%)Y, iar xt, => xy, deci a%in = a*l, de unde 


(a%)Y = lim (a%in = lim aži = a%9. 
n n 


Din proprietățile precedente ale puterilor reale se deduc încă urmă- 
toarele proprietăți : 


8) Dacă 0< a< l şi x >0, atunci až < 1. 


9) Dacă x < 0, atunci a” < 1 pentru a > 1, 
a* > l pentru 0O<a<l. 


10) Dacă x < y, atunci a” <a” pentru a > 1, 
a* > &@ pentru 0< a< i. 


11) Dacă 0 < a < b, atunci a* < b pentru x >Q. 
a* > b* pentru x < Q0. 


Demonstrația acestor proprietăți se face ca și pentru puterile întregi 
şi raționale. 

Aphcahe. Dacă a > 2, avem a” > x oricare ar fi x & R. 

Într-adevăr, dacă x < 0 avem a* > x, deoarece a: > 0 oricare ar fi 
x & R. Dacă 0< x< 1, avem 20 < a” şi deoarece a? = 1, deducem a” > 
> 1 >x. Fie x > 1, şi n un număr natural astfel ca n x <a. 
Atunci: a” Ca < a"ti, Dar a” >n4+ 1 >, deci a” > a* > x, adică 
a* > x. În particular, e” > x, oricare ar fi x & R. 


8. Logaritmi 


Să considerăm ecuaţia : 
a = b 


ŞI să vedem în ce caz această ecuație are o soluție unică (pozitivă sau nega- 
tivă). 

Deoarece expoenentul x este real, pentru ca puterea a” să aibă sens 
este necesar ca 4 > 0 (dacă x < 0 este necesar ca a > 0). Atunci, pentru a 
avea loc egalitatea a” — b este necesar de asemenea ca b > Q. 
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Vom elimina mai întîi mai multe cazuri: 

1) Dacă a =0 şi b = 0, ecuația 0 = 0 are ca soluţie orice număr 
real x > 0, deci are o infinitate de soluții. 

2) Dacă a =0 și b >Q, ecuația 0” = b nu are nici o soluție, deoa- 
rece 0* = 0 oricare ar fi + >Q. 

Așadar, dacă a = 0, ecuația a” = b nu are o soluție unică, oricare 
ar fi b >00. 

3) Dacă a >0 şi b = 0, ecuația a” = 0 nu are nici o soluție, deoa- 
rece a” > 0, oricare ar fi x € R. 

Din 1) şi 3) deducem că dacă b = 0, ecuația a” = b nu are o solu- 
ție unică, oricare ar fi a > 0. 

4) Dacă a = şi b = 1, ecuația 17 = 1 are ca soluție orce număr 
real x & R. 

5) Dacă a = 1 şi b Æ 1, ecuația 1” = b nu are nic: o soluție deoa- 
rece 17 = |. 

Aşadar, dacă a = 1, ecuația a* = b nu are o soluție unică, oricare 
ar fi b > 0. 

A rămas de studiat cazul cînd a >0 şi a =Æ 1, iar b >0. 

În acest caz, ecuația a” = b are o singură soluție care poate fi pozi- 
tivă sau negativă, în particular Q. 


Propoziție. Dacă a > 0O, a = 1 și b> 0O, ecuația 4 = b are o 
singură soluție. 


a) Vom presupune mai întîi că a > 1 şi b > 1. Şirul (a”) este strict 
crescător şi nemărginit : 
l<a<a2<a3<... <<... 
Există doi termeni consecutivi în acest şir, între care se află b. 
ah [Lb < at (k > 0). 


Să împărțim intervalul [k, k + 1] în două părți egale prin punctul c ; 
avem k < c < k +- 1, deci 


ah < a < att, 


Să notăm cu [%,, yı] acela din segmentele [k, c] sau [c, k + 1), 
pentru care 
a [L b <a. 
Avem 
1 


— Wa = — . 
Ya 1 2 


Să presupunem că am găsit două numere x, < Y„ astfel ca 


. 1 
an OK Ar şi Yn — Kn = a 
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împărțind segmentul [x,, y,] în două părți egale prin punctul c,, 
avem Xy < Cn < Yn ŞI 
an < an < an, 
Numărul b este cuprins între două puteri consecutive dintre acestea. 
Să notăm cu Xa ȘI Vuza eXxponenţii celor două puteri consecutive pentru 
care 
qin+i < b < alrt, 
Avem de asemenea 
1 
Xn S Linya < Ynyr S Yn Şi Yngi — Kapı = mpi 
În acest fel am demonstrat prin inducție completă că putem găsi 
două şiruri (4,) şi (Y,„), astfel ca: 
10 x 3. LS... SV, SS... SS. 


1 
2° Yn Xn = n’ n eN. 


3° ar < b <a, n eN. 


Din primele două condiții deducem că cele două şiruri au o limită 
comună xo: 
lim x, = lim y, = Xo 
n- 0D naa 
Atunci lim a7” = lim aq = a%, şi din condiția 3° deducem că a” = b, 
n- BD n> 
deci x este o soluție a ecuației. 
Să remarcăm că dacă b > 1, atunci x, > 0; în adevăr, dacă am avea 
X S 0, deoarece a > 1, ar rezulta a% < 1 şi cum b > | nu am putea avea 
egalitatea a* = 1. 
k Dacă b = 1, x= 0 este soluție a ecuației deoarece a = ] =b. 


b) Să presupunem acum a >l şi 0O<b<l. Atunci A > l, deci 


1 
ecuația a” = zae o soluție yọ > 0, 


qals — 1 > 
b 
de unde a-* = b şi punînd xp = — Yọ avem 4% = b, deci xo < 0, este 
soluție a ecuației. 
Din a) şi b) rezultă că, dacă a > 1 şi b >Q, ecuaţia aë = b are o 


soluție x şi anume ze > 0 dacă b > 1, x =0 dacă b = 1 Și Xp < 0 dacă 
O< b< 1. 


c) Să presupunem 0O<a<1lși Pb >0. Atunci — > 1, deci ecuația 


1 
=y = b are o soluție we: 
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1 A . ” e w 
sau — = b sau a`» = b. Punînd x = — Yy obținem a% = b, adică xp 


este soluție a ecuației. 

Am demonstrat astfel că în toate cazurile, dacă a > 0, a + l şib >0, 
ecuația a” are o soluție. 

Rämîne de arătat că în aceste cazuri Soluţia este unică. Dacă ar 
exista două numere xı < X% astfel ca a% = b şi a% = b, am ajunge la contra- 
dicție. Într-adevăr, dacă a > 1, atunci a% < a”, iar dacă 0 < a < 1, atunci 
a% >a“, deci în ambele cazuri a% =£ a*, deci nu putem avea a% = b = 
= 4”, 

Să observăm că ecuația a“ = a are soluția unică x = 1: 

a =a. 

Definiție. Fie a> 0, azil şi b>0. Numărul unic x cară 
verifică egalitatea a” — b se numeste logaritmul lui b în baza a și se noteaze 
log, b: 

x = log, b. 
Aşadar 
x = log, b & a = b. 

Observații. Pentru ca logaritmul unui număr b într-o bază a 
să aibă sens, trebuie ca baza să fie strict pozitivă și diferită de 1 (a >0 
a =£ 1), iar numărul b să fie strict pozitiv (b > 0). l 

Nu au sens logaritmii numerelor negative ; în particular nu are sens 
logaritmul lui 0. 

Din definiția logaritmului x = log, b, ca soluție a ecuaţiei a” = b, 
rezultă | 

(ql9&ab — b. 
Avem log,a = 1, deoarece at = a, şi 
log, | = 0, deoarece a? = 1. 
De asemenea log, b = log,c dacă şi numai dacă b = c. 


9. Proprietăţile logaritmilor 


1) log, xy = log, x + log, y, 
2) log, = = log, x — log, y. 
y 


În particular, log, + = — log, y. 
Y . 


3) log,x* = a log,x. 


4) dacă a > 1, atunci log, x >0 pentru x > 1. 
log, x < 0 pentru 0< x< 1, 


l 
5) aa = x, log a = x. 


PUTERI ȘI LOGARITMI 129 


6) Dacă lim 3, = x, (x, >0, x >0), atunci lim log,x, = log, $i, 


N > 00 , , X— 00 
reciproc, dacă lim log, +, = log, x, atunci lim x, = x. 
na v n- 00 


Demonstraţie. Fie u = log, x şi v = log, y, deci a” = x şi œ =y. 
Atunci : 


a*t? = ate P = xy, 
deci 


u +v = log,(x : y), adică logax + logay = logal* ° y), 
de unde rezultă proprietatea 1). Mai departe 


QU—U = aqë » aT! = — = — s 


x x 
deci u — v = loga, — , adică log, 3 — loga y = loga —. 
Y 


de unde rezultă proprietate 2). Cazul particular se obține luînd x = 1, deoarece log, 1 = 0. 
Pentru a demonstra proprietatea 3), să punem 


u = loga, deci a” = x. 
Atunci 
ač“ = (a%)% = XX, 
deci xu = log, x%, adică a log, 4 = log, 2%. 
Proptietatea 4) a rezultat în cursul demonstrației proprietății precedente. 


Prima proprietate de la 5) a rezultat din definiția logaritmilor, iar partea a doua 
rezultă din proprietatea 3), luînd + = a: 


log, a* = alog„a =«.l=a. 
Pentru demonstrarea proprietăţii 6), să presupunem că lim 4 = x. Să punem 
Un = L0ga Xn şi u = log, x, ro 
deci, 
a*n = Xn şi a* = x. Din condiția x„ =>» x, adică a*n —» a” rezultă un — u, deoarece a>0 


şi a = 1l, adică loga ¥n —> loga x. Reciproc, să presupunem loga Xn — log, x, adică un — u. 
Atunci a*n — a“, adică x, —> x. 


Din proprietățile precedente rezultă încă următoarele proprietăți: 


7) Dacă a < 1, atunci log,x < 0 pentru x > 1, 
loga% > 0 pentru 0< x < 1. 
8) Dacă a > 1 și x < y, atunci log,x < log y. 
Dacă 0< a< Í şi x< y, atunci log, > log,y. 


Într-adevăr, notînd u = log, x şi v = loga y, adică a” = x şi a” = y, dacă a > 1, atunci 
ai <a? dacă şi numai dacă u <v, deci + <y dacă şi numai dacă log; x < loga y. De 
asemenea, dacă 0 < a< l, atunci a* <a dacă şi numai dacă u > v, deci x < y dacă și 
numai dacă log, x > log, y. 

9) Formula de schimbare a bazei: 

log, b - log, c = log, c 


(a >0, a+1,b>0, b #1, ¢>0). 


9 —- Anal.za matematică, vol. I 
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Fie u = log,b, deci a” = b şi v = logyc, deci b? = c. Atunci a™ = b = cç, deci 
uv = log, c, adică 
loga b : logy c = log, c. 


În particular, luînd c = a, avem log, a = 1, deci 
log, b * loga = 1. 
L.ogaritmii în baza e se numesc logariimt naturali sau logaritmi nepe- 
rieni (de la numele matematicianului Neper). În loc de log, se scrie: In x, 


sau log x. 
Deoarece e > 1, rezultă 


In x >0 dacă x >|, 
In x < 0 dacă x < 1, 
In x < In y dacă şi numai dacă x < y. 


Logaritmii în baza 10 se numesc logaritmi zecimali. În loc de logio% 
se scrie lg x. 
Propoziție. Dacă a, >a, (a, > 0, aœ>0) şi a, >a, atunci 


a” => a: 


lim an 
e An — . 1— BD 
lim a,” = (lim a,) . 
n= 0 n= «i 
A 
` an in ap” an nan 
În adevăr, až =e =e . 


Dar: Zy În d, — X În a şi deci enay — g% ina 


Iina” Ina” 
—> £ 


adică: e ” și deci ap” — a“. 


Corolar. Dacă 2, — a, (a„ > 0, a > 0), atunci 


lim a; = (im a,). 
Observație. Dacă a, >0 şi «a >0, propoziția precedentă este 
adevărată şi în cazul cînd a, >0 şi a, >Q. 
În acest caz a — 0. 


Într-adevăr, fie (— e, e) o vecinătate a lui 0, unde 0 < e < 1. Să arătăm că a” < e, 
pentru toţi indicii, cu excepția unui număr finit dintre ei. 


Deoarece an~» a, şirul ay este mărginit; fie M > 0 astfel ca «„ < M pentru orice 
n. Avem cH < e, deoarece 0<e<l. 

Deoarece ay — 0, există un număr N(e) astfel încît 0 < an < e pentru n > N(e). 

Deoarece y > 0, avem 


Oga, P <ne n> Nes), 


adică 0 x a” < e pentru n > N(e), de unde rezultă că ap” —> 0. 
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Dacă însă 4, > 0 şi a, — 0, despre şirul (47) nu putem afirma nimic. 
Uneori are limită pozitivă, nulă, finită sau + oo; alteori nu are limită. 
Mai mult, oricare ar fi «, 0 < « < + oo, există un şir a, > 0 şi un şir 
a, > 0, astfel încît a,” > a. 


Exempie. 
1) (ap):e 1,63, a., 0”, an. | an — 0 
r a a 
i (an): — ca, ——, e.p — a... an —> 0 
2 n 
(a37) : e7, c%, ...,e%,... ap” — et. 


Dind hui z toate valorile reale, se obțin pentru e“ toate valorile strict pozitive. 


2) (aa): €, ea, e e, e... ap — 0 
1 1 1 

(a): L7 > gea U Ay —> 0 

(as): e1, e3, eS, aan, EP, an ağn — 0 

3) (aa) : e, e7, P, aaa e,n. ap —> 0 

J 1 1 
(a): L po goe ge Xn —> 0 
(a37) : 6, E, P, oo, r, nnn azn => + 00 

4) (an): 61, 2, eS, eh, nn. an =>» Ô 
1 1 

(an): L — 2 gi al An => O 


(ajun) : e71, e, e}, e, ... a;n nu are limită, 


tmtm. 


Capitolul IV 


DREAPTA ÎNCHEIATĂ 


Necesitatea de a îngloba într-o formulare unitară unele propoziţii 
fundamentale ale analizei impune, după cum vom vedea mai jos, introdu- 
cerea, pe lîngă numerele reale, a două simboluri, +oo şi —oo, numite 
numere improprii sau numere infinite. 

Pentru a face o deosebire, numerele reale vor fi numite uneori 
numere finite. 

Mulțimea formată din toate numerele reale, împreună cu -+oo și 
— oo, se numeşte dreapta încheiată şi se notează cu R. 

Prin mulțime de numere sau şir de numere vom înţelege în continuare 
mulțime de numere finite, respectiv șir de numere finite. Simbolurile + oo 
și —oo vor apărea doar ca limite ale unor şiruri divergente, sau ca margini 
ale mulțimilor nemărginite (care se pot reduce tot la limite de şiruri divergente) 


§ 1. Mulţimi nemărginite 
1. Mulţimi nemajorate 


Știm că orice mulțime majorată A are o margine superioară M, care 
este cel mai mic majorant al mulțimii A. În scris: 
M = sup A sau M = sup x. 
«EA 
Reamintim că marginea superioară M este caracterizată de următoarele 
două proprietăți : 
l) x <M pentru orice x SA. 
2) Dacă «a < M, există cel puțin un punct x e A, astfel ca a <x. 
Dacă A nu este majorată vom Spune că marginea sa superioară este -- oo 
(plus infinit). In scris: 


sup A = -+oosau sup x = +oo. P 
acA 
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Pentru ca + oo să-şi justifice denumirea de margine superioară, sîntem 
conduşi să-i atribuim anumite proprietăți astfel încît fie verificate pro- 
prietățile 1) şi 2) ale marginii superioare definite anterior. 

Pentru aceasta, vom pune prin definiție 


x < + œ pentru orice număr real x. 


Atunci: 

1) x < +oo pentru orice x SA. 

2) dacă « < +oo, există cel puțin un punct x a A astfel ca «<y 
(deoarece A nu este majorată). 

Putem acum da următoarea formulare unitară : 


Propoziția 1. Orice mulțime A are o margine superioară M 
earaeterizată de proprietățile 1) și 2). Marginea superioară M este finită dacă 
şi numai dacă mulțimea A este majorată. 


Rxemple. 

1) sup N = + œ sau sup n = 4 œ. 
nEN 

2) supO = ~ œ sau sup 3 = 4 ©. 
z€Q9 

3: sap R = — x sau supaz = 4 ®©. 
1ER 


4) sup (27) = + x. 
sex 


Observaţie. Din inegalitatea x <-+oo pentru orice x & R 
rezultă în particular 0 < +, ceea ce ne determină să scriem şi co în loc 
de oo, după cum scriem, de exemplu, 5 în loc de +5. 


2. Mulţimi neminorate 


Știm că orice mulțime minorată A are o margine inferioară m, care este 
cel mai mare minovrant al multimi A : 


= inf A sau m = inf x. 
xEA 


Marginea inferioară m este caracterizată de următoarele două pro- 
prietăţi : 

1) m <x pentru orice x& A; 

2') dacă m < a, există cel puțin un punct x & A astfel încît x <a. 

Dacă A nu este minorată, vom spune că marginea sa inferioară este 
— oo (minus infinit). 

Vom pune prin definiție 


—oo < % pentru orice număr real x. 
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Atunci : 
1) —co< x pentru orice x 84; 
2') dacă —oo < a, există cel puţin un punct x & A astfel ca x < « 


(deoarece A nu este minorată). 
Putem da acum următoarea formulare unitară: 


Propoziția 2. Orice mulțime A are o margine inferioară 7, 
caracterizată dețproprietăţile 1') şi 2). Marginea inferioară m este finită 
dacă şi numai dacă mulțimea A este minorată. 


Exemple. 
1) inf (— n) = — œ. 
nEN 
2) inf Q = — œ sau inf y = — œ. 
d =, 
3) inf R = — œ sau inf 4 = — œ. 
ZER 
4) inf (in x) = — 0, 
x>0 


3. Mulţimi nemărginite 


Ştim că orice mulțime mărginită A are o margine inferioară m şi 
o margine superioară M şi m < M ; avem m < M afară de cazul cînd A = 


= {a}, caz în carem = M = a. 
Din cele de mai sus rezultă că putem da următoarea formulare 


unitară : 


Propoziția 3. Orice mulţime A are o margine inferioară m şi 
o margine superioară M (finite sau infinite). 


Pentru a putea afirma că m < M, şi în cazul cînd m = —oo şi M = 
= +0, vom pune prin definiție 
— oo < +o. 


Cu această convenție, avem totdeauna 
inf A < sup A, 


semnul egal avînd loc dacă şi numai dacă mulțimea A este formată dintr-un 
singur punct. 

Observație. Prin cele trei convenții de mai sus, am extins struc- 
tura de ordine la dreapta încheiată R. Cu această structură de ordine, dreapta 
încheiată este o mulțime total ordonată. 
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Acum se justifică modul de notare a intervalelor nemărginite : 3 
(a, + œ) = {x| x ER, x > a}; 
[a, + ©) = {x| 7 E€ R, 7 >a}; 
(— œ, a) = {x| ER, z<}; 
(— œ, a] = {x| ER, x La}; 
(— 00, + 00) = 
În locul notațiilor (a, -+ co), [s, + œ), (— œ, + 00) se pot folosi respectiv notațiile 


(a, œ), Ta, 20), (— œ, œ). 


4. Funcţii nemărginite 


Fie funcția reală f:E —-R şi ACE. 
Dacă funcția f nu este minorată pe A, marginea sa inferioară pe A 
se ia, prin definiție, egală cu — oo: 


zEA 


Dacă funcția f nu este majorată pe A, marginea sa superioară pe A 
se 1a, prin definiție, egală cu +oo. 


sup f(x) = +o. 
EA 


Rezultă că, în toate cazurile, marginea inferioară şi marginea superioa- 
tă a funcției pe A sînt egale cu marginea inferioară, respectiv cu marginea 
superioară a mulțimii f(A): 


inf f(a) = inf AA), sup fa) = sup f(A). 


Ca de obicei, cînd vom vorbi de marginile funcției fără a specifica 
mulțimea pe care se consideră, se subînțelege că această mulțime este 
domeniul de definiție E. 

Avem m = inf f(x) dacă și numai dacă sînt îndeplinite următoarele 

ECE 
două condiții: 

1) m < f(x) pentru orice x a E 

2) dacă m < «, atunci există cel puțin un x e E astfel ca f(x) <a. 

Avem M = sup f(x) dacă şi numai dacă sînt îndeplinite următoarele 

zEE 


două condiții: 
1) f(x) < M pentru orice x & E; 


2) dacă a < M, atunci există cel puțin un. x & E astfel ca « < f(x). 
Dacă funcția f este constantă, f(x) = a, atunci 


inf f(x) = sup f(x) = 
zEE ZEE 
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Dacă funcția f nu este constantă, atunci 
< inf f(x) < sup f(x) < + oo. 
zEE ECE 


Funcţia f este minorată dacă şi numai dacă inf f(x) este finită; 
zEE 
funcția f este majorată dacă şi numai dacă sup f(x) este finită. Rezultă 
zEE 

că f este mărginită dacă şi numai dacă ambele margini ale funcției sînt 
finite. 

Următoarele proprietăţi se verifică ușor : 

1) Dacă A C B CE, atunci 


inf f(x) > inf f(x) sup f(x ) S Sup (a ). 


xEA EB 


2) Dacă f şi g sînt două funcții reale definite pe E şi dacă f < g, atunci: 


inf f(x) S inf g(x), sup Zi x) S sup g(x). 
«ECE 4EE + 


Deoarece un şir (+,) este o funcție definită pe mulțimea N a numerelor 
naturale, rezultă următoarele definiții pentru marginile şirului : 


m = inf x, dacă şi numai dacă: 
xEN 
1) m < x, oricare ar fin EN; 
2) dacă m < «, atunci există un termen x, din şir astfel ca x,<a. 
M = sup x, dacă şi numai dacă: 
nEN 
1) x „<M oricare ar fine; 
2) Dacă a < M, atunci există un termen x, din șir astfel ca æ < x. 


— 


Toate proprietăţile marginilor de funcții se păstrează, evident, şi 
pentru margini de şiruri. 


Avem inf x, = —o dacă şi numai dacă şirul (x,) este nemărginit 
n 

inferior, ṣi sup x„, = +oo dacă și numai dacă şirul (x,) nu este mărginit 
n 


superior. 

Putem acum extinde definiția oscilației unei funcții f: E — R pe o 
mulțime A C E. Dacă funcția f nu este mărginită pe A (fie că nu este 
majorată, fie că nu este minorată), punem prin definiție 


Se verifică şi în acest caz egalitatea 


os(4) = sup flat) — fr”) 


"EA 


și proprietatea : - 
o;(A4) < o/(B), dacă A C B. 
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De asemenea, dacă pentru orice vecinătate V a unui punct x & E avem 
(V ME) = +oo, atunci se pune prin definiție - 


(3) = -+ OO. 


Așadar punctele x e E pentru care oscilația w,(x) este finită sînt cele în 
jurul cărora f este mărginită (există o vecinătate V a lui x astfel încît 
f este mărginită pe V N E). 


§ 2. Extinderea structurii topologice la dreapta încheiată 


L-d 


i. Vecinătăţile lui + œ și — œ 


Am numit vecinătăti ale unui punct x & R mulțimile care conțin 
intervale deschise şi mărginite de forma (a, b) cu a < x< b. 
Prin extensiune, vom numi : 


vecinătăți ale lui —oc mulțimile care conțin intervale deschise și ne- 
mărginite de forma (a, — >c}; 

vecinătăți ale iuti — oc, mulțimile care conțin intervale deschise şi nemăr- 
gin dz forma (— æ, a). 


Observaţie. Vecinătățile lui + œ şi ale lui — co sînt formate numai din numere 
finite, adică sint submulțimi ale dreptei reale R. 

Una din proprietăţile vecinătăţilor unui punct +, E R este aceea că x, aparţine fie- 
cărei vecinătăți ale sale. Această proprietate nu se mai păstrează pentru vecinătățile lui + co 
şi ale lui — œ*, 

A doua proprietate a vecinătăților lui x, (intersecția a două vecinătăți ale lui x, este 
de asemenea o vecinătate a lui x) se păstrează şi pentru vecinătăţile lui + œ și ale lui 
— œ. Într-adevăr, intersecţia a două semidrepte (a, + œ) şi (b, + co) este o semidreaptă de 
aceeaşi formă, anume (b, + co) dacă a Sb; intersecţia a două semidrepte (— œ, a) şi (— œ, b) 
este semidreapta (— œ, a) dacă a < b. La fel se arată că se păstrează şi celelalte proprietăţi 
ale vecinătăţilor. 


2. Puricte de acumulare infinite 


Reamintim că un punct x, e R este punct de acumulare al unei mul- 
imi A, dacă fiecare vecinătate a lui x, conține cel puțin un punct x & A 
diferit de x. Dacă. x É A, condiția x -+ xp este verificată de la sine. 

Dacă A nu este majorată, pentru orice număr a e R există cel puțin 
un punct x & A astfel ca a < x, adică astfel ca x & (a, +oo); aceasta În- 
seamnă că în orice vecinătate a lui --oo există cel puțin un punct x &A 
(evident x este diferit de -+oo). 


* Dacă în R = [— œ, + 00] considerăm ca vecinătăți ale lui + œ mulțimile care 
conțin semidrepte (a, + co] care conţin şi pe + œ, iar ca vecinătăţi ale lui — œ mulțimile 
care conțin semidrepte [— co, a) care conțin și pe — œ, atunci prima proprietate a vecină- 
tăților este verificată şi pentru vecinătățile lui + œ şi ale lui — oo. 
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Deoarece această proprietate are aceeaşi formulare ca şi proprietatea 
prin care se defineşte un punct de acumulare, spunem că -+-oo este punct 
de acumulare al unei mulțimi nemajorate. 

Dacă A nu este minorată, în orice semidreaptă (— oo, 4) există cel 
puțin un punct x & A, adică în orice vecinătate a lui —oo se află cel puțin 
un punct x & A (evident x este diferit de — oo). De aceea spunem că 
— oo este punct de acumulare al unei multimi neminorate. 

Cu aceste denumiri, definiția punctului de acumulare are aceeași for- 
mulare, fie că punctul de acumulare este finit, fie că este infinit. 

De asemenea, propoziţia următoare, demonstrată inițial pentru puncte 
de acumulare finite, rămîne valabilă şi pentru puncte de acumulare infinite. 


Propoziţie. +a R este punct de acumulare al unei mulţimi 
A C R dacă şi numai dacă în orice vecinătate a lui x, se află o infinitate 
de puncte din A. 


Lăsăm pe seama cititorului, ca exerciţiu, verificarea acestei propoziţii, 
în cazul cînd xp = Foo sau Xp = — o0. 

Cu definiția lui +-oo şi —co ca puncte de acumulare ale mulțimilor 
nemajorate, respectiv neminorate, rezultă următoarea extensiune a teo- 
remei lui Weierstrass-Bolzano : 

Orice mulţime infinită are cel puțin un punct de acumulare. Dacă mul- 
Himea este in finită şi mărginită, multimea are cel putin un punct de acumulare 
finit. 

Observație. Vom continua să numim puncte aderente ale unei 
multimi A numai punctele finite xp, careau proprietatea că V N A +5, 
oricare ar fi vecinătatea V alui xy. 

Deoarece considerăm numai mulțimi de numere finite, este necesar 
să precizăm propoziția următoare : 

O mulțime A este închisă, dacă şi numai dacă își conține toate punctele 
de acumulare finite. 


§ 3. Şiruri cu limita + œ sau — 90 


Definiția limitei unui şir convergent se extinde și la anumite şiruri 
divergente. l 


1. Şiruri cu limită infinită 


Definiţie. Spunem că +oo este limita unui şir (2,), dacă orice 
vecinătate a lui -+ co conţine toţi termenii șirului, cu excepţia unui număr 
finit dintre ei. Scriem: 


lim a, = +0, lim 4„, = +020 sau 4, +}oo. 


HA 0 
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Luînd vecinătăţile lui +-oo de forma (e, +-oo), se obține o formulare 
echivalentă, dată de următoarea 


Propoziţie. Un şir (4,) are limita +-oo, dacă şi numai dacă, 
pentru orice număr e, rexistă un număr N(e) astiel încît, oricare ar fi 
n > A(z) să avem 


a, > E£. 


În acest enunţ nu este necesar ca s >O. 


Corolar. Dacă lim a, = +020 atunci sup a, = + o0. 
n= o nEN 


Exemplu. Şirul numerelor naturale 
1,2, 3, .. n.. 
are limita + œ 


lim n = + œ, sau no 4 oo. 
nN 


Acest exemplu justifică în parte semnul n — co folosit în notația limitei lim ap. Justificarea 
n= 
acestei notații va fi dată în capitolul despre limite de funcții. 


Definiţie. Spunem că — oo este limita unui şir (2,) dacă orice 
vecinătate a lui — oo eonține toți termenii șirului cu excepția unui număr 
finit dintre ei. Scriem 


lim aap = — OO, lim Ap = — oo sat 4, > — œ. 
n 


no 


Luînd vecinătățile lui — co de forma (— oo, e), se obține o formulare 
echivalentă dată de următoarea 


e 


Propoziţie. Un şir (2,) are limită — oo, dacă şi numai dacă, 
pentru orice număr £, există un număr N (e) astfel încît oricare ar îi n > N (e) 
să avem i 


Ap <eE. 
În acest enunţ nu este necesar ca s < O. 


Corolar. Dacă lim 2, = — oo, atunci inf x, = — o0. 


4— 00 nEN 
Exemplu. Şirul 
— 1, — 2, — 3, ..., — ho... 
are limita — co 


lim (— n) = — œ sau — n = — o, 
n— œ 
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Observaţii. 1° Şirurile care au limita + co sau — œ sînt nemărginite, deci sînt 
divergente. Vom continua să numim șiruri convergente numai șirurile care au limita finită. 

2° Definiţia limitei unui şir cu ajutorul vecinătăților are aceeași formulare fie că limita 
este finită, fie că limita este infinită. 


3° Există şiruri care nu au limită, nici finită, nici infinită, cum sînt şirurile 


0, 1, 0, 1,...,0, 1... 
0, 1, O, 2, 0, 3, ..,0, n... 
1, — 2, 3, —4, 5, —86,... 
4° Dacă un şir este convergent el este mărginit, dar dacă este mărginit nu este neapărat 
convergent. Pentru şiruri cu limita infinită avem o proprietate asemănătoare: 


Dacă un şir are limita infinită el este nemărginii, dar dacă este nemărginit nu are 
neapărat limită (infinită). 


Aplicații. 1) Dacă (Pn)uen este un şir de numere naturale cu limita + œ, atunci 


1 \bn 
lim h: +>] = e, 


N 00 Pn 


Să observăm mai întîi că, deoarece pn =» — œ, fiecare termen py din şir se repetă cel 
mult de un număr finit de ori. Într-adevăr, luînd a > pp, în afara semidreptei (a, + 00) se 
află un număr finit de termeni, printre care şi p, și toți termenii egali cu pp. Deoarece pp 
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sînt Numere Haturale, termenii [i +>) fac parte din şirul | l + 7) , f + z] , 
1,3 ” 
l —],.. 
| + 3 


1 n 
ar (| + >] —» e, deci în afara fiecărei vecinătăți a lui e se află un număr finit de 
n 


] n 
numere de forma (1 -- Pi , deci cu atit mai mult un număr finit de numere de forma 
(: + -y , şi cum orice asemenea număr se repetă în şirul inițial de un număr finit de ori, 
rezultă că în afara fiecărei vecinătăți a lui e se află un număr finit de termeni ai șirului 


Pn 
inițial, deci ES: + — 


— E, 
n 


Exemple. 


1 y+ 
lim j+] = e, deoarece n + ll + œ 
n 
l m 
lim f + =) = e, deoarece n? -> + œ. 


1 17 1 \n 
Observație. Vom folosi notația lim (i + —] "— e în loc de lim |: + ~) = 
n>a Pn n 
= e dacă pyu —> œ. 
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2. Criterii pentru existența limitelor infinite 


Pentru şirurile cu limite infinite avem criterii simple de existența 
limitei : 
1) Dacă a, > +20 şi b, È á, pentru orice n SN, atunci b, > +00. 
<a 


b 
2) Dacă a, -> —oco și b eniru orice n & N, atunci b, > — ce. 


Într-adevăr, dacă a„—» + co şi b, >> äp, în afara fiecărei vecinătăți a lui + co se află 
un număr finit de termeni ai șirului (a„) şi cu atit mai mult un număr finit de termeni ai 
şirului (5,) deci b, => + œ. 

Se raționează în mod asemănător în cazul cind ayn — œ şi bn S ap- 

Exemple. 1) 2n >n şi n= + œ, deci 2n —» + co. 

2) dacă a œ> 2, a”> n şi n=» + œ, deci a” — + œ. 

În particular 2% => + œ, 10” —» + œ. 


3) — (2n + 1) < — n şi — n— — œ, deci — (2n + 1) => — œ. 


3. Siruri monotone nemărginite 


Stim că un şir monoton şi mărginit este convergent. Vom arăta acum 
că, şirurile monotone şi nemărginite au limită infinită : 

1) Orice şir crescătoar și nemărginit are limita +oo. 

În adevăr, fie (a) un şir crescător şi nemărginit, şi fie (a, + œ) o vecinătate oarecare 
a lui + œ. Deoarece (an) este nemărginit, există în şir un termen ay > a, adică ay € (a, +o); 
deoarece şirul este crescător, dacă n >> N, avem a, > ay, deci an > a, adică ap € (a, + œ). 
În afara semidreptei (a, + œ) se află cel mult primii N — 1 termeni, în număr finit, deci 
lyn > + o. 

2) Orice șir descrescător și nemărginit are limita —oo. 


Demonstrația se face ca mai sus. 


Putem da acum următoarea formulare unitară relativă la şirurile 
monotone : 


Orice șir monoton are limită. Limita este finită dacă şi numai dacă sirul 
este mărginit. 

Exemple. 

1) Dacă a > 1, șirul (a?) este crescător și nemărginit, deci 


lim a” = + œ. 


7 — 00 
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2) Dacă a > 1, iar (xn) este crescător şi nemărginii, atunci 


lim an = + oo. - 
n o 


În adevăr, din n S nu deducem a”n -< an+l, deci șirul (a%n) este crescător. Dacă şirul (a*n) 
ar fi mărginit, el ar avea un majorant M = ač. 


an < a* pentru orice n EN. 


Rezultă + -< « pentru orice n E N, ceea ce contrazice ipoteza că (+4) este nemărginit (mai 
precis nemajorat). Așadar (a%n) este nemărginit şi, fiind şi crescător, deducem 


lim afn = oo. 
n> 


3) Dacă a > 1, şi (xn) este crescător şi nemărginit, iar xn > 0 pentru orice n E N, atunci 


lim loga 4n = + œ. 
n= 


Este evident că şirul (log, 4) este crescător. 
Dacă ar fi mărginit, ar avea un majorant M = loga a: 


loga Xn SS loga « pentru orice n EN, 


de unde x S æ pentru orice n E N, ceea ce contrazice ipoteza că (xy) este nemărginit (nema- 
jorat). Așadar, șirul (loga 4») este nemărginit și fiind crescător, avem loga xp + œ. 


4) Dacă a > 1 şi (xn) este descrescător și are limita 0, iar ăn > 0 pentru orice n EN, 
atunci 
lim loga n — œ. 


21— 00 


Evident, şirul (log, xn) este descrescător. 
Dacă ar fi mărginit, ar avea un minorant m =log„f cu B> 0 


loga B -< log, 44 pentru orice n EN, 


deci 0 < B < +, pentru orice n E N, ceea ce contrazice ipoteza că 4p— 0. Așadar, şirul 
(loga 4) este nemărginit, şi, fiind descrescător, deducem 


lim log; n = — ©. 
Zn o 


5) Dacă a > 1, iar (xn) este descrescător şi nemărginit, atunci: 


lim a*n = 0. 
77 00 


Este evident că şirul (an) este descrescător şi mărginit, deoarece 0 < afn < af: pentru 
orice n E N, deci (a*n) este convergent ; fie « limita sa. Avem 0 < « Ss din pentru orice n EN. 
Dacă am avea «a > 0, atunci « =a", şi din a” x a*n deducem m K 2, pentru orice n EN, 
ceea ce contrazice ipoteza că (,) este nemărginit. Așadar, œ = 0, adică an — 0. 
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6) Dacă a > 0, iar (xp) este crescător și nemărginii, atunci 


lim x5 = + oo. 
n+ oo 


În adevăr, deoarece «> 0, din ES deducem 7%% ao +r adică (23) este crescător. 


x 
n+l 
Dacă ar fi majorat de un număr M = a%, am avea x% cat, adică za pentru orice n, 


ceea ce contrazice ipoteza că (+,) este nemărginit. Aşadar, (22) este nemărginit şi fiind şi 


X (eA 
crescător avem x> tHo., 
7) Dacă œ > 0, iar (m) este crescător şi nemărginit, atunci x; * — 0. 
8) Dacă a > 0, iar (xy) este descrescător şi are limita 0, atunci xy * =>» + 00, 
Pentru demonstrație se raționează ca mai sus. 


4. Proprietăţi ale șirurilor cu limite infinite 


Dacă a, —--+ o, în afara fiecărei semidrepte (a, +oo) se află cel 
mult un număr finit de termeni ai șirului (2,) şi cu atît mai mult un număr 
finit de termeni ai oricărui subşir al său, deci: 


dacă (a,) are limita +00, atunci orice subşir al șirului (4) are de ase- 
menea limita +oe. 


În mod asemănător: 
dacă (a,) are limita —oo, orice subșir al său are limita —oo. 


Tinînd seama şi de proprietatea corespunzătoare a şirurilor conver- 
gente, se poate da următoarea formulare unitară : 


1) Dacăun șir are limită, orice substr al său are aceeași limită. 


Exemple. lim 2n = + œ; lim (2% — 1) = + œ; lim 2” = 4+ œ; lim 10” = + œ, 
n= A n> n>% n— 
lim nèk = + 00, 
1 09 
Raţionînd ca mai sus, propoziția următoare rămîne valabilă şi pentru 
limite infinite : 


2) Dacă un şir are limită, prin adăugarea sau înlăturarea unut număr 
finit de termeni, obținem un șir cu aceeași limită. 

Lema lui Cesàro se poate de asemenea extinde la şirurile cu limită 
infinită. 

3) Din orice şir se poate extrage un subşir care are limită. Dacă șirul 
este mărginit se poate extrage un subşir convergent., 
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Într-adevăr, dacă şirul este nemajorat, pentru orice număr p € N există un termen 
än, > i deoarece lim p = + œ, rezultă lim ap, = + œ şi (a este un subșir al șirului 
"p 25 p> o D= "p F ( np)pEN 3 3 
(ap). Se deduce în mod asemănător că, dacă şirul este neminorat, se poate extrage un subșir 
cu limita — œ. 


4) Prin schimbarea ordinii termenilor unui șir care are limită, se obține 
un şir cu aceeaşi limită. 

Într-adevăr, dacă a, — + œ şi dacă (b,) se obține din (a) prin schimbarea ordinii ter- 
menilor, în afara fiecărei semidrepte (a, + co) se află un număr finit de termeni ai şirului 
(an) şi deci acelaşi număr finit de termeni ai şirului (5,), deci b, -> -+ œ. Se raționează la 


fel în cazul cînd ap, —> — œ. 
Cazul cînd (ap) este convergent a fost considerat înainte. 


5) Dacă a, > +oo, se poate schimba ordinea termenilor astfel încît să 
obținem un str crescător cu limita + oo. 


Să considerăm semidreapta V, = (1, + œ). În afara ei, și anume la stînga lui 1, se 
află un număr finit de termeni, pe care să-i aranjăm în ordine crescătoare 


ba» ba, e.. bn. 


Dacă am reuşit să aranjăm în ordine crescătoare termenii din afara semidreptei Vp = 


= (p, + oo), 
bi, n bmp n: bn 


termenii în număr finit din afara semidreptei Vp, = (p + 1, + œ) care apar în plus se aran- 
jează în ordine crescătoare după bng 


by e., bn eaey bng, bngt e. Ong ua 


În acest fel obținem un şir crescător care conține tofi termenii șirului iniţial. 


Tinînd seama de proprietatea corespunzătoare a șirurilor convergente, 
putem da următoarea formulare unitară. 


Dacă a, > a, (—oo < a < +oo) și dacă a, <a pentru orice n SN 
se poate schimba ordinea termenilor astfel încît să objınem un şir crescător 
cu limita a. 


6) Dacă a, > — oo, se poate schimba ordinea termenilor ca să obtinem 
un şir descrescător cu limita — oo. 


Se raţionează ca mai sus, folosind vecinătățile Vp = (— œ, —p) ale lui — œ. 


Tinînd seama și de proprietatea corespunzătoare de la șirurile conver- 
gente, se poate da următoarea formulare unitară : 


Dacă a, —> a,(— oo < a < oo) și dacă a <a, pentru orice n & N, se 
poate schimba ordinea termenilor ca să obținem un șir descrescător cu limita a. 


Exemple. Dacă a > 1 şi dacă xp + œ, atunci afn — + œ. În loc de lima?n = + œ 
n- 00 
vom scrie lim ařn = œ pentru a pune în evidenţă faptul că şirul (24) are limita œ. 


x 
n° P 
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Într-adevăr, fie (4) un şir crescător obținut prin schimbarea ordinii termenilor şirului 
(44). Avem yp—a + œ, deci aYn— œ. Schimbînd din nou ordinea termenilor şirului (aYn), 
putem obține şirul (atn) şi deci a*n —» + 00. 

2) Dacă a > 1, şi dacă x„—» — œ, atunci a*n — 0. Vom scrie: 


lim a” =Q. 
žn > — 0 


Fie (ya) un şir descrescător obţinut din (x„) prin schimbarea ordinii termenilor. Avem y,— — œ, 
deci an — 0 şi deci ažn — 0. 
3) Dacă a > 1 şi x„— + œ, (xn > 0), atunci loga “n —>» + œ. Vom scrie: 


lim loga Xy = + œ. 
Xp + 


4) Dacă a > 1 şi 2p—0, (44 > 0), atunci loga vn => — œ. Vom scrie: 


lim loga 4p = — œ. 
23 —0 


În exemplele 3 şi 4 se schimbă ordinea termenilor șirului (+,) ca să obținem un șir 
(Yn) crescător, respectiv descrescător, şi apoi se folosesc exemplele de la numărul precedent. 

5) Dacăa > 1, şi dacă afn — + co, atunci +, — + œ, iar dacă a*n — 0, atunci xp — co. 
Se pune y, = a*n, deci 4 = loga Yn şi se folosesc exemplele precedente. 

6) Dacă a > 1 şi dacă log, x, — + œ, atunci ps + œ, iar dacă log, xp — œ, 
atunci x„ — 0. 

Se pune yy = logg 4p, deci 24 = a'n şi se folosesc exemplele precedente. 

Din exemplele de mai sus deducem pentru a = e 


lim en = 0; lim en = Q; 
Inon Xp — ®©% 
lim In zp, =; lim În ya = — œ. 
n= 0 xnņn=0 


7) Dacă a > 0 şi z„,— + oo, atunci zi — + œ. Vom scrie: 


lim x% = + œ. 
Ip œ 


8) Dacă « > 0 şi x„,— + œ, atunci x,“ — 0. Vom scrie: 


lim Ea = 0. 
Xn >Q 


9) Dacă a > 0 şi 4, — 0, (x„ > 0), atunci 4, * —>» œ. Vom scrie: 


lim z, = +o. 
Xp —0 


Pentru demonstrație se schimbă ordinea termenilor şirului (+) ca să obținem un şir 
monoton (4) şi apoi se folosesc proprietățile respective ale şirurilor monotone. 


7) Dacă ap— + co și b, > + co, atunci orice șir format cu termenii, 
șirurilor (a,) şi (b, ), într-o ordine oarecare are, limita + oo. 


Într-adevăr, în afara oricărei semidrepte (a, + co) se află un număr finit de termeni 


ai şirului (24) şi un număr finit de termeni ai șirului (5,), deci un număr finit de termeni 
ai oricărui şir (c„) format cu termenii celor două şiruri, deci cp —> + œ. 
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Dacă a, > —oo și by — —co, atunci orice șir format cu termenii celor 
două şiruri, într-o ordine oarecare, are limita — oo. 


Se raționează ca mai sus. 


Tinînd seama şi de proprietatea corespunzătoare a şirurilor conver- 
gente, se poate da următoarea formulare unitară : 


Dacă (a) și (b,) au aceeași limită x €E R, atunci orice șir format cu 
termenii şirurilor (a) şi (b„), într-o ordine oarecare, are limita xo. 


5. Trecerea la limită în inegalităţi 


Propoziția următoare, demonstrată la început pentru şiruri conver- 
gente, este adevărată şi pentru şirurile cu limita infinită. 


Dacă (a) şi (5,) sînt șiruri cu limită și dacă a, <b, pentru orice 
n & N, atunci 


lim a, < lim b, 


10 n> O 


Într-adevăr, în toate cazurile care se pot ivi: 


an —> + © şi by => + ©; an~ xa şi by + ©; ap => — © şi bo; apr — © şiby— — © 
în care cel puțin una din cele două limite este infinită, inegalitatea este verificată. 


Rezultă de aici că este adevărată şi proprietatea următoare: 


Dacă ap < X, S bp, iar (a„) şi (b,) au aceeași limită x SR, atunci 
(x„) are limita xo. 


6. Modulul 


Dacă a, > + oo, atunci |a,| > + œœ. 
Dacă 4, > — œo, atunci la] > + œ. 


Dacă a, -=> +- œ în afara semidreptei (0, + œ) se află numai un număr finit de termeni; 
pentru ceilalți termeni, care se află în semidreapta (0, + œ), avem aş > 0, deci [a,| = am şi, 
deoarece limita unui șir nu depinde de un număr finit de termeni, avem: 


lim ja] = lim ap = + œ. 


n= n= 0 


- Să presupunem acum că &„—> — œ și să arătăm că |a „|—» + œ. Fie pentru aceasta 
(a, + 00) o vecinătate a lni + œ; semidreapta (— œ, — a) este atunci o vecinătate a lui 
— œ, deci avem ap < — a sau |a, | = — ay > a, adică | a| €E (a, + co) pentru toți indicii, 
cu excepţia unui număr finit dintre ei. Rezultă că | a„ | —> + oo. 
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Pentru a putea afirma şi în aceste cazuri că limita modulului este egală cu modului 
limitei, sintem conduşi să punem prin definiție. 


|+o|=+oșij—coj=+4+o. 


§ 4. Operații cu șiruri care au limită 


1. Suma șirurilor care au limită 
În dn sl d nl lt ti ni A 


Proprietatea cunoscută: Suma a două șiruri convergente este un șir 
convergent și limita sumei este egală cu suma limitelor se extinde, în cazul în 


care unul cel puţin din cele două şiruri are limita infinită, în felul următor: 
I) Dacă a, Za și bp > + œœ, atunci ap 4- b, > + o0. 
II) Dacă a, < a şi b, > — œo, atunci a, + b, > — o0. 


Într-adevăr, fie (a, + co) o vecinătate oarecare a lui -+ co; atunci (a — a, + œ) este 
de asemenea o vecinătate a lui + co. Deoarece b, —» + œ, avem b, E (a — «, + œ), adică 
b, > a — a pentru toți indicii, cu excepția unui număr finit dintre ei. Atunci 


an by >a+a—a=a, 
adică a, + bp € (a, + 00) pentru toți indicii, cu excepţia unui număr finit dintre ei, deci 
ap + by — + oo. 
Proprietatea II) se demonstrează în mod analog. 


Dacă (4,) este convergent sau dacă a, > + oo, atunci există a astfel 
ca 4, > a, pentru orice n & N. De asemenea, dacă (2,) este convergent, sau 
dacă a, > — œœ, există « astfel ca a, < « pentru orice n & N. Din 
cele două proprietăți de mai sus rezultă următoarele patru propoziţii: 


1) Dacă a, > + œ și b, > too, atunci a, + b, > +00. 
2) Dacă a, >a şi b, > +0, atunci a, + b, > + o0. 

3) Dacă a, > aşib, > —oo, atunci a4, + b, > — ce. 

4) Dacă a, > — œo şi b, > — oo, atunci a, + b, > — oo. 


Pentru a putea afirma şi în aceste cazuri că limita sumei este egală cu 
suma limitelor, sîntem conduși să punem prin definiție (notînd oo în loc 
de -+-oo). 


OO +- o0 = 00 
a + œo = œ + a = oo oricare ar fia ce R; 
a + (— œ) = — œ + a = —co oricare ar fia & R; 


— œ + (—0) = — o. 
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Observaţie. În cazul cînd a, > + oo şi b,— —oo, despre şirul 
(a, + b,) nu putem afirma nimic. Uneori şirul sumă are limită finită sau 
infinită, alteori nu are limită. Mai mult, oricare ar fi a & R, putem găsi 
Un Şir a, = +oo şi un şir d, = — oo astfel ca a, +b, >a. De aceea nu se 
acordă nici un sens scrierii oo — oo. Spunem că operația œo — oo nu este 
definită, sau că este o operatie fără sens. 


Egemple. 

1) (an): 1, 2,3, ..., 0, ... an=» + 0; 
(ba) :2 — 1, e — 2, a — 3, ... a — n, ... b, =» — ©: 
(ap + ön): a, a, a, c., Q.. ap + bpa. 

2) (an): 2, 4, 6, 8, , 2n, . anų + ®©; 
(bn) : old 34 — h,a.. b, = — 0; 
(ap + bn): 1, 2, 3, 4, ân + Onr => + oo 

3) (an): 1,2,3, ...,n,... an = + ©; 
(ba): — 2, — 4, — 6, ..., — 2n, b— — 2; 
lan + bp): — 1, — 2, — 3, ..., — A, an + by > — D. 

4) (an): 2, 2, 4, 4, ..., 2n, 2n, ... A= + ©; 
(54): — 1, — 2, — 3, — 4, ..., — 2n + 1, — 2n, ... b, = — ©; 
(an t bn):1,0, 1,0, ...,1,0,... nu are limită. 


Putem acum da o formulare unitară care să cuprindă atît teorema 
relativă la suma a două şiruri convergente, cît și cele patru propoziții de mai 
sus. 

Teoremă. Dacă şirurile (2,) şi (b„) au limită (finită sau infinită) 
şi dacă suma limitelor are sens, atunci şirul sumă (2, + b„) are limită și 


lim (2, T- b,) = lim a, + lim b,. 


n> 90 n= 0 n0 
Cazul exceptat : lim a, = + oo şi lim b, = — oo. Acest caz va fi denumit 
nan n= 0 


mai departe „cazul oo — oo”, 


Observaţie. Fie funcţiile f: E — R şig:E— R, Cu operaţia de adunare extinsă 
asupra numerelor infinite, avem următoarele relații : 


în EU) + g(%)) > = Au + int e(z) 
şi: 
sup (F) + et) s Sap f(x) + sup g(x). 
EE sEE 
Într-adevăr, dacă m, = inf E f(x) şi m, = inf fel x), atunci m, + ma S f(x) + g(x) pentru 
xeE 
orice x € E, deci, m, + ma S sinf (2) + g(x)). Ta fel se demonstrează şi a doua relație. 
Pentru orice multime A C E putem scrie acum egalitatea 
o(4) = sup f(x) — inf f(a) 
ZEA xEA 


fie că marginile sînt finite, fie că sînt infinite. 
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2. Produsul cu scalari al șirurilor care au limită 


Știm că dacă (5,) este un şir convergent și a un număr real, atunci 
şirul («b,) este convergent şi 


lim («b,) = a lim b,. 


n= 9 n 00 
În cazul cînd şirul (,) are limită infinită, avem următoarele propoziţii : 
I) b, > 4-20 dacă și numai dacă —b, > — oo. 
Să observăm că avem b, > a dacă şi numai dacă — b, < — a, deci b, € (a, + œ) dacă 
şi numai dacă — b, E€ (— œ, — a). Aşadar, în afara semidreptei (a, + œ) se află un număr 
finit de termeni ai șirului (5,) dacă și numai dacă în afara semidreptei (— œ, — a) se află 


numai un număr finit de termeni ai șirului (—b,). Aceasta înseamnă că b,—» + œ dacă 
şi numai dacă — bp„— — œ. 


Proprietatea se poate enunța şi astfel: 

a, > — oo dacă și numai dacă —ap— +oo. 

Într-adevăr, se pune ay = — bp, deci — a, = by şi se aplică proprietatea de mai sus. 
1) Dacă b, > +20 şi a > 0, atunci ab, > +00. 


a a 
Să observăm că 2, > — dacă şi numai dacă gb, > a, deci by E | —, + =) dacă şi 
(e4 (e4 
numai dacă «b, E (a, + œ). 
Fie o semidreaptă oarecare (a, + œ); deoarece b„—> + œ, în afara semidreptei 
a 
| —, + o] se află numai un număr finit de termeni ai șirului (,), deci în afara semi- 
e d 
dreptei (a, + œ) se află numai un număr finit de termeni ai șirului («b„) şi deci ab, — + œ. 
Din proprietăţile I) şi 1) de mai sus rezultă încă următoarele pro- 
prietăți : 


2) Dacă b, > —oo și a > 0, atunci ab, -> — oo. 


Într-adevăr, în acest caz — b, — + œ, deci «(— b„)—» + œ adică, — abp —> + œ 
și deci ab, —» — œ. 


3) Dacă b, > + œ şi a >0, atunci (— «) b, > — oœ. 


Într-adevăr, (— a) bn = «a - (— bn). iar — b, —> — œ, deci a(— ba) => — œ, adică 
(— a) b, => — œ. 


4) Dacă b, > — œo şi a >O, atunci (—a) b, > + œ. 
Într-adevăr, — b, => + œ, deci æ(— ba) —> + œ, sau (— a) bp —> + œ. 


O bservație. Proprietatea I) este un caz particular al proprietăților 3) şi 4), luînd 
«x = — l. 
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Pentru a putea scrie şi în aceste cazuri (a =+ 0) 


lim (a0,) = a lim b, 


n- 00 
sîntem conduși să punem, pentru orice număr real « > 0: 


x o0 = CO: Q = 00; 


a(—o0) = — ce : a = — o; 
(—a) co = co (—a) = —o0; 
(—a)(—c0) = —oo(—a) = +00. 
Rezultă, în particular, luînd « = —1 


(—1)oo = oo (—1) = —co; 


bd 


(—1)(— e) = (— o) (— 1) = keo, 


În loc de(—1) (—oo) se scrie —( — oo) ; deci — (— o0) = oo. 


Observație. Dacă « = 0, avem lim ob, = 0, oricare ar fi şirul (b,), fie că are, 
Nn- N 
fie că nu are limită. Într-adevăr, șirul (ab,) este constant şi are toți termenii nuli. 


3. Produsul şirurilor care au limită 


Stim că produsul a două şiruri convergente este un şir convergent şi 
limita produsului este egală cu produsul limitelor. 

Dacă unul cel puțin din cele două șiruri are limită infinită putem 
enunța următoarele proprietăți : 


I) Dacă a, >a>0 şi b, > + o0, atunci a,b, > + o0. 
Într-adevăr «bp =» + © şi apbn > abp, deci apby —> + œ. 
II) Dacă a, > x > 0 și b, > — co, atunci a,b, > — œ. 


4 
Deoarece b,— — ©, avem b,<0 (cu excepţia unui număr finit de indici) și din 
ay >> a, deducem apybn < &byp; dar bp — — œ, deci aby > — o. 


III) Dacă a, L — a < 0 şi b, too, atunci apb, > — o. 
Punînd 8 = — « > 0, avem — ap > B> O0, deci — apb —> + œ şi deci apby —» — ©. 
IV) Dacă a, L< —a <0 şi b, > — co, atunci a,b, > +00. 


Într-adevăr — b, — + œ, deci a(— by) => + œ, adică: — ab, + œ. 


OPERAŢII CU ȘIRURI CARE AU LIMITĂ 151 


Să observăm că dacă 4, > a >Q sau a, > + oo există un număr 
x >Q, astfel ca a, > « pentru toți indicii cu excepția unui număr finit 
dintre ei. 

De asemenea, dacă a, >a <0 sau 2, > — oo, există un număr 
x œ> 0 astfel ca a, < — a pentru toți indicii cu excepția unui număr finit 
dintre ei. Din cele patru proprietăți de mai sus deducem următoarele propoziții: 


1) Dacă a, > + œo şib, > + œ, atunci a,b, > + œ. 
2) Dacă a, > — oo șib, > + oo, atunci a,b, > — o0. 


3) Dacă a, > —.co şib, > — co, atunci a,b, > + o0. 
4) Dacă a, > a > Q si b, > + œ, atunci a,b, > + œœ. 
5) Dacă a, > a > Q şi b, > — œ, atunci a,b, > — o0. 
6) Dacă an > a < 0 şi b, > + o0, atunci a,b, > — œœ. 
7) Dacă an > a < Q0 şi bp > — œ, atunci a,b, > + o0. 


Folosind produsul dintre un număr finit = O şi un număr infinit, 
definit anterior, în ultimele patru propoziții putem afirma că limita produ- 
sului este egală cu produsul limitelor. 

Pentru a putea afirma şi în cazul primelor trei propozițiică limita 
produsului este egală cu produsul limitelor, sîntem conduşi să punem: 

œ- œ = o; co(— >æ) = (— æ) œ = — æ; (—c00)(— æ) = æ. 

Observaţie. În cazul cînd 2, —> 0, şi b, > oo sau b, > — oo, des- 
pre şirul (a„b„) nu putem afirma nimic. Uneori șirul produs are limită (finită 
sau infinită), alteori nu are limită. Mai mult, oricare ar fi a & R, putem 
găsi un șir &„ —> 0, şi un şir 6, > -+oo (sau b, > — oo) astfel ca a,b, > a. 
De aceea nu se acordă nici un sens scrierii 0 . oo sau 0 - (— >o). Spunem că 
operațiile 0-oo şi O : (—oo) nu sînt definite, sau că sînt operații fără sens. 


Exem ple. 
a a 
1) (24) arr Doi an= 0; 
(ba): 1, 2, 3, ..., n... by = + o; 
(anbu): a, a, a, „a, apby => a. 
NEI | 
lam: Ze ge p ayn = 0; 
(bn): 1, 4, 9, ...,n2, ... by + ©; 
lanbn) : L, 2, 3, „n... pb + oo. 
3) (aa) :— 1, — >, 4, a, s. an = 0; 
3 n 
(ba) : 1, 4, 9, ...,.m2,... by æ> + o; 
(abn): — 1, — 2, — 3, ..., >m, ... Anbu > — oo. 
1 1 l 1 
4) (an) L7’ 3’ 4’ 921 on ' . an — 0; 
(bn): 2, 2, 6, 4, ..., 4n — 2, 2n, ... by => + o; 
(anban): 2, 1, 2, 1, ...,2, 1, ... nu are limită. 


Dacă în aceste 4 exemple se ia (— b,) în loc de (P,) se obțin alte patru exemple în 
care primul şir are limita 0, iar al doilea şir are limita — œ. 
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Putem da acum o formulare unitară care să cuprindă atît teorema 


relativă la produsul a două şiruri convergente cît şicele șapte propoziţii 
de mai sus. 


Teoremă. Dacă şirurile (2,) și (9,) au limită (finită sau infinită) 
şi dacă produsul limitelor are sens, atunci șirul produs (2,b,) are limită și 


lim (a,b, ) = lim a, - limb,. 


n= 00 n— D N — 00 


Cazuri exceptate: lim 2, = 0 şi lim b, = + oœ; 


n= V n0 
lim a, = 0 şi lim b, = — oo. 
n— 00 n WQ 


Fiecare din aceste două cazuri va fi denumit mai departe ,cazul 
O . co”. De altfel, cazul O . (— oo) se reduce la cazul 0 - oo, deoarece dacă 
a, > 0 şi b, > — oo, atunci —a,„, > 0 şi —b„, > co şi a,b, = (—a,)(—0,). 


4. Citul şirurilor care au limită 


Știm că raportul a două şiruri convergente este un șir convergent dacă 
limita şirului de la numitor este diferită de 0, şi Zimita raportului este egală 
cu raportul lin ttelor. 


Pentru şirurile care au limite infinite avem următoarea proprietate : 


LA a . 1 
I) Dacă b, > + œo, sau dacă b, > — œo, atunci — >Q. 


n 


Din ipoteză deducem că |b„]|—» + ©; să arătăm că 


-> 0, de unde va rezulta 


n 


1 
că ——0. 
bn 


1 
Fie (a, B) o vecinătate a lui 0, «a < 0 < ßB; deoarece |by| —> + ©, avem |ba| €E f „+ 2] , 


1 1 
adică |b] > — şi deci D < B, adică 
n 


măr finit dintre ei. Rezultă că Pi — 0 şi deci — — 0. 
n n 


€ («, p), pentru toți indicii, cu excepția unui nu- 
n 


Din această proprietate deducem următoarele propoziții : 


Y . „d 
1) Dacă a, > a şi b, > +00, atunci ~ >Q. 
n 


ea . . A 
2) Dacă a, >a și b, > — œ, atunci 7 >Q. 
n 
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1 
Într adevăr, în ambele cazuri Pia 0 şi 
n 


Pentru a putea afirma şi în aceste cazuri că limita raportului este 
egală cu raportul limitelor, sîntem conduşi să punem 


< = 0 şi — = 0, oricare ar fi a & R. 
+0 — 0 


Observații. 1° Dacă ambele șiruri (2,), (4) au limite infinite, despre şirul cît 


a 
(2) nu mai putem afirma nimic. Uneori şirul cît are limită (finită sau infinită), alteori 
n 

nu are limită. Mai mult, oricare ar fi numărul a € R, putem găsi două şiruri (24) şi (b4) 


aa opr: an 
cu limite infinite astfel ca — — a. 
n 
Sa A © —00 00 — 00 ` 
De aceea nu se acordă nici un sens scrierilor —, ——, ——, ; spunem că 
00 


2 


00 —00 —00 
operaţiile respective nu sînt definite, sau că sint operatii fără sens. 


Exemple. 

1) (a„): a, 2a, 3a, ..., na, ..., (a > 0); an => + ©; 
(ba): 1, 2, 3, AU. by => + o; 
+) i 

—|:a,a, a, ...,a, — =a 
n ba 

2) (an): 1, 2, 3, , 7, . an => + ©; 

(bn) : 1, 22, 32, .. n?, bn —> + 00 ; 
, 1 1 I a 

ze) 1, — Ld Du 2 2 — 2 — 0 
n 2 3 n by 

3) (an): 1, 22, 32, ..., nÈ, an => + ©; 
(ba): 1, 2, 3, „Rh, by>> +0; 
| ze) 1, 2,3 4 

un I 2 > ? n, — =p 00 
ba bu 

4) (a4):2, 2,6, 4, , 4n — 2, 2n, an=» + © ; 
(ba): 1, 2, 3, 4, , 2n — 1, 2n ba Lo; 

An 
(#):2 1, 2, 1, ...,2,1,... nu are limită. 
bn 

Înmulţind cu — 1 unul sau ambele şiruri din fiecare exemplu, se obțin alte exemple 


pentru cazul cînd unul sau ambele şiruri au limită — oo. 
Trebuie observat că dacă a„n—» +oo şi bp, — + œ, sau dacă a, —> — œ şi b, => — œ, 


a 

şirul = are termenii pozitivi, cu excepţia unui număr finit dintre ei; dacă deci şirul cît 
n 

are limită, această limită este pozitivă (finită sau + 00). 
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Pentru un număr a < 0, putem găsi totdeauna un șir 2p,— + œ și un şir buy— — œ, 


dn 
astfel ca '—.— aa. 
n 


Reamintim că o altă operație fără sens este împărțirea cu Q. 


S-a arătat că dacă ag — 0 şi b, — 0, şirul cât | c) are uneori limită (finită sau infinită), 
alteori nu are limită. 

Dacă însă a„—» at 0 (sau dacă a=» + co sau ay =» — 00) ṣi ba — 0, şirul cît (=) 
este totdeauna nemărginit; uneori are limita + œ sau — œ, alteori nu are limită. 
__ Putem acum da o formulare unitară relativă la limita cîtului a două 
șiruri : 

Teoremă. Dacă şirurile (a,) şi (5,) au limită (finită sau infinită) 
şi dacă raportul limitelor are sens, atunci șirul (=) are limită și: 

n 


lim ay 
lim 2 = 22e 
n= 00 


Cazuri exceptate : 
1) lim | a„| = + œœ și lim |b, | = + œ. 


n0 


. . kd e . e e . 0O 
Fiecare din cele patru cazuri cuprinse aici vor fi denumite „cazul =”. 
00 


De altfel, cazurile © , 22 , 22 se reduc la cazul © ; de exemplu, dacă 
— oo” +o — 0 00 
4, > + œœ ṣi b, > — o, atunci — b, > + oo, iar "= — etc: 
n — Un 
2) lim b, = 0. Dacă avem şi lim a, = 0, acest caz va fi denumit 


n— V 


mai departe ,cazul 2», 
Observație. În cazul cînd lim a, = 0, şi lim b, = 0, avem tot- 


nQ Nne V 


deauna lim 


naw 


= -+ oo. 


n 


Într-adevăr, [bal =» 0, şi |b„| > 0 deci =» + ©; apoi jap —> la] > 0, deci 


lön] 


an 
=> 00. Trebuie observat însă că, deși! — |=» + œ, este 


=> |a| - œ = co, adică 


n n 


1 
|d| 
posibil ca şirul | = să nu aibă limită. 
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5. Aplicaţii 
1) Dacă x„ > + oo, atunci (1 + 1y” — e. Vom scrie 
Xn 


lim +a” = e. 


Iyn A 
Putem presupune +, > 1, înlăturind, eventual, numărul finit de termeni care nu veri- 
fică această condiție. 
Pentru fiecare termen z,, fie pa, numărul natural care verifică inegalităţile 


Pn S 4n <Pnrl. 
Deoarece Xy => + © şi pn + 124p avem pp + l— co şi atunci avem de asemenea 


Pn —> + o. , , 
Deoarece (pp) şi (bn + 1) sînt formate din numere naturale şi au limita + œ, rezultă 
i f + |” li f + 1 ii 
im —| =e, im = 
n— 00 Pn n= 00 Pnt 1 


1 1 


Avem de asemenea —- =p 0, ——— 
» Pn + 1 


— 0, deci 


L+) = 1 ai lim 


nD 


1 
1 = I 
äm | | +) 


A IE | 1 P f | 1 i h: „ 1 
unci ~ = j , 
Par Én +1 Punt 1 


deci : 
j f n j f 4 1 ii i h n 1 p 
im + = lim im =g: l=e 
n= | Part n Pant I nao Pn + 1 
De asemenea, 
1 Par 1 Y2n 1 
n Pn Pn 
deci: 
1 ÎPa+l 1 )2n 1 
lim [+> = tim (1+ >] lim (1+ =e.: l=e 
nD Pn n>n | Pn nD Pn 
Din inegalitățile bp, < 4n < Pn + 1 deducem succesiv 
l < l 1+ <1+ <1 +: : 
bn Hi ` an Pa Pnt ra Pn 
Zn l '2n 1 lin Le 
(n pal <br) ser) sera] <a 
Pn t 1 Xn Xn 
adică : 
h + 1 j” h 4 1 y” i+ 1 ip 
< — 
Pnt 1 Kn 
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1 )xn 
şi, deoarece şirurile de la extremităţi au limita e, rezultă că şirul f + =] are limita e. 
Xn 


v e; 1,7 . 
2) Dacă x, > — œœ, atunci (1 + —] ” >e. Vom scrie 
Xn 


lim (1 -+ >” = e 


Xp — co Xn 


Să punem yy = — Xp. Atunci y, = + œ, deci y, — l = œ şi deci 


ri paz 
Xn Yn 


Yn Yn — 1 


1  \yn—!1 1 
er) 
Yn— 1 Yn — 1 


Deoarece y„ — 1 —> + co, rezultă că 


| 
n 
pi 
+ 
a 
x 
| |= 
l 
Saun 
a 
2 
| 


— 0, deci 1 + 
Yn — l 


1 ja l Yn—l 
lim [+>] = aim (1 + 
n0 Xn 


N> e ei Yn — 1 


>! şi deci: 
Yn — 


1 
3) Dacă x, > 0 şi x, > 0, atunci (1 „e. Vom scrie 
1 
lim (1 + x,” = e. 
0 


1 
Să punem yy = — 


> 0; deoarece 4, > 0 şi x, — 0, rezultă y„ — œ şi deci: 
n 


1 Vyn 
£ + ~] — e. 
Yn 


Dar 


— 1 
(+ ap)” = ( +>)” 


7 


şi deci: 


4) Dacă x, 


Să punem y, 


şi deci: 


5) Dacă x, 


Într-adevăr, 


adică : 


deci : 


Observaţie. Raționamentul de mai sus se aplică 
loc de e deoarece pentru a >> 2 avem a* > x oricare ar fi x. Se va arăta mai departe că avem: 


oricare ar fi a > l1. 
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1 


lim (1 + x,„)” = e. 
xn>0 
Xy <0 


1 
= — ; deoarece x„ < 0 şi x, =— 0, avem y, => — co, deci: 


n 


1 Yn 
( + — e. Dar 
Yn 


: 1y 

sin n 
TES 
Yn 


1 


(1 + xn)” = e. 
. Cin . 
> + oo, atunci —> + oo. Vom scrie 
n 
en 
lim — = + oo. 


tnn Xn 


deoarece e* `> x pentru orice + e R, avem: 


2 
Zu 2 žn 2 Xn 
cân (2) e 2 > 2 
m (a Wa 
x? x? 
n n 
1 2 ( Xn X2 1 | — ng [- j 
= |— =j =|— x = | — l fy. 
ge” 
— > — Xn. Dar — yn => + oœ, 
Xn 
e” 
lim — = œ, 
n= 0 “n 


6) Din exemplul 5 rezultă 


Xn 


lim 


Xp 00 pă 


< 0, și x, > 0, atunci (1 + x," => e. Vom scrie 


pentru orice bază a > 2, în 
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v In xy . 
7) Dacă x, > + œ, %„ > 0, avem — 0. Vom scrie 
Xn 
. In Xn 
lim ——= = Q. 
In Xn 
Din inegalitatea e* `> + > 0, deducem v > În x pentru x >Q. 
Presupunind 44 > 1, avem 
In 4 ln (V zrn) In V xn V 2 1 
a a M gg 2 2, 
Xn Xn Xn Xn y Xn 
„N 4p 2 
adică < — Z: 
În V&n 
Dar xn —> + œ, deci Va œ, şi deci —.— 0. 
Xn 
Aplicînd criteriul de convergență al şiturilor deducem Z0 
Xn 
8) Din exemplul 7 deducem 
bd X 
lim —— = + >æ. 
A În Xn 
Într-adevăr, presupunînd +4 > l, avem > 0 şi — 0; 
Xn n 
deducem 
Xn 
— + ©. 
În Zn 


9) Dacă x, > — œo, avem x, e” — 0. Vom scrie 


lim x, er =Q. 


Xn => — 2V 
Într-adevăr, să punem + = — Yn, deci yn —» + oo. Atunci 
— Yn 
tyne” = — Yne In = — —— 0. 
Pau 


10) Dacă x, > 0, x, > 0, atunci x, În x, > 0, Vom scrie 
lim x, În x, = Q. 


Xn=0 


] 
Să punem ya = —; deoarece +, > 0 și xp —» 0, avemyp— + oo. 
Xn 
Atunci : 
1 l ln 
saln zn = — In — = 0, 
Yn Yn Yn 
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6. Puteri 


Pentru puteri de şiruri convergente s-a demonstrat că: 
dacă a, > a şi «, > a, dacă a“ are sens (adică a > 0 pentru « < 0, a, >O 
şi a > 0 pentru a > 0), atunci a” > a*, adică 
lim 44 
lim am” = (lima,) "* 


n= 00 na D 


Pentru şirurile care au limite infinite avem următoarele propoziţii : 


1) Dacă a, > oo Și ap > 00 , atunci a” > oo. 
2) Dacă ap >a >11 și &, > oœ , atunci a,” — co. 
3) Dacă a, > + co ȘI aa > — 00 , atunci a” > Q. 
4) Dacă ap >a >11 şi a, > — œ , atunci am >Q. 
y l . . 
5) Dacă ap > —,a > 1l şt «, > + œ , atunci am” —> Q. 
a 
6) Dacă a, > 0 Și anp > + oo , atunci a >Q. 
Y l . . 
7) Dacă a, > —, a >œ>1 şi a, => — co , atunci ax — + oo. 
a 
8) Dacă a, > + oo si a> a >0 „atunci am — + oo. 
9) Dacă a, — + oo și a, > — a, a >0 , atunci a" >Q. 


An 
Într-adevăr, avem: a? = Dan — emm in 


Să observăm că dacă an —» + œ, atunci In an —» + co, dacă an =» a > 1, atunci ln ay —> 
1 1 

— In a > 0, iar dacă an—> —, a > 1, atunci In a„—> ln— < 0. De asemenea, dacă Bpa — 
a a 


— + œ, atunci en — + œ, iar dacă Ba => — œ, atunci efn — 0. Cu excepţia propoziției 6) 
toate celelalte se demonstrează folosind teoremele privitoare la produsul de șiruri aplicate pro- 
dusului e, In ag. 

Pentru exemplificare, să demonstrăm propoziția 9). Deoarece ay — + œ, avem În a, — 


— + oo; şi deoarece ay —> — « < 0, avem apln an => — œ, deci e% 4n mp 0, adică an — 0. 

Propoziția 6) se demonstrează astfel: deoarece a, — 0, există un număr a < 1, astfel 
ca ây Sa < 1, cu excepţia unui număr finit de indici. Dar «n => + œ, şi pe baza proprietăţii 
5) deducem 4%” = 0; deoarece an > 0 (cu excepţia unui număr finit de indici), din asa 
deducem ap” < a? — 0, deci a%”— 0. 


Lăsăm pe seama cititorului, ca exerciţiu, demonstrarea celorlalte propoziţii. 


Pentru a putea scrie şi în aceste cazuri, ca şi pentru şirurile con- 
vergente, că 


lim Op 


lim (a%) = (lim a,)"* 


nN n 00 
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sîntem conduși să punem (a > 1, « >Q) 


1 je 
00% = 00; 4” = 00; o7” = 0; 2-0 =0; |7] = 0; 


o) 1 j-e Oe 
0 =0;7 = 00; SO = 00, 
a 

Observație. Nu se acordă nici un sens scrierilor 1”, 17° şi >o? 
deoarece dacă 2, = 1 şi a, > + >o sau 0, > — oo, respectiv dacă a, > >o 
și a, > 0, despre șirul a%» nu se poate afirma nimic. Uneori are limita 
finită pozitivă sau -+ oo, alteori nu are limită. Mai mult, oricare ar fi a > 0, 
putem găsi două şiruri a, -l șia, > +- oo, respectiva, = -+ oc ṣi a, > 0 
astfel ca am — a. Spunem că operațiile 1%”, 1-* şi oc nu sînt definite 
sau că sînt operații fără sens. 


Exemple. 
Cazul 1°” 
[o4 & 
1) (an): e%, ež, ceh cc, dal; 
(an): Î, 2, ..., n, ... ap + o; 
any . a a 
(ap): 6%, e, ..., 6%, ap mMm A, 


Dind lui « toate valorile veale, obținem pentru e toate valorile strict pozitive. 


o 1 
2) (an): e, ež, ed, ceh, ..., an= l: 
(an): l, 22, 32, ..., n3, ..., n= + ©; 
An) An 
(ag): e e2, @, ..., e”, cap + oo. 
—1 _l 
3) (an) e, ed ce PB, n an= l; 
(ap): 1, 22, ..., n3, ... by + o; 
Op . p— — — an 
(ap) et, e, a, e, nnn a mO. 
1 2I l 
4) (an): et, e?, e3, et, ... an= l; 
(an): 1, 2, 3, 4, ... An —> + O; 
(49%): e71, e, 61, e, ... nu are limită. 


Schimbind pe a, în — ap, obținem alte patru exemple pentru cazul 1-02, 


Cazul co0 


1) (an): e, e2, e, ..., €”, ...an => O; 
a aga a 
lam): a De ze ee ..- On = 0; 
(097): 6%, e, e, ..., eF, e ah că; 


dînd lui æ toate valorile reale se obţin pentru e% toate valorile strict pozitive. 
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2 
2) (an): e, e”, e, s.. E”, cc dp tH O; 


l 1 
an: 1, —, —,..., —,;, ... an= 0; 
(an) 2° 3 > n 
(277): e, 6,6, en.e, Pr, ..., ah =e + o. 
3) (an) : e, Te, e? , saag en’, ... an= + 00; 
lan) i 1 l l 0 
n): — 1L, — pe Tg cc. Aam AU 

" 2 3 n ” 

(225) : 61, e2, et, ..., e”, ... ap” 1—0. 
4) (an): e, e2, 63, ..., ©, ..., An =m +H O; 

) „ul l ( pn d 0 
an): — lL, T, =, sc... (— T; e}; = U; 
(an 2 3 n n 
(225): et, e, e7}, e, ... nu are limită. 


Reamintim că altă operație fără sens este 0°. În cazul cînd a„— 0, 
(a, > 0) şi a, > 0, despre şirul (a%) nu se poate afirma nimic. Uneori are 
limită finită pozitivă, sau + >, alteori nu are limită. Mai mult, oricare 
ar fi a > 0, există un șir 4, —> 0 şi un șir a, —> 0, astfel ca a” —a. 

Putem acum da o formulare unitară care să înglobeze atit teorema 


privitoare la puterile şirurilor convergente, cît şi cele nouă propoziții de 
mai sus. 


Teoremă. Dacă (2,) și («,) sînt două şiruri eu limită (finită sau 


lim An 
infinită) şi dacă puterea (lim 2,)'”” are sens, atunci şirul (a%”) are limită şi 
N 0 
lim An 
lim a = (lim &,„)”?” 
n>N Hi — 


Cazuri exceptate : 


r 


d, > l ṣi «v, > + oosau g, > — oo. Fiecare dintre aceste două cazuri 
vor fi "denumite „cazul 1%”; 


4, > 0 şi a, > 0, denumit „cazul oo°”; 


a, > Q şi a, > 0, denumit „cazul 0°”, 


§ 5. Puncte limită ale unui șir 


Un număr a, finit sau infinit, se numește punct limită al unui sir (ap) 
dacă orice vecinătate a lui a conține o infinitate de termeni ai șirului. 


Observa ţii. 1° Dacă un număr se repetă într-un şir de o infinitate de ori, 
acest număr este punct limită al şirului, 


1] — Analiza matematică, vol. I 
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2° Un şir poate avea mai multe puncte limită. De exemplu, șirul 
0, 1,0, 1, ...,0, 1, ... 


are două puncte limită, şi anume O şi 1. 
3° Există șiruri care au o infinitate de puncte limită. De exemplu, şirul 


|, 2; 1, 2, 3; 1,2, 3, 4; 1, 2, 3, 4,5; ...; 1,2, 3, .., n, o... 


are o mulțime numărabilă de puncte limită şi anume fiecare număr natural este punct limită 
al acestui șir (deoarece fiecare număr natural se repetă de o infinitate de ori). De asemenea, 


+ co este punct limită. 
4° Există şiruri pentru care mulţimea punctelor limită este toată dreapta reală. 
Într-adevăr, deoarece mulțimea numerelor raționale este numărabilă, putem așeza 


toate numerele raţionale într-un şir : 


ĉi» Ag» Ag» . . .ş An», e.. 


Fie z, un număr real oarecare, (a, f) o vecinătate oarecare a lui xg. Orice interval con- 
ține o infinitate de numere raționale. Deci vecinătatea («, $) a lui x conține o infinitate 
de termeni ai șirului (ap); rezultă că x, este punct limită al acestui şir. Cum #ọ a fost ales 
arbitrar, rezultă că orice număr real este punct limită al şirului (an). 

De asemenea, -+ œ şi — œ sînt puncte limită ale acestui şir. 

5° Dacă a este punct limită al șirului (a), în afara unei vecinătăţi a lui a se pot, 
de asemenea afla o infinitate de termeni ai șirului. 

De exemplu, pentru şirul 1, 0, 1,0, ...,1,0,... 


3 23 cata ai 
şirului. În afara vecinătăţii >) a lui 1 se află o infinitate de termeni ai șirului, și anume, 


numărul 1 este punct limită al 


PI , 
toţi termenii nuli. , 
6° Există şiruri care nu au nici un punct limită finit, de exemplu şirul numelor natu- 


rale 1, 2, 3, ... 


Propoziție. Un număr 4 este punet limită al unui şir (2,) dacă 
şi numai dacă există un subsir al acestuia care tinde către a. 


Dacă există un subşir care tinde către a, atunci în fiecare vecinătate a lui se află toți 
termenii subșirului, cu excepția unui număr finit dintre ei, adică o infinitate de termeni 
ai şirului (ax), deci a este punct limită al şirului (az). 

Reciproc, fie a un punct limită al șirului (24). Să presupunem întîi că a este finit. În 
vecinătatea V, = (a — 1, a + 1) a lui a se află o infinitate de termeni ai şirului: fie an, unul 
dintre aceştia. Avem jap, —a| < 1. 

Să presupunem că am ales un termen ay b în vecinătatea 


l l 1 l 
Vp = [+ — —, a + —|. În vecinătatea Vp}; = |a — a+ |se află o infini- 
? $ i $+! £ +1 
tate de termeni ai șirului; alegem în Vp}, un termen anp CU Apy, > np Avem jang, —a|< 
1 
< ~. 
+1 


Așadar, prin inducţie completă putem alege un subsir de numere naturale n, < n, < 
N.. <np < ..., astfel ca 


1 
| anp — al < p pentru orice p EN; 
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(anp) EN este, un subşir al șirului inițial și din inegalitäțile precedente, folosind criteriul de 
convergență, deducem că 


lim ap, =a. 
= ”p 
Dacă a = + æ se aleg vecinătățile Vp = (p, + œ) ale lui + œ și se procedează 


<, ss iau vecinătăţile V = (— œ, — p). 
„ Din lema iui Cesăro rezultă că un şir mărginit are cel puțin un punct 
în extensiunea acestei leme rezultă că orice șir are cel puțin un punct 


(RD (ai 


Lemă. Mulțimea A a punctelor limită finită ale unui şir (2,) este 
inehisă, 

Dacă 1 =Ø, atunci A este închisă. Să presupunem că A = Ø şi fie a un punct 
aăerenț a! lui A. Fie de asemenea o vecinătate V a lui a; în această vecinătate se află cel 
puţin un puact b € 4, iar V este şi o vecinătate a lui b. Deoarece b este punct limită al 
şirului, in vecinătatea V al lui b se află o infinitate de termeni ai șirului. Așadar, în orice 


vecinătate V a lui a se află o infinitate de termeni ai șirului, deci a este punct limită al șirului, 
adică a € A. Deoarece mulțimea A își conţine toate punctele aderente, este închisă. 


Din această lemă rezultă că dacă A nu este vidă, şi dacă este minorată, 
atunci inf A & A, iar dacă este majorată, atunci sup A aS A. 


Propoziţie. Pentru orice şir (2,) există un cel mai mie punct 
limită (finit sau infinit) şi un cel mai mare punct limită (finit sau infinit). 


Într-adevăr, dacă şirul (24) este nemajorat, atunci + œ este punct limită al șirului, 
deci + co este cel mai mare punct limită al șirului. 

Să presupunem că (an) este majorat şi fie A mulțimea punctelor sale limită finite. Dacă 
A este vidă, înseamnă că singurul punct limită al şirului este — œ, deci — œ este şi cel 
mai mare punct limită al șirului. Dacă A nu este vidă, mulțimea A este majorată, ca şi 
şirul (a), iar sup A €E 1, adică sup A este punct limită, şi deci cel mai mare punct limită 
al şirului. 

Existența celui mai mic punct limită al şirului se demonstrează în mod asemănător. 


Definiție. Fie (4,) un șir. Cel mai mie punct limită al şirului se 
numeşte limita inferioară a şirului şi se notează lim inf a, sau lima,; cel 
N= 00 n= 
mai mare punct limită al şirului se numește limită superioară a șirului şi se 
notează lim supa, sau lim &,. 


nan XR 


Cele două limite extreme ale șirului sînt caracterizate de următoarele 
proprietăți : 


I) ? = lim inf a„ dacă și numai dacă, pentru orice vecinătate (a, B) 


n 00 


a lui l, sînt îndeplinite următoarele condiții : 


1) multimea indicilor n pentru care a, <a este finită sau vidă; 


< 
2) multimea indicilor n pentru care a< B este infinită. 
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II) L = lim supa, dacă și numai dacă, pentru orice vecinătate (a, B) 
n= œ 


a lui L, sînt îndeplintte următoarele conditii : 
1) mulțimea indicilor n pentru care B < a, este finită sau vidă; 
2) mulțimea indicilor n pentru care a < a, este infinită. 


Următoarea relație se verifică fără dificultate : 
— oo < inf a, < lim inf a, < lim sup a, < sup a, [< + oc. 


n EN n= œ n> "EN 


Propoziţie. Un şir are limită dacă şi numai dacă limitele sale 
extreme sînt egale. Dacă șirul are limită, limitele extreme şi limita şirului 
sint egale. 


Dacă şirul (an) are limita a, atunci în afara oricărei vecinătăți (a, B) a lui a se află 
cel mult un număr finit de termeni ai șirului, deci inegalitățile an a şi B <L ay sînt veri- 
ficate cel mult de un număr finit de termeni, iar inegalitățile ap f şi e ap sînt veri- 
ficate de o infinitate de termeni! ai șirului. Rezultă că 


a = lim inf a, şi a = lim sup an, 
n= 0 n=- 
deci limitele extreme sînt egale între ele şi egale cu limitele șirului. 

Reciproc, să presupunem că limitele extreme sint egale și să notăm cu a valoarea 
lor comună. Pentru orice vecinătate («, B) a lui a, inegalitățile ap < « şi B< an sînt veri- 
ficate cel mult de un număr finit de indici, adică în afara vecinătății (~, £) se află cel 
mult un număr finit de termeni ai șirului. Rezultă că a este limita șirului. 


Corolar. Un şir are limită dacă și numai dacă are un singur punet 
limită. 
Propoziţie. Dacă limo, = 1, atunci 
=> %0 
lim sup 0,4, = lim sup a, şi lim inf „a, = lim inf e. 
n= 00 n— 0 n—= 0 N CD 
oricare ar fi şirul (4,). 


Să notăm e = lim sup ap şi co” = lim sup auap. 
n=- N= 


Există un subșir an, — o; atunci «n, —> 1, deci ay pEnp — © şi deci o este punct limită 


al şirului (a4âp), de unde rezultă că œ << lim sup apar = w. 
n= N 


Există de asemenea un subşir an, An, — w'; atunci an, = 1, deci 
k 


k kd . 7 t b - . 
ap, = E a 0”, deci o’ este punct de limită al șirului (an), de unde rezultă că 
Xn 
k 


o < lim sup an = o. 
n= D 
Aşadar, w' = œ, adică 
lim sup «pan = lim sup aa. 
9 — 90 naO 


La fel se demonstrează şi cealaltă egalitate. 
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Propoziţie. Dacă a, < b, pentru orice +, atunci 


lim sup a, < lim sup b, şi liminta, < lim inf b„. 


n= œ% n= n= 
Fie e = lim sup ag; există un subşir an, — œ; orice subșir al șirului (an,) are limita 


n= 20 
&. Atunci, dacă un subșir al șirului (bnp) are limită, ea este mai mare sau egală cu œ, adică 
orice punct limită al şirului (ba p) este mai mare decit vu. 
Cum punctele limită ale șirului (bp,) sint şi punctele limită ale șirului (by), rezultă că 
© -< lim sup ba. 
I 


Cealaltă inegalitate se demonstrează la fel. 
Se demonstrează următoarele egalități : 


lim Sup ap = inf sup any; 
n- nEN b>0 


lim inf an = sup inf an4p 
n= 0 nEN p>0 


Capitolul V 


LIMITE DE FUNCŢII. CONTINUITATE 


§ 1. Limita unei funcţii într-un punct 


1. Punerea problemei 


Într-unul din capitolele precedente au fost studiate limitele unor 
funcții particulare, anume şirurile. Un şir (2,) are limita a (finită sau infi- 
nită) dacă pentru valori ale indicelui n suficient de mari (suficient de vecine 
cu + oo) putem realiza ca termenii şirului să fie cît dorim de apropiați 
(vecini) de a, 

n acest capitol va fi studiată noţiunea de limită într-un punct a 
unei funcţii oarecare. Problema care se pune acum se poate formula astfel : 

Dîndu-se o funcție reală de variabilă reală f: E — R, să se cerceteze 
comportarea sa în jurul unui punct xp, adică să se cerceteze ce se întîmplă 
cu valorile f(x) ale funcției atunci cînd argumentul x se apropie din ce în 
ce mai mult de x. Se apropie şi valorile funcției din ce în ce mai mult de 
un anumit număr / (finit sau infinit)? Altfel spus, problema care se pune 
este dacă pentru valorile argumentului x suficient de vecine cu x putem 
realiza ca valorile funcției f(x) să fie cît dorim de vecine cu un anumit 
număr / (finit sau infinit). 

Problema astfel pusă necesită unele precizări. Comportarea funcției f 
în jurul lui x, se referă nu la valoarea funcției în x, ci în celelalte puncte 
vecine cu xp; prin urmare, problema comportării funcției în jurul lui xo 
se poate pune chiar dacă funcția nu este definită în x Pe de altă parte, 
pentru a putea studia comportarea funcției în jurul lui xo, trebuie să existe 
puncte x = Xo oricît de vecine cu xo în care funcția f să fie definită, adică 
Xo trebuie să fie punct de acumulare pentru mulțimea E pe care este defi- 
nită funcția f. 

Dacă mulțimea E este nemajorată, ea are punctul + oo ca punct de 
acumulare. În acest caz se poate pune problema comportării funcției în 
jurul lui + co, dînd argumentului x valori din ce în ce mai vecine cu + oo 
(adică din ce în ce mai mari) și văzînd ce se întîmplă cu valorile funcţiei. 
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Dacă mulțimea E este peminorată ea are punctul — oo ca punct de 
cumulare. În acest caz se poate pune problema comportării funcției în 
urul lui — oo. 


, Definiția limitei cu ajutorul vecinătăților 


Considerațiile precedente ne conduc la definiția limitei unei funcții 
într-un punct, 

Fie funcția f: E > R, şi xọ un punct de acumulare al mulțimii E 
(xo finit sau infinit). 


Definiție. Se spune că un număr 7 (finit sau infinit) este limita 
functiei f în punctul x, dacă pentru orice vecinătate U a lui / există o vecină- 
tate V a lui x, astfel încît, oricare ar fi x = x, din V f E, să avem f(x) & U. 


În această definiție, V depinde, natural, de U. 
Limita funcției f în punctul x se notează: 
lim f(x) sau, mai simplu, lim f(x) 


2—3, Z> Xo 


Et 
şi se citeşte 


„limită de f(x) cînd x tinde către xg”. 


Observaţii. 1° În loc de lim f(x) = 1 vom scrie adesea „f(x) =] cînd x= x,” 
XI 


0 
sau, uneori, f(x) a— 7. Notaţiile: lim f(x}, sau f(x) =» l, sau x =» x, scrise separat nu au sens. 
I=, 


2* După cum s-a specificat la început, problema existenţei limitei funcției f în punctul 
žo St poate pune chier dacă f nu este definită în x, adică dacă x Æ E (x, fiind însă punct 
de acumulare al lui E). În acest caz, restricția x = x din definitia limitei este de prisos, 
fiind verificată de la sine (deoarece z E V N E şi x É E). 

În particular, dacă E nu este majorată, se poate lua x, = + œ, iar dacă E nu este 
minorată, se poate lua 2, = — œ. În aceste cazuri condiția x = x, este verificată de la sine. 

Dacă însă x, nu este punct de acumulare al mulțimii E (adică dacă este un punct 
izolat al lui E sau punct exterior al lui E), definiția limitei nu se mai poate aplica. Problema 
existenței limitei funcției nu are sens într-un asemenea punct. 

De exemplu, pentru funcția f(x) = In x definită pe E = (0, + œ) nu are sens lim In x 


x=—i1 
sau lim in x, deoarece — 1 şi — 5 nu sînt puncte de acumulare (ci sînt puncte exterioare) ale 
x—=—5 
mulțimii E. 


De asemenea, pentru funcția f(x) = n?, definită pe mulțimea N a numerelor naturale, 


nu are sens lim n?, deoarece 5 nu este punct de acumulare (ci este punct izolat) al mulțimii N. 
n—5 


3° Dacă f este definită în x adică dacă xo E E, (x, fiind punct de acumulare pentru 

E), funcția f poate să aibă în punctul 4, limită diferită de valoarea f(x) a funcției în acest 

punct, adică putem avea lim f(x) = f(x). Funcţiile pentru care avem lim f(x) = f(¥o) (adică 
>o X Xo 
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la) f(x) cînd x — x) se numesc funcții continue în punctul xp şi vor fi studiate în capi- 
totul următor. 

4° Definiţia limitei unei funcţii într-un pnnct conține în particular definiția limitei 
unui şir. 

În adevăr, un şir (a4) este o funcţie f(n) = a definită pe mulţimea N a numerelor 
naturale, care are un singur punct de acumulare, + œ, Se poate considera deci limita aces- 
tei funcţii în punctul + co. 

Definiţia limitei acestei funcții în punctul + œ, lim f(n), este echivalentă cu definiția 

n=+ o 
anterioară a limitei şirului (24), lim az. 
+= 0 

5° A spune că / nu este limita funcţiei f în punctul x, înseamnă că: există o vecină- 
tate U, a lui 7, cu proprietatea că, pentru fiecare vecinătate V a lui x, există un punct 
X Æ Xp Qin V N E, astfel încît f(x) Æ U, (în această propoziţie, + depinde de V). 

A spune că funcţia f nu are limită în punctul z, (sau că lim f(x) nu există) înseamnă 

e d > 
că: oricare ar fi numărul Z (finit sau infinit) există o vecinătate U a lui / (U depinde de 2) 
cu proprietatea că, pentru fiecare vecinătate V a lui x, putem găsi un punct x = x, din 
V N E (x depinde atit de V cît şi de 7) astfel încît f(x) Æ U. 

6° Definiția de mai sus a limitei se aplică pentru orice funcție f: E — F, unde E şi F 
sint spații topologice oarecare (in acest caz x% este punct de acumulare al lui E, iar l € F) 


3. Definiţia cu e şi 6 a limitei 


În definiția cu vecinătăți a limitei, să luăm vecinătăţile U ale lui Z 
de forma : 


((—s ,l-+ e) cu e > 0, dacă 7 este finit; 
(e, + co), dacă [= -+ oo (e oarecare, nu neapărat >0); 
(— oo, £), dacă / = — oo (e oarecare, nu neapărat < 0) 


și vecinătățile V ale lui x, de forma: 
(Xo — ò, Xo + 6) cu ò > 0, dacă x, este finit; 
(6, + oo), dacă x, = + oo, (è nu neapărat >0); 
(— oo, ò) dacă xo = — oo (6 nu neapărat < 0). 


A spune că x & V înseamnă: 


[x — xo < ô, dacă x = este finit; 
x > 58 dacă x = + œ; 
x <ð, dacă xp = — o. 


A spune că f(x) & U înseamnă: 


f(x) — il <e, dacă / este finit; 
f(x) > e, dacă / = + o; 
f(x) < s, dacă / = — o. 
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Tinînd seama că în enunţul definiției, V depinde de U, rezultă că è 
depinde de e, ceea ce se pune în evidență scriind: 8(g). 

TȚinînd seama de faptul că în definiția limitei putem folosi numai 
vecinătățile simetrice ale punctelor finite (deoarece orice vecinătate a unui 
punct finit conține o vecinătate simetrică a acestui punct) și transcriind, 


| Y 


Pi fr 
z 
Pi 
7 Pa 


2 A 


AGH BOLH A 
a, 
e 


Q 


Fig. 46 Fig. 47 


cu notaţiile de mai sus, definiția limitei, se obţin nouă definiții particu- 
lare, după cum x sau ] sînt finite sau infinite, Se obțin astfel aşa-numitele 
„definiții cti e şi 3” ale limitei. 

n enunțurile de mai jos, xp şi 7 sînt considerate finite. 

1) lim f(x) = l (sau f(x) —> l cînd x — xo) înseamnă: 


pentru orice e > 0, există 8 > 0, astfel încît oricare ar fi x SE, x Æ Xo, 
cu |x — Xoj < 38, să avem |f(x)— il< e. 

Exemplu. lim x? = x =]. 

z—z 
2) lim f(x) = 1 (sau f(x) =] cînd x = + oo) înseamnă: 
XL—= 90 

pentru orice s > Q, există un 8, astfel încît, oricare ar fi x & E, cu x > 8 să 
avem |f(x) — I < e. 


1 
=1=l 


x 
Exemplu. lim 
= 00 


De aici se deduce în particular definiția cu s a limitei unui şir con- 
vergent, lim 2, = 1. 
n W 


3) lim f(x) = l (sau f(x) — l cînd x — — oo) înseamnă: 


pentru orice s > 0, există un 8, astfel încît oricare ar fi x GE cu x< ẹ să 
avem |f(x) — il < e. 


XI 
Exemplu. lim ——— =1=l. 
x=-09 X 
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4) lim f(x) = + oo (sau f(x) > + oo cînd x — xo) înseamnă: 


pentru orice e, există un & > 0, astfel încît, oricare ar fi x a E, x £F Xp CU 
lx — x% < ò, să avem f(x) >e. 


I 
Exemplu. lim ———— = 00 
4 zl (x? — 1)? + 


70 
d 
/, 
Yo. 
7 
X 
Fig. 48 Fig. 49 
5) lim f(x) = — œ (sau f(x) > — œ cînd x — x) înseamnă: 


L—ă 


0 
pentru orice e, există un 8 > 0, astfel încit, oricare ar fi x G E, x £ Xy CU 


|x — xo < ò, să avem f(x) < e. 
f A, p 


y 
f 
7 4 
| / A 4 
A 
ZA 0 T T 
ri, Y 
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Exemplu. lim In x = — œ. 


4—0 
6) lim f(x) = + œ (sau f(x) = + œ cînd x > + oo) înseamnă: 
x=4 0 
pentru orice s, există un S, astfel îmcât oricare ar fi x SE cu x > 8, să avem 
f(x) > e. 


Exemplu. lim éf = +o. 
tmar 


Acest caz conține în particular şirurile cu limita -+ oo, lim a„, = + oo. 
n= +O 


7) lim f(x) = — oo (sau f(x) > — œ cînd x —> + œo) înseamnă: 
zZ= +0 


pentru orice s există un 8, astfel încît oricare ar fi x S E cu x > 8, să avem 


f(x) < e. 


Exemplu. lim (— 32) = — œ. 
Z= + %0 
Acest caz conține în particular şirurile cu limita — oo, lim a, = — oo. 


naeH 
L] 


8) lim f(x) = + oo (sau f(x) => + oo cînd x — — co) înseamnă: 


pentru orice s, există un 5, astfel încit oricare ar fi x SE, cu x< 38, să 
avem f(x) >e. 


Exemplu. lim z? = + œ. 
J — D 


9) lim f(x) = — œ (sau f(x) > — oo cînd x > — œ) înseamnă: 
ra — o 
pentru orice e, există un 5, astfel încît oricare ar fi x S E cu x < ò, să avem 


fix) < e. 


Exemplu. lim #2? = — œ. 
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éd 


Observații. 1° Dacă se iau numai vecinătățile V ale lui vo 
de forma (9 — ò, o + 9) sau (6, + oo) sau (— oo, 8), se obțin următoa- 
rele trei definiții (fie că este finit, fie că este infinit) : 

y 1) L= lim f(x), xo finti, 


>o 
dacă şi numai dacă, pentru ori- 
ce vecinătate U a lmi l, există un 
număr 8 >> 0 (care depinde de U) 


y astfel incit, pentru orice x = xo 
~ din E cu |x — x| < ù să avem 
£ Pai f(x) sU. 


> 2) 1 = lim f(x), dacă şi nu- 
i 1—4 


mai dacă, pentru orice vecinătate 


7 U a lui l, există un număr ò = 
í T ZE AAA Zi = (U), astfel încît, pentru orice 
A l, / Tr x p x,din E cu x > 8 să avem 


NS SAS 


7 g f(x) aU. 


pa S, 4 // fA 7 /// 3) l = lim f(x), dacă St nu- 

: // 5 “7 mai dacă, pentru orice vecinătate 

711 U alui L, există un număr è = 

— (U) astfel încît, pentru orice 

Fig. 54 x + x din E cu < È să avem 
f(x) SU. 

2° Dacă se iau numai vecinătățile U ale lui ] de forma (—s, 4-4 2), 

Sau (£ (e -+ 00) sau (— oo, £) se obțin alte trei definiții (fie că x, este finit, 

fie că este infinit). 


1) lim f(x) = Z, 1 finit, dacă și numai dacă pentru orice număr e >Q, 


există o vecinătate V (care depinde de e) a lui xp, astfel încît, pentru orice 
x Æ$ Xo din V NE să avem jf: x) — l| <e. 
2) lim f(x) = + oo, dacă și numai dacă pentru orice număr. e, există 


o vecinătate” V = V(e) a lui xo astfel încît, pentru orice x Æ xp din V NE 
să avem f(x) > e. 
3) lim f (x) = — oo, dacă şi numai dacă, pentru orice număr e există 


o vecinătate V = V(e) a lui xo astfel încît, pentru orice x =+ xp, din V NE 
să avem f(x) < e. 


4. Definiţia cu șiruri a limitei , 


S-a observat mai înainte că limita unui şir este un caz particular de 
limită de funcție. 

Limitele de şiruri pot fi însă folosite pentru a da o definiție a limitelor 
de funcții, echivalentă cu cea precedentă. 
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Teocremă. Funcţia f are limita / în punctul x, dacă şi numai dacă 
pentru orice şir x, > Xo (X, GE, x, E Xa) avem f(x) >l. 


Să presupunem că / = lim (x) şi să arătăm că este verificată condiția 

%29 
din enunţul teoremel. Fie un şir oarecare x, — Xo (3, S E, Xa Æ Xo); să 
arătăm că /(x,) > 1. Să alegem o vecinătate arbitrară U a lui 7. Deoarece 
l = lim (x), există o vecinătate V a lui x, astfel încît, pentru orice x Æ Xp 


2— 13 
din V (E să avem f(x) a U. Dar x, > xp, deci avem x,a V Eşi 
deci f(,) sa U, cu excepția unui număr finit de indici, adică f(x) > l. 

Reciproc, să presupunem că pentru toate şirurile x, > x (x, S E, 
Xa Æ Xo) şirurile corespunzătoare (f/(%,)) au o limită comună, 7, şi să arä- 
tăm că / = lim f(x). 

io 

Să presupunem, prin absurd, că / nu este limita funcției f în punctul xp. 
Aceasta înseamnă că: există o vecinătate U, a lui 7, cu proprietatea că, 
oricare ar fi vecinătatea V a lui xp, există un punct %y Æ % din VE, 
asttel încît f(xy) É Uo 

Deoarece vecinătatea V este arbitrară, putem lua un şir (V,) de veci- 
nătăți ale lui xọ de forma: 


V, = a — A , Xg + >) , dacă x% este finit 
n n 


V, = (n, + 0), dacă x = + oo 
V, = (— œ, — n), dacă % = — o. 


În fiecare vecinătate V, există un punct 3, =Æ x% din E, astfel ca 
f(x) E Uo. Am obținut astfel un şir (x„) de puncte din E diferite de x, şi 


Xp > Xp (deoarece, |x, — xol < ~ sau x, > n sau x, < — n, după cum xp 
n 


este finit, x) = + cosau xp = — o0). Conform ipotezei, rezultă că f(x,) — L, 
deci în vecinătatea U, a lui / se află toți termenii f(%,) cu excepția unui 
număr finit dintre ei, ceea ce este în contradicţie cu relația f(x) É U» 
oricare ar fi n SN. 


Deoarece presupunerea că / n-ar fi limita funcției f în punctul xp ne 
duce la contradicție, rezultă că / = lim f(x) şi teorema este complet de- 


x% 


monstrată. 


Observații. 1° Teorema precedentă exprimă o condiție echiva- 
lentă cu cea din enunţul definiției limitei cu ajutorul vecinătăților. De 
aceea condiția din enunţul teoremei poate fi luată ca definiție a limitei, 
iar enunţul definiției precedente devine o teoremă. 

Definiţia limitei unei funcții într-un punct, cu ajutorul şirurilor, se 
numește definiția lui Heine. În continuare, va fi folosită o definiție sau 
alta, după cum va fi mai convenabil. 
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2° Dacă din xn — xo rezultă f(x„)—>l, am folosit adesea notația lim f(x) = Z în loc 


n= Zo 
de lim Jln) == l, 
> Q9 
Notaţia limitei unei funcții, lim f(x) = ¿, se obține, formal, din cea precedentă, dacă 
Z= Xo 

nu se mai scrie indicele n. 

3° Notaţia ,„f(x) — 1 cînd x => x” capătă acum o justificare, dacă prin x —» x, înțe- 
legem un şir arbitrar Xn => xo (Xn FE 20). Anume, prin notația f(x) ml cind x =» x” tre- 
buie să înțelegem ,,f(x4) — l oricare ar fi şirul #n —> xo (Xn Æ Xo)“. 


4° În enunţul teoremei precedente (deci şi în definiția lui Heine) 
s-a pus condiția ca roate şirurile (f(x,„)) să aibă o limită comună, 7, inde- 
pendentă de şirul x, > Xo (Xn Œ Xo). 

Este suficient să presupunem că pentru orice şir x, > Xo (4, GE, 
Xa Æ Xo) şirul (f(x,)) are limită. Rezultă atunci că limita este aceeași pentru 
toate şirurile (J(x„)), independentă de şirul x, —> xo. 


Într-adevăr, dacă pentru două şiruri x’ —» so şi xy — xp am avea f(x) = şi f(x) = 1” 
şi V = 1”, atunci şirul 
Xis X, Kos KE, oars a Xip e 
tinde de asemenea către yọ, dar şirul valorilor funcției 
F, fan), fut, PR) oo Aha KA --. 


nu mai are limită, deoarece dacă ar avea o limită, 7, din faptul că (/(44)) şi (f(ap,)) sînt sub- 
şiruri ale celui de mai sus, ar rezulta f(x/}) => l şi f(x”) —l. Din unicitatea limitei unei şir 
am deduce atunci V =} şi V = l, deci // = l” şi am ajunge la o contradicție. 


5° Din raționamentul precedent deducem în particular că: funcția f 
nu are limită în x, (sau că lim f(x) nu există) dacă și numai dacă există 


cel puţin un şir x, > x, (x, E E, x, + xo) astfel încât şirul (f(x,)) să nu 
aibă limită. 


5. Exemple 


Cu definiția lui Heine putem calcula limitele unor funcţii, folosind 
limitele unor şiruri cunoscute. 
e I) Pentru funcția constantă f(x) = c definită pe R, avem lim f(x) = c, 


2 Xo 


oricare ar fi x, (finit sau infinit). Scriem 
lime = c. 
Z> xo 


Într-adevăr, lim f(24) = lim c = c, oricare ar fi şirul 4y —> x4. 
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2) Pentru funcţia identică f(x) = x definită pe R, avem lim f(x) = Xe, 


z= 20 


oricare ar fi x, (finit sau infinit). Scriem 


lim x = %9. 


z= 


Într-adevăr lim f(xn) = lim žy = o, oricare ar fi şirul xp —> xo. 


În particular, lim x = — oo, lim x = +o0. 
x= — 0 XA 0 


3) Pentru funcția f(x) = x*, (k natural) definită pe R, avem lim f(x) = 


Fo 


= xk, oricare ar fi x (finit sau infinit), Scriem 


lim x? == xk, (sau x — xkè cînd x — xo). 
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Într-adevăr, lim f(%4) = lim a = xk, oricare ar fi şirul xp — xo. 
Xn xo Xn Yo 


În particular, lim x* = + >o, lim x#žti = — oo, lim x% = +oo. 


I=- D z= — 9 x + o 


4) Pentru funcţia f(x) = =, (k a N) definită pe R — {0}, avem 


lim f(x) = 2 dacă” xo Æ O"(finit sau infinit). Scriem: 
dl 1 
lim i 5g (Fo) 


1 1 x 
sau — — 4 dacă x > x #0} 
yh Xo 


În particular, lim 2 = 0, lim 1 =0, 


= -0 X zotoao X 


Avem de asemenea 


Într-adevăr, dacă 4 — 0, +4 = 0, atunci Xk — 0 şi 424 > 0, deci 


1 1] 1 
——— + 00, adică lim —— = + 00, de unde lim — = 
xak Zņn—=>0 xk xz=0 %?k + o. 


Funcția f(x) = , (K&N) nu are limită în O. 


Dak? 
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Într-adevăr, dacă xp => 0 şi xn > 0, atunci 4210 şi 47k-1 > 0, deci — 4 O; 


AR 


dacă zy — 0, şi n < 0, atunci fi 10, şi ah 1 < 0, deci -> — o, 


2k—1 
xk 


5) Pentru funcția f(x) = x*, (a > 0) definită pe [0, + oo), avem 
lim f(x) = x%, osicare ar fi x (finit sau + oo). 


x= y 


Scriem : 


lim x* = xo (sau x* —> xo dacă x — xo). 


xo 


În particular, lim x* = + oo (sau x* => + oo cînd x —> + o0). 


x= -4+ %0 


6) Pentru funcția f(x) =+, (a > 0), definită pe (0, + 00), avem 
X 


1 l v 1 loa 
lim — = —dacă x, >0 [sau — > — cînd x = so): 
X< ía X Xo x” Xo 


În particular, lim 1 =0 (sau 1 0 cînd x > + o] 
= + xt x% 


De asemenea : 
. 1 1 A 
lim — = + oo (sau — => + oo cînd x => 0}: 
2—0 4% a 


7) Pentru funcția f(x) = a*, (a > 0) definită pe R, avem 


lim a” = a%, Xp finit. 


1% 


În particular, lim a” = a, lim a” = 1. 


za] x 0 
Dacă a > 1, lim a” = 0, lim a” = + oo. 
X- — Q z= + eo 
Dacă 0<a< 1, lim a” = + oo, lim a” = Q. 
Z — 00 x= + o 


8) Pentru funcția f(x) = în x definită pe (0, + co), avem 


lim În x = In ¥o Xo finit. 


X= Xo 


În particular, lim ln x = 1, lim ln x= 0. 


Z= x%=l 


De asemenea, avem 


lim În x = — co, lim Įn x = + o. 


x—0 x + oo 
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Observaţie. Pentru toate funcţiile din exemplele precedente avem lim f(x) = 
Xa 


= f(x.) oricare ar fi punctul x, din domeniul lor de definiție. Rezultă că aceste funcţii sînt 


continue în orice punct din domeniul lor de definiţie. 


9) Pentru funcția f(x) = k + Ai definită pe (— oo, — 1)U (0, + 00) 


avem 


lim + =e lim + =e. 


1 
Z= — 0 x—=4 o X 


l Va | lin 
într-adevăr, lim [+ =) = e, lim (ES = e. 


zn>— o Xn pt o Xn 


§ 2. Limite laterale 


1. Limite relative la submulţimi 


Fie funcția f: E > R, şi o submulțime ACE; fie x un punct de 
acumulare al lui A, deci şi al lui E. Să considerăm restricția f a lui f 
la mulțimea A: 


falx) = f(x), pentru x & A. 


Definiție. Spunem că funcția f are limita / în v,, relativ la sub- 
mulțimea A, dacă restricția f4 are limita / în xọ; se notează } = lim f(x): 


zeA 
lim f(x) = lim fa(x). 
rea Xa 


Rezultă că / = lim f(x), dacă şi numai dacă pentru orice şir x, — xo, 
>z, 
1E A 


Xa E Xo format din puncte x, SA, avem f(x) >L 


Propoziția 1. Dacă funcția f are limita / în +, atunci are în x, 
aceeași limită, relativ la submulțimea A. 


Într-adevăr, dacă x, > Xo Xn F Xo, Xa G A, atunci +, & E, şi deci 
fixa) >l 

Observaţii. 1° În cazul particular al şirurilor, se deduce că, dacă şirul (ap) are 
limita 7, orice subşir al său are aceeași limită. 


12 — Analiza matematică, vol. I 


178 LIMITE DE FUNCŢII. CONTINUITATE 


2° Propoziția reciprocă nu este adevărată; funcţia f poate avea în x, limită relativ 
la submulțimea A, fără?a avea limită în xo (relativ la E). 


Dj — 124 <0 
1 Osaz<l: 


Avem lim f(x) = 1, dar lim f(x)Z nu există. În- 
x—0 1—0 


Exemplu. E = [— 1, 1], f(4) 


= (0, 1], fax) = 


EA 
tr-adevăr, dacă alegem șirul (44) astfel: 
1 


—; = u (n —, 
3 4 ( i 


atunci 4, — 0, 314 740, dar şirul (f(x)) este 


1,1, —1,1,... 


şi nu are limită. 


3° Dacă submulțimea A este definită 

printr-o anumită proprietate P, în notația lim f(2) 
EA 

Fig. 55 se poate înlocui, pentru simplificare, semnul 


x E A, cu proprietatea P. 
Exemple. Dacă A = (a, b) = {xja < x < b}, vom scrie: lim f(x}. 


xax 
asrab 
Dacă A = (29, + 0) = (ălz > x} vom scrie lim f(x). 
y=; 
z>x 
Dacă A = (— ©, 2p) = {x|¥% < xo} vom scrie: lim f(x) etc. 
EAEE A 
LLX 


Propoziția 2. Dacă submulțimea A este intersecția lui £ cu o 
vecinătate V a lui x, 4 = V (E, atunci lim f(x) există dacă şi numai dacă 
x 29 
EA 
există şi lim f(x); cele două limite sînt egale în acest caz. 
419 


Conform propoziției precedente dacă există lim f(x), atunci există 
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şi lim f(x) şi sînt egale. Reciproc, să presupunem că există lim f(x) =Z} 


Lia X>% 
xE A wed 
şi să arătăm atunci că există şi lim f(x) =]. 
X— Xa 


Fie, într-adevăr, x, > Xo X, E Xo X, S E. Deoarece x, > Xp avem 
x, EV, deci x, SA = V NA, cu excepția unui număr finit de indici; 
deoarece lim f x) = ] există prin ipoteză, avem f(x) = 7, deci lim f(x,) = l, 


XA %p Inia 


EA 
de unde lim f(x) = 
X Xy 
Observații. 1° Din propoziția 2) rezultă că pentru a cerceta limita funcției f 
în punctul x, este suficient să luăm o vecinătate V oarecare a lui xp, aleasă după voie, și 
să considerăm funcția f definită numai pe V N E (restricția lui f la V N E); sau, cu alte cu- 
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vinte, este suficient ca în definiția limitei să considerăm şiruri xp — xo, (¥n = x), formate 
numai din puncte din V N E. 


2° În cazul particular al şirurilor, vecinătăţile lui + co sînt de forma V = (a, + œ). 
A considera intersecţia V N N = (a, + 00) N N revine la a considera numai indicii n > a, 
deci la a înlătura un număr finit de termeni ai șirului (ay). 


Propoziția 2) are în acest caz următorul enunţ: şirul (44) are limita 7, dacă şi numai 
dacă, prin înlăturarea unui număr finit de termeni, şirul obținut are limita 7. 


2. Limita la stinga 


Fie funcţia f: E > R şi xp un punct de acumulare al lui E. Să pre- 
supunem că Xe este de asemenea punct de acumulare al mulțimii A = E A 
N (— co, 20). Aceasta înseamnă că există șiruri; x, — %ọ formate din 
puncte din E de la stinga lui xa. A spune că x & A, înseamnă că x e E 
și x < xo În acest caz se poate considera limita lui f în x, relativ la 
submulțimea A. Ajungem astfel la următoarea: 


Definiție. Un număr /, (finit sau infinit) se numeşte limita la 
stînga a funcției f în punctul x, dacă pentru orice vecinătate U a lui /, există 
o vecinătate V a lui x, astiel încît, oricare ar îi x < x, din V N E să avem 
fu) & U. 


Se folosesc următoarele notații: 


l, = lim f(x) = lim f(x) = lim f(x) = flo — 0). 
2 Pl x Xo Xx 
Lt 
Observații. 1° Pentru ža = + œ, definiția limitei în punctul -+ co este echi- 
valentă cu definiția limitei la stinga în punctul + œ. 


Mai general, dacă E = (a, b) definiția limitei în punctul b este echivalentă cu definiția 
limitei la stînga în punctul b, deoarece (a, b) N (— œ, b) = (a, b). 

În punctul a (în particular în punctul — co), definiţia precedentă nu se poate aplica, 
deoarece (a, b) N (— œ, a) = Ø. Spunem că în punctul a limita la stînga nu are sens. 


2° Dacă în definițiile limitei cu e şi $ se înlocuiește condiția 7 z£ 49 cu ¥ < Xo, se 
obțin definiții ale limitei la stînga echivalente cu cea de mai sus. 


De asemenea, dacă în definiția lui Heine se înlocuiește condiția p z£ Xo CU Xn < Xo 
se obține o definiție echivalentă a limitei la stînga : 


Propoziția 1. Un număr], este limita la stînga a funcției f 
în punctul x, dacă şi numai dacă, pentru orice şir x, > Xo (%„, S E, Xn < 2o) 
avem f(x) > l. 

Observaţie. Pentru ca să existe limita la stinga f(x — 0) este necesar şi sufi- 


cient ca pentru orice şir Z% => Xo% (3n EE, n < 30) şirul (f(%n)) să aibă limită. Rezultă 
atunci că limita este aceeași oricare ar fi șirul (xp) ales. 


Definiția limitei la stînga se poate formula numai cu ajutorul şiru- 
rilor crescătoare (x„), după cum rezultă din 
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Propoziția 2. }, = lim f(x) dacă şi numai dacă, pentru orice 
ZAX 
sir erescător x, A Xo (x, SE, x, < o) avem f(x,) > L. 
Dacă [, = lim f(x), avem f(x,) >l pentru orice şir x, > x) (x, S E, 


Plx 
Xa < ¥o), în particular pentru orice șir crescător x, 7 Xo, (x, a E, x, < Xo). 

Reciproc, să presupunem că avem /(y,) —> l, pentru orice şir crescător 
Yn Pai o (Yn SE, Yn < o). 

Fie atunci un Şir oarecare x, — Xo (Xp SE, Xa < 0). Putem schimba 
ordinea termenilor în şirul (x„), astfel încît să obținem un şir crescător 
Yn A Xa şi deci f(y„) > l; putem schimba acum din nou ordinea termenilor 
în şirul (f(y,)) ca să obținem șirul (f(x,)) şi deci f(x) >l, adică lim f(x) = l, 


Inž 

Inar 

Sirul (x,) fiind ales arbitrar, rezultă că /, = lim f(x). P 
LÄ Xa 


Definiția limitei la stînga se poate de asemenea formula numai cu 
ajutorul şirurilor strict crescătoare. 


Propoziția :3. L} = lim f(x), dacă şi namai dacă pentru orice 
x 


şir striet crescător x, A Xo (x, = E) avem f(x,) > li. 
Evident, dacă 7, = lim f(x), avem f(x,) 41 pentru orice şir 
En > Xo (Xy SE, Xy < Xo), 
în particular pentru orice şir strict crescător 
Xn A Xo (SE). 
Reciproc, să presupunem că pentru orice şir strict crescător 
Ym A Xo (Yn SE) avem f(9,) > ls. 
Fie atunci un şir crescător Xa A Xo (ln SE, Xa < Xo). Deoarece toft 
termenii şirului (x,„) sînt diferiți de limita sa x rezultă că fiecare termen 


din acest şir se repetă cel mult de un număr finit de ori. Putem atunci 
extrage un subşir (x„,) format numai din termenii distincți ai şirului (x). 


Evident, 2%, 3? Xo Şi subşirul (ap) este strict crescător, deoarece termenii 


săi sînt distincți. Atunci f(x.) P ls Aceasta înseamnă că orice vecină- 


tate U al lui /, conține toţi termenii f(x,,) cu excepţia unui număr finit 
dintre ei. Cum fiecare termen f(x) este egal cu unul din termenii f(x,,), 
iar fiecare termen f(x,) se repetă de un număr finit de ori, rezultă că în 
afara vecinătăţii U a lui 7, se află un număr finit de termeni f(x), deci 
fiXa) > ls. Cum şirul crescător x, # Xo (Xa SE, x, < o) a fost ales 
arbitrar, deducem că 7, = lim f(x). 

x Flo 


3. Limita la dreapta 
Să presupunem acum că x este punct de acumulare al mulțimii 


A = E ( (x, + 0). Aceasta înseamnă că există șiruri x, — Xp formate 
din puncte din E de la dreapta lui x. A spune că x & A înseamnă x & E 
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şi x > Xo. În acest caz se poate considera limita lui f în xo, relativ la sub- 
mulțimea A. Ajungem astfel la următoarea 


Deiiniţie. Un număr 7, (finit sau infinit) este limita la dreapta 
a funcției f în punctul x, dacă pentru orice vecinătate U a lui /,, există o 
vecinătate V a lui x, astfel încât, oricare ar îi x > x, din V N E, să avem 
fi) e U. 


Se folosesc următoarele notații: 


l = lim f(x) = lim f(x) = lim f(x) = f(x + 0). 


Observații. 1° Pentru xp, = — co, definiția limitei în punc- 
tul —oo este echivalentă cu definiția limitei la dreapta în punctul — co. 

Mai general, dacă E = (a, b), definiția limitei în punctul a este 
echivalentă cu definiția limitei la dreapta în punctul a, deoarece (a, b) A 
N (a, + œ) = (a, b). 

În punctul b (în particular în punctul + oo), limita la dreapta nu 
are sens, deoarece (a, b) N (b, + œ) = Ø. 

2° Dacă în definițiile limitei cu s și 5 se înlocuieşte condiția x Æ xo 
cu % > 39, se obțin definiții ale limitei la dreapta echivalente cu cea de 
mai sus. 

De asemenea, dacă în definiția lui Heine se înlocuieşte condiția x, Æ xo 
cu X, œ> ¥ə se obține o definiție echivalentă a limitei la dreapta: 


Propoziția 4. 4 = lim f(x) dacă şi numai dacă pentru orice 
LANEZ 
Sir x, > Xo (3, SE, Xa, > X), avem f(x,) > la. 


Observație. Pentru ca să existe limita la dreapta f(x + 0), este nece- 
sar şi suficient ca pentru orice şir tn>% (4, SE, n>% Şirul (f(xa)) să aibă limită. 
Rezultă atunci că limita este aceeasi oricare ar fi șirul (x,) ales. 


Definiția limitei la dreapta se poate formula numai cu ajutorul șiru- 
rilor descrescătoare sau numai cu ajutorul şirurilor strict descrescătoare. 
Propoziția 5. 4, = lim f(x) dacă şi numai dacă pentru orice 


2kg 
>to 


şir strict descrescător x, N % (%, S E), avem f(x,) > G 


4. Calculul limitei cu ajutorul limitelor laterale 


Să presupunem acum că xp este punct de acumulare atît pentru mul- 
țimea A = E N (— œœ, xo) cît şi pentru mulțimea B = E N (xo + oo). 
Aceasta înseamnă că există atît şiruri x, > Xo CU 3, SE şi X, < Xo cât 
și şiruri Y, > Xo CU Y, SE şi Yy > Xo 

În acest caz au sens ambele limite laterale în x. 
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Legătura dintre limită şi limitele laterale este dată de 


Propoziția 6. Funcția f are limită în v, dacă şi numai dacă 
are în v, limite laterale egale. În acest caz 


tim f(x) = fre — 0) = f(x + 0). 


£— %0 
Într-adevăr, dacă există lim f(x) = l, aceasta înseamnă că f are în x, limite 


relative la A şi la B egale cu }: 


l = lim f(x) = f(x — 0) şi 1 = lim f(x) = f(x + 0), 
ze4 EB 
deci limitele laterale există şi sînt egale amîndouă cu 7. 

Reciproc, să presupunem că limitele laterale în punctul xp există şi 
sînt egale: f(x9 — 0) = f(xo + 0) =. 

Fie atunci U o vecinătate oarecare a lui /. Deoarece f(x — 0) =/, 
există o vecinătate V, a lui x astfel încît dacă xe V, QE şi x< xo să 
avem f(x) & U. Deoarece f(x + 0) =l, există o vecinătate V, a lui %o 
astfel încît dacă x & Va QE şi x > xo să avem f(x) aU. 

Să notăm V = V, N Va. Avem V NECV.NEIVOECV.NE 
şi V este o vecinătate a lui x. Fie x =Æ x un punct oarecare din V (E. 
Atunci z a VL [E şi xa@&Va NE. Dacă x < xo atunci f(x) & U (de- 
oarece x & V, QE), iar dacă x > xp, atunci, de asemenea, f(x) & U 
(deoarece x e V, N E). Aşadar, oricare ar fi x = xp din V Q E, avem 
f(x) a U, şi deci lim f(x) = 

Corolar. l = lim f(x) dacă și numai dacă pentru orice șir strict 
monoton x, > Xo (X, S E) avem f(x) >L. 


Observaţie. Uneori este mai uşor de calculat limitele laterale 
în xo şi din compararea lor să deducem dacă funcția are limită în xo. 


Propoziția 7. O funcție monotonă pe mulțimea E are limite 
laterale în orice punct de acumulare al mulțimii E. 


Pentru a face o alegere, să presupunem că funcția f este crescătoare 
pe E. Fie x, un punct de acumulare de puncte ale lui E de la stînga lui xo, 
şi să arătăm că f(x — 0) există. Pentru aceasta este suficient să folosim 
numai şiruri crescătoare: x, A Xo (Xa SE), x, < Xo 

Deoarece f este crescătoare, şirurile (/(,)) sint de asemenea crescă- 
toare, deci au limită (finită sau + o0). 

Rezultă că limita şirurilor (f(x,„)) este aceeaşi şi deci funcția f are 
limită la stînga în xy. 

Dacă x, este punct de acumulare de puncte din E de la dreapta Iui Xo» 
se folosesc şiruri strict descrescătoare +, N Xo, (3, & E) şi se deduce ca 
mai sus că f(x + 0) există. 
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În cazul cînd f este descrescătoare, demonstrația se face în mod ase- 
mănător, 


Observaţie. 1° Există funcții care nu au nici limită la dreapta, 
nici limită la stînga în unele puncte. 


1 
Exemple. 1) Funcția f(x) = sin — definită pe R — {0} nu are limite laterale în punc- 
x% 
tul 0. 


2 | 
Fie x, = — ; avem 44p—0 şi 1, > 0. 
NT 


Dar f(x) = sin n , deci şirul (f(4,)) este 


1,0, — 1,0, 1,0, —1, 0, ... 
şi nu are limită.” Așadar f(x) nu”are” limită la. dreapta în punctul O. 


2 
Luind şirul zp = — — , avem xn => 0 şi x <0. 
NT 
Şirul (f(4y)) este: 
— 1,0, 1,0, — 1, 0, 1,0, .. 


și nu are limită, deci f nu are limită la stinga în punctul 0. 
2) Funcţia lui Dirichiet definită pe R prin 
1 dacă + este raţional 


f(x) = ai 
0 dacă. x este irațional 
nu are limite laterale în nici un punct. 
Fie +, E R oarecare. Există şiruri (+4) de numere raţionale şi şiruri (y„) de numere 
iraționale, astfel ca 24 —> Xo Yn > Xor Xn > Xo Yn > Xp. Atunci 


fln) = 1, deci f(x) — 1, şi f(Yn) = 0, deci f(x) — 0. 


Rezultă că f nu are limită la dreapta în xp 
Luînd şirurile (24) şi (Yn) astfel ca n < Xo Yn < ¥o se deduce că f nu are nici limită 
la stînga în x. 


2° Pentru o funcție f: E — R, despre care se ştie că are limită într-un 
punct xp de acumulare al lui E, limita sa 7 se poate calcula folosind un 
singur şir X, > Xo (X, SE, Xy Æ Xo): 

l = lim f(x). 
= 

De asemenea, dacă f are limită la stînga l, în xp, luînd un singur 
ȘIT Xy > Xo (Xp, SE, x, < Xo) obținem f(x) >l; iar dacă f are limită 
la dreapta Z; în xo luînd un singur şir x — Xo (x, SE, x, > Xo) obţinem 
f (Xn) 2? la. 

n particular, acest procedeu se poate aplica pentru funcțiile mono- 

tone, despre care ştim că au limite laterale în fiecare punct de acumulare 
al domeniului de definiție. 
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Exemple. 1) Funcţia f(x) = a” este monotonă pe R; ea are deci limite în punctele 
— œ şi + ©. Atunci: 


Dacă a > |, lim a” = lim a” = 4+ œ 


Za + œ n= 
, | 1 1 
lim af = lim a” = ——— = — = 
za — ce n — O lim a” ++ 00 
n> 0 


Dacă O0 <a<l, 


lim a” = lim a” = 0. 


x= O n= o 
lim a* = lim a” = + oœ. 
x — 0 7 — 00 


2) Funcția f(x) = In x este monotonă pe (0, + co); ea are deci limite în punctele O 
şi + œ. Atunci: 


lim ln x = liminn = + œ. 


t= 00 n=- o 

, [L 1 

lim 1n x = lim in — = — œ. 
x—0 n=% n 


3) Funcţia f(x) = x*, (a > 0), definită pe [0, + œ), este monotonă, deci are limită 
în + œ. Atunci: 


lim x% = lim n% = + œ. 
na + O n+ 


l 
4) Funcţia f(x) = -~ (a > 0), definită pe (0, + œ), este monotonă, deci are limite 
x 
în O şi + œ. Atunci: 


5) Fie funcția f(x) = (1 + +)” definită pe (— 1, 0) U (0, + œ). 
Avem : 
1 
lim (1 + 4)” = e. 


%—=0 


1 
Într-adevăr, fie xp =>» 0, xn > 0. Punind Yy = — , avem Yn > + ©. 


Xn 
Atunci: 


sau. 


1 
lim (1 + xa)” =e, de unde lim (1 + x)” = e. 
*4—0 


No 
In>0 
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l 
Fie acum 4 => 0, yn < 0. Punind yy = —, avem Yy => — © 
Xn 


1 


PR 1 Yyn 
flan) = (0 am = [1 + >) e ` 


Yn 
sau: 
1 1 
lim (1 + 4n)” = e, de unde lim (1 + v)” =e. 
Zn—=0 x /l&o 
Zy<0 
1 
Funcţia (1 + +) 7, avînd limitele laterale în 0 egale cu e, rezultă că are limită în O egală, 
cu e. 
1 
6) Pentru funcția f(x) = -p k EN, definită pe R — {0}, 
x 
avem : 


241? 


1 
7) Pentru funcția f(x) = —— ., k EN, definită pe R — (0), avem: 
x 


Li 
lim = — œ, lim = + o. 
xao xkl a0 yR 


§ 3. Proprietățile limitelor de funcţii 


1. Proprietăți ale limitelor 


În cele ce urmează vor fi studiate proprietățile limitelor. Proprie- 
tățile limitelor laterale sînt aceleași, deoarece limitele laterale sînt limite 
ale unor restricții de funcții. 

Deoarece limita unei funcții într-un punct se poate defini cu ajutorul 
limitelor de şiruri, o serie de proprietăți ale limitelor de şiruri se transmit 
limitelor de funcții. 


Fie funcția f: E > R şi xp un punct de acumulare al lui E. 


Propoziția 1. Dacă limita funcției f în punctul x, există, această 
limită este unică. 

În adevăr, dacă funcția are limita 7 în punctul x, avem f(x) — l, 
oricare ar fi șirul x, > Xo (1, E E, 3, = Xo), iar şirurile (f(x,)) au toate 
limita unică /. 

Propoziția 2. Dacă lim f(x) =l, atunci lin |f(x)| =: 


a> ko ZX 


lim | f(x) | = | lim f(x) |. 


LX 
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În adevăr, dacă 3, > Xo (3, GE, x, Æ Xo), atunci f(x) >l, deci 


If >], adică lim | A) | = |Î], de unde lim | f(x =]. 
Exemple. lim | x | = | xo |; im |z| = + o; 


1 1 l 
lim — = + œ, lim —= + œ, deci lim —- = + œ 
20 || x70 |x| x—=0 |7 | 


Observație. 1° Dacă lim |f(2)| = O, atunci lim f(2) = 0, deoarece dacă |f(xn)| — 0 


A Xo X> Xo 
atunci f(3p) — 0. 


2° Dacă însă lim |f(+)| = 7 > 0 s-ar putea ca lim f(x) să nu existe, 
£> ko EREZA 


1 
Exemplu. ie = jim = + œ, 
%x—=0 7z 


z=0 | x | 
dar: 
1 1 
lim — nu există, deoarece lim — = — œ şi lim — = + œ., 
z0 7 +70 F NO x 
Dacă însă există şi lim f(x), atunci avem sau lim f(x) = l, sau lim f(x) = — l, deoarece în acest 
LETA x— o LAETA 
caz lim |f(x)| = | + 4H = [lim f(x). 
XX X 4o 


Propoziția 3. Dacă / este finit, avem lim f(x) = } dacă și numai 


dacă lim [f(x) — I = 0. oe 


În adevăr, oricare ar fi şirul x, > xo (%„, SE, x, =Æ Xo) avem f(x) >l 
dacă şi numai dacă f(x,) — l > Q, adică lim f(x) = L dacă şi numai dacă 
lim (f(x) — 1] = 0, de unde lim f(x) = 7 dacă şi numai dacă lim [f(x)—1)]= 


= 0. 
Exemplu. Deoarece lim x = xo (xo finit), avem 
X> Xo 
lim [x — x] = 0 (sau x — x=» O cînd = xo). 


XA Xe 


Rezultă atunci că lim |x — x| = 0 (sau |x — x| => 0 cînd x — xo). 

Propoziția 4. Dacă funcțiile f şi g definite pe E coincid pe o 
vecinătate V a lui x, (cu excepţia lui +6) şi dacă una dintre ele are limită 
în x, atunei şi cealaltă functie are limită în xv, şi limitele sînt egale. 


Dacă există lim f(x) = 7, atunci 
lim f(x) = lim f(x) =. 


Ika Zg 


zEeVhNE 


PROPRIETĂȚILE LIMITELOR DE FUNCȚII 187 


Deoarece, conform ipotezei, avem f(x) = g(x) pentru x & V N E, xx, 
rezultă că funcția g are limită în x, relativ la V QN E şi 


lim g(x) = lim f(x) =. 
+EV fie EVNE 


Deoarece V este o vecinătate a lui x,, rezultă că funcția g are limită 
în xo (relativ la E) şi 
lim g(x) = lim g(x) =1. 


LETA >F, 


VAE 

Propoziția 5. Dacă funcțiile g, f şi / definite pe E au limită 
în vo Şi dacă există o vecinătate V a lui x,, astfel încît să avem g(x) < f(x) < 
< A(x) pentru orice x & V Q E, (x Æ xo), atunci 


lim g(x) < lim f(x) < lim A(x). 


Într-adevăr, dacă x, > Xo (&, SE, xp Æ Xo), putem presupune că 
Xa & V pentru orice n, îndepărtînd, la nevoie, numărul finit de termeni 
dinafara lui V. Atunci 


Eln) < SEn) < Alxa) şi deci lim g(x,) < lim f(x) < lim h(£n), 
Xp 29 1% Zne 
de unde: | 
lim g(x) < lim f(x) < lim A(x). 
Corolarul 1. Dacă f are limită în x, şi dacă există o vecinătate 
V a lui x, astfel încît, pentru două numere « ṣi B să avem «< f(x) < B, 
oricare ar îi x a V Q E, xxx, atunci 


a < lim f(x) < B. 
Corolarul 2. Dacă f are limită în x,şi dacă există o vecinătate V 
a lui x, astfel încît să avem f(x) >O pentru orice x aV QE, xx, 
atunci lim f(x) > 0. 


=x) 


Observație. Dacă f(x) >0, (xav QE, x Æx% nu rezultă 
lim f(x) > 0, ci numai lim f(x) > 0 (eventual lim f(x) = 0). 


EER A L 49 1% 


Exemplu. | x| > 0, pentru x +Æ 0, dar lim |x| = 0. 
4—0 


Corolarul 3. Dacă f are limită în x, și dacă există o vecinătate V 
a lui xp, astfel încît să avem f(x)=<<0 pentru orice x SV Q E, x Æ X» 
atunci lim f(x) < 0. 

X> Xo 


Observație. Putem avea f(x) < 0 pentru orice x GE, x Æ Xp 
și totuşi lim f(x) = 0. 
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Propoziția 6. Dacă funcțiile g şi 4 definitie pe E au limite egale în 

Xə Şi dacă există o vecinătate V a lui x), astfel încît să avem g(x) < 

< f(x) < h(x) pentru orice x eV (E, x= x% atunci funcția f are limită 
în xo egală cu limita comună a celor două funcţii g şi k. 

Într-adevăr, fie [= lim g(x) = lim A(x). Dacă x„—>Xxo (% aV NE, 

X— Yo Xt Xo N . 

Xa = Xo) atunci g(x) < fl) < A(x) şi deoarece lim g(x, =L} şi 


n 
Tm? Xy 


lim h(x,) =L, rezultă 
dă lim f(x) = l, de unde lim f(x) =. 


X—%9 X-—Ao 


2. Proprietăţi ale funcţiilor deduse din proprietăţile limitelor 


În propoziţiile următoare se arată că, dacă limita unei funcţii într-un 
punct are o anumită proprietate, atunci funcția are această proprietate pe 
o întreagă vecinătate a punctului. 

Propoziția 7. Dacă iuneţia f: E ~> R are limită în x, şi dacă 
lim f(x) > a, atunei există o vecinătate V a lui x, astfel încît să avem 


z—% 
f(x) > a pentru orice x EV (E, x= xo. 
Fie U o vecinătate a numărului lim f(x), cu extremitatea stîngă 
L=} 20 
în ø, deci de forma U = («, B) sau U = (a, + o0), după cum limita este 
finită sau + oo. Există atunci o vecinătate V a lui xp, astfel încât, pentru 
orice x E V (E, x= x, să avem f(x) a U, adică f(x) > a. 


Corolarul 1. Dacă lim f(x) > 0, există o vecinătate V a lui xe, 
astfel ca f(x) > 0 pentru orice x EV QE, x= xe 

Corolarul 2. Dacă lim f(x) = 0, există o vecinătate V a lui xo, 
astfel ca f(x)= O pentru orice x EV QE, x= xe 

Într-adevăr, lim |f(x)| = |lim f(x)|> 0, deci există V, astfel încît 
pentru orice x & VA E, x= Q, să avem If(x)|> 0, adică f(x) = 0. 


Propoziția 8. Dacă functia f:E—R are limită în xo și dacă 
lim f(x) < ß, atunci există o vecinătate V a lui x,, astfel încît să avem 


T> Xa 


f(x) <B pentru orice x EV QE, x = xo 


Demonstrația se face la fel ca pentru propoziția 7, luînd vecinătă- 
tile V ale lui f(x) de forma («, B) sau (— œœ, B) după cum limita este 
finită sau — oo. 
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Corolar. Dacă lim f(x) < 0, atunci există o vecinătate V a lui x, 


Z=% 


astfel încît să avem f(x) < 0, oricare ar fi x € V N E, x + Xo- 
Propoziția 9. Dacă f are limita finită în x, şi dacă « < lim f(x) < 


X- Xo 
< ß, atunci există o vecinătate V a lui x, astfel încît « < f(x) < 6 pentru 
orice x & V Q E, x £ xo 
Într-adevăr, U = (o, B) este o vecinătate a numărului lim f(x). 


x 


Există atunci o vecinătate V a lui x, astfel ca, dacă x e V (E, x Œ xX» 
să avem f(x) e U, adică « < f(x) < B. 


Corolar. Dacă f are limita finită în x, există o vecinătate Va lui 
*» pe tare funcția este mărginită. 


Observație. Dacă f este mărginită pe o vecinătate a lui xœ nu rezultă că f are 
limită în x, chiar dacă f este monotonă. Dacă f este mcnotonă, are limite laterale în x, dar, 
eventual, diferite. 


Propoziția 10. Dacă f şi g sînt definite pe E şi au limite în punc- 
tul x, şi dacă lm f(x) < lim g(x), atunci există o vecinătate V a lui x, 


astfel încît f(x) < g(a) pentru orice x E V Q E, x +Æ xo 


Alegem un număr a astfel ca lim f(x) <a < lim g(x). Există o 


vecinătate V, a lui xə astfel ca f(x) < a pentru x E V, N E, x Æ Xo Şi 
o vecinătate V, a lui x, astfel ca y < g(x) pentru x e V, Q E, x Æ Xo 
Mulțimea V = V, Q FV, este o vecinătate a lui xp, si dacă xaV 0E, 
x Æ Xo atunci xE VL QEA xEV V, QE deci f(x) <a < g(x), de unde 
f(x) < g(x). 


3. Criterii de existență a limitelor de funcții 


l Pentru şiruri, criteriul lui Cauchy ne asigură de convergenţa unui 
şir fără a-i cunoaşte limita. 
= Pentru funcții, avem un criteriu (necesar şi suficient) de existență 
a limitei finite, fără a cunoaşte această limită. 
Fie funcția f: E — R şi x, un punct de acumulare al lui E. 


Criteriul lui Cauehy-Bolzano. Funcţia f are limită finită 
în punctul x, dacă și numai dacă, pentru orice număr e > 0, există o veci- 
pătate V a lui x, astfel, încît oricare ar fi punctele x’ Æ xo şi x” Æ xo 
din V (E să avem |f(x) — f(x i < e. 


Să presupunem că există lim f(x) =} şi că Z este finit. 
Ekg 
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Aceasta înseamnă că pentru orice număr e > 0 [adică pentru orice 


vecinătate U = — Ze [+ z] a lui 1) există o vecinătate V a lui Xos 
€ 


astfel încît, oricare ar fi x + x din V N E, să avem |f(x) —]| < Z 


(adică f(x) a U); atunci pentru orice x’ Æ x şi x” = x din V (0 E avem: 


far) I< şi A) i E> 
deci : 


fr) — fr) | Ar) — HN = raze 


Reciproc, să presupunem că este verificată condiția din enunț şi să 
arătăm că lim f(x) există şi este finită. 
P EEA 
Fie un şir oarecare x, —> %o (3, SE, x, Æ Xo) şi un număr oarecare 
e > 0. Conform ipotezei, există o vecinătate V a lui x, astfel încît, dacă 


X £ Xo X" fă, X, aV QE atunci |f(x) — f(x) | < =. Vecină= 


tatea V a lui x, depinde de e. 

Deoarece x, —> Xp, există un număr natural N (care depinde de V, 
deci de e), astfel încît oricare ar fi > N să avem x, a V Q E. Așadar, 
oricare ar fi n > N, şi m > N, avem Xp 3 SV (E, de unde 


| fac) — fim) | < E. 


Aceasta înseamnă că (f(x„)) este un şir fundamental, și deci este con- 
vergent, conform criteriului lui Cauchy. 

Am arătat astfel că oricare ar fi şirul x, > Xy (4, GE, x, Æ Xo) 
şirul (f(x,)) are limită finită, 

Rezultă că această limită finită este independentă de şirul (+,) ales, 
deci limita comună a şirurilor (f(x„)) este limita funcției f în punctul xo. 

Aşadar, lim f(x) există şi este finită. 


Criteriile care urmează dau condiții suficiente de existență a limitei. 
Propoziția 1. Dacă f şi g sînt definite pe Æ, dacă lim g(x) = 0 
şi dacă există un număr finit /, şi o vecinătate V a lui x,, astfel încât să avem 
I(x) — I| < g(x), pentru orice x a V (E, x Æ x, atunci 
lim f(x) = 7. 


Fie x, > Xo X, SE, Xa Exo. Putem presupune x, & V, pentru 
orice n. Atunci | f(x) — 1| < g(x„) şi deoarece g(x,) > 0, pe baza crite- 
riului de la şiruri, deducem f(%,) > L, adică lim f(x) = L, de unde lim f(x) =/. 
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Observație. Dacă lim If(2)|=0, atunci lim f(x) =0. În 
adevăr, notînd g(x) = | f(x) |, avem lim g(x) = 0 şi | f(x) — 20| g(x), -deci 
lim f(x) = 0. Te 

Exemple. 1) Pentru funcția f(x) = sin x, definită pe R, avem: 


lim sin x = sin ¥ọ (x, finit) 


Z Xo 


(sau sin x — sin x cînd x —> xo). 


Într-adevăr : 
, | x + Xo X — žo % — 9 
jsin x — sin x| = 2 | cos < 2 | sin P < 
|x — xol 
< 2» = |x au Xol 
2 

deoarece |cos «|< 1 și |sin «| < |a| oricare ar fi a (fie că a este măsurat în radiani, fie că 
este măsurat în grade). Deoarece |x — x| — 0 cînd z => xp, deducem că lim sin y = sin 0. 

x—=%9 


2) Pentru funcția f(x) = cos x definită pe R, avem 


lim cos x = cos ¥o (xd finit) 


EX. 
(sau cos x —> cos %9 cînd x — xo). 
În adevăr 


x -+ xo 


jcos x — cos 4p| = 2 | sin 


|¥ — xol 
<2: gl 


deoarece |sin a|-< 1, oricare ar fi æ. Deoarece lim |x — x| = 0, deducem lim cos 4 = cos 4%. 
1>% = Xo 


Observații. 1° Pentru funcțiile f(x) = sin x şi f(x) = cos x 
avem lim f(x) = f(x), pentru orice x & R, deci funcțiile sin şi cos sînt 


continue în orice punct din domeniul lor de definiție. 
2° În punctele + œœ şi — co, funcțiile sin şi cos nu au limită. 
Fie 44 = na + œ. Şirul (sin xy) este: 


1,0, —1,0, 1,0, — 1,0, ..., 1,0, —1,0, 


deci nu are limită. Așadar, funcţia sin + nu are limită în punctul + œ. Se arată la fel că 
nici funcția cos y nu are limită în punctul + co. 
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Lund xy = — n Pa — œ, deducem că funcţiile sin x şi cos x nu au limită în punc- 
tul — œ. 
. sin 4 ap 
3) Pentru funcția f(x) = definită pe R — {0}, avem 
x 
lim = 1 
s0 Z 


În adevăr, pentru v €V = |- =) avem 


T 
p 
sin s| <!zIls<|taz| 


dacă x este măsurat în radiani. Pentru + Æ 0, avem atunci 


l l 1 
— < 7 
itg z| x  |sinx| 
sau: 
|cos z | 1 l 
<< — < , 
|sin | Is!) [sinx] 
de unde 
sin x 
josz < |=] < 1. 
x 
Dar lim |cos z| =|cos 0| = 1 și lim 1 = 1. Reznltă că funcția are limită în 0, 
4—0 4—0 
și această limită este egală cu 1: 
sin x 
lim =]. 
1—0 K 


sin x 
Dar pentru x €E V, x =£0, sin x şi x au același semn, deci 
x 


> 0, de unde 


sin 4 sin x 


. . è sin % 
şi deci lim = 1 
x—=0 X 


% X 


ln x 


4) Pentru funcția f(x) = —, «>Q, definită pe (0, + oc), avem 
y% 


. ln x 
lim — = 


x= + o 


[sau =2 — 0 cînd x > + a! 


xa 
Avem: 
2 
aya a a 
În a îm (12) 2 ing? 2221 
xl x a x% a 4% a a 
2 


PROPRIETĂȚILE LIMITELOR DE FUNCŢII 193 


2 
deoarece In z < z, oricare ar fi z > 0. Dar lim — = 0 


1 
zoo e 2 
x2 
, .. mnz 
şi deci lim —— = 
X> 


Se spune că funcția logaritmică ln x crește mai încet decit orice putere cu exponentul 
strict pozitiv. 


Propozitia 2. Dacă funcțiile f şi g sînt definite pe E, dacă 
lim g(x) = +o şi dacă există o vecinătate V a lui x,, astfel încît să avem 


Ax) > g(x) pentru price x SV Q E, x £ x, atunci lim f(x) = +o0. 
XXa 


Într-adevăr, dacă x, > Xo (%„, S V QE, x o), avem f(x) > 8lXa) 
și, deoarece g(x,) > + oo, avem f(x) > + oo, adică lim f(x) = +, 


de unde lim f(x) = + 2. 


n 
X> %9 


x 


e 
Exemplu. Pentru funcția f(x) = a , a > 0, definită pe (0, +oo), 


avem : 
e£ 
lim — = 4+0 
zorro % 
er 
[sau —— +o, cînd x — +o] , 
x“ 
avem 
2x 
2x Y r 
et | „22 ) e2* 23 2x 
A 2 | — ZZ = |>] zt 
z] z z 
x xy x% 
] 2a et 
deoarece z* > z, oricare ar fi z. Dar lim | — | x* = +o şi deci lim — = 4+ œ. Se spune 
x=+ 00 2a 1 + 00 x% 


că funcția exponențială e* creşte mai repede decit orice putere cu exponentul strict pozitiv. 


Propoziția 3. Dacă functiile f şi g sînt definite pe Æ, dacă 
lim g(x) = — >o şi dacă există o vecinătate V a lui v, astfel încît să avem 


t>% . 


f(x) < g(x), pentru orice x aV (E, x Æ x, atunci lim f(x) = — o0. 

Într-adevăr, dacă 3, > xo, (i, S V Q E, xy Æ o), avem f(x) <S Ehin) 
și, deoarece g(x,) > — œ, avem f(x) > — œo, adică lim f(x) = — 2%, 
de unde lim f(x) = — oo. ai 
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4. Operații cu- funcţiile care au limită 


Fie funcțiile f: E > R şi g: E > R, şi xp un punct de acumulare al 
mulțimii E. 


Teoremă. Dacă funcțiile f şi g au limite în punctul =, (finite sau 
infinite), atunci : 
1) Dacă suma limitelor are sens, funcția f + g are limită în x~, şi 


tim (f(x) + ea) = lim f(x) + lim ea) 


(cazul exceptat: lim f(x) = + oc, lim g(x) = — œ). 


2) Dacă produsul limitelor are sens, funcția fg are limită în x şi 
lim f(x) g(x) = lim f(x) - lim g(x) 
(cazul exceptat lim f(x) = 0, lim | g(x) | = + 00). 


3) Functia «f are limită în x, oricare ar fi « SR și 
lim f(x) = a - lim f(x), dacă a +0 


£to 


şi lim 0 - f(x) = 


EZETA 
4) Dacă raportul limitelor are sens, funcția i are, limită în x, şi 
g 


lim f(*) 
lim f(s) __ X> Xo 


— 


saz ela) lim g(2) 


LARTA 


(cazuri exceptate : 1) lim g(x) = 0; 2) lim | f(x) | = lim | g(x) | = + °°). 


4>% 


lim g(x) 


( 
5) Dacă f> 0 şi dacă puterea [lim fai are sens, atunci funcția 
fe are limită în x, şi 


lim f(x) = [lim fo, 


12% 


Fie a = lim f(x) şi b = lim g(x). Fie x, > Xo (3, SE, Xn = Xo) 


4> y 


Din ipoteză rezultă că f(x) > a şi (x) > b. 
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Dacă a +b are sens, atunci f(x) + g(%„,) > a + b, adică 


lim [f(x,) + g(%.)] =a +b, de unde lim [f(*) + gl = a + b = 


In Xe XXn 


= lim f(x) + lim g(x). 


Celelalte puncte ale teoremei se demonstrează la fel. 


Observatii. 1° Dacă raportul limitel r are sens, înseamnă că 
lin gfs; = 9, deci g(x) = 0 pe o întreagă vecinătate V N E a lui Xo deci 


r 
P-] 


"u 


— 


raportul funcțiilor Z este definit cel puțin pe V Q Æ, iar x este punct de 
f(z) 


> 
acumulare al acestei mulțimi, deci are sens lim == 
>x. glx) 


lim g(x) 


x=% 


De asemenea, dacă flim f(x)] are sens, atunci sau lim f(x) > 0 


și lim g(x) este oarecare (finită sau infinită), sau lim f(x) = 0 şi lim g(x) > 0 


X> Zo X Fo (Ea 
(finită sau + 00). 

În primul caz, avem f(x) > 0 pe o vecinătate V Q E a lui x, deci 
funcția VAGA iii este definită cel puțin pe V N E, şi deci limita sa în punctul 
Xa are sens. 

În al doilea caz, avem g(x) > 0, pe o vecinătate V N E a lui x, deci 
funcția f(x): este de asemenea definită pe V QE şi deci limita sa în 
Xo are sens. 


2° În cazul cînd lim g(x) = 0, se pot face următoarele precizări : 


ră 
1 
a) Dacă g(x} > 0, pentru x = %„ atunci lim —— = +œ. 
xx g (2) 
I 
b) Dacă s;x, < 0, pentru ¥ Æ xo atunci lim —— = — œ. 
zx g(x) 


Într-adevăr, dacă xp xo (£n SE, Xn = X), atunci g(%„n)— 0; dacă g(xą„) > 0, atunci 
1 


—> +oo. iar dacă g(xn) < 0, atunci — — O. 
8(¥n) 8 (£n) i 
c) Dacă lim g(x) = 0 şi g(x) = 0 pentru xx, = 
XX Xx lg(x )| 
Într-adevăr, lim |z(%) | = 0,şi |g(2)| > 0, pentru x = xo 
X> ty 
1 
Reciproc, dacă lim |g(2)| = +œ, atunci lim — = 0 
X>% %—=> Xo g(x) 


1 
într-adevăr, lim = 0, deci lim —— = Q. 
Xo lz(2)| x Xo g(x 


3° Mulțimea F (E, x) a funcțiilor definite pe E, care au limită finită in x,, este o 
algebră, deoarece suma, produsul și produsul cu scalari, efectuate asupra funcțiilor din această 
mulțime, ne conduc la funcții care fac parte din aceeași mulțime. 
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Dacă notăm L(f) = lim f(x) pentru f € Ẹ (E, xo), avem 
Iko 


L(f + e) = Lf) + Lg} (aditivitatea), 
L(af) = aL(f) (omogenitatea), 
L(fe) = L(f)L(g) (multiplicativitatea). 


Aplicația L:$ (E, x) —> R este o funcție liniară (aditivă şi omogenă) şi multipli- 
cativă pe algebra &(E, xo). 


Din teorema de mai sus rezultă de asemenea că: 
6) Funcţia —/ are limită în x, şi 
lim (— f(x)) = — lim f(x). 
7) Dacă diferenta limitelor are sens, funcția f—g are limită în x şi 
lim (f(x) — g(2)). = lim f(x) — lim g(x) 
(cazul exceptat: MB lim f(x) = lim g(x) = + oc). 


Pentru demonstrarea proprietății 6) se aplică proprietatea 3) cu « = — 1. 
Pentru.a demonstra 7) se aplică apoi 1) și 6). 

Se demonstrează prin recurenţă că proprietățile 1) şi 3) rămîn valabile 
pentru mai multe funcții fi, fzo? ..., fa care au limite în xp: 


lim [futa +f) + «+ + fa = lim fafa) + lim fa) + a H 
+ lim f„(x); 


=% 


tim LA) -- - fu] = lim fafa) - lim fafa)... lim fala), 


A Xe 


dacă suma sau produsul limitelor din membrul drept sînt definite (au sens). 
În particular, din ultima egalitate se obţine: 


tm [A = Dim fa) (n €N). 


Corolar. Dacă lim f(x) = 0 şi dacă g este mărginită pe o vecinătate 


Xe Zo 


a lui x, atunci lim f(x)g(x) = 0 


Fie V o vecinătate a lui xo pe care g este mărginită, şi fie M > 0 
astfel ca 


le(x) | < M pentru x eV. 
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atunci 
|A) ex) | = IA) | lel) l< e | 
și PNI AIA | = 0, de unde 
lim fix) g(x) = 0. 
5. Exemple 


1) Pentru orice polinom P(x) definit pe R, avem 
lim P(x) = P(x.) (xo finit). 


Xo 


(Orice polinom este o funcție continuă în punctele{ domeniului său de 
definitie.) 

Într-adevăr, fie P(x) = anx” + an—ı4”7! + ... + ax + ap. Toţi termenii sumei au 
limite finite în x, deci suma limitelor are sens şi deci. P(x) are limită în x: 


tim P(x) = lim (apă5) + lim (apă P d) + ... + lim (ax) + lim a = 


a—z LAA Zí t>o Xf, 


n—i 
= Ano + An—1%0 


+ -.. + lo + 8 = P(x). 


2) Pentru orice polinom P(x) = ax" + ap_3X i ... + ax + ao, 
definit pe R, a, #0, avem 


lim P(x) = a, (+ oo), lim P(x) = a„(— 00). 


z= + o X= — 0 


Avem, pentru 370, 


i | Ca Mă? 1 l N 
P(x) = 4” |an tan +... +a: n] * 
x | x% 
, l 1 
Deoarece lim — = lim — = 0, (k EN), suma din paranteză are limita an # 0 
zoo X z-o %k 


iar lim 4% = (4 œ)”, lim x” = (— œ)”. Rezultă că P(x) are limită în'punctele +œ şi — 


4— 4+ 90 Xa — 0 
și 
l 1 
lim P(x) = lim 4” - lim (an + ani 2 H... +a z] = (400)? - ap; 
x x 


Ia + 0 z= +o z=a+o i 


1 1 
lim P(x) = lim 2? + lim (an + apa — + ... + aa =) = (— 0)" + an. 
x 


Li — 9% I=- I— — 90 x” 


Aşadar, în punctele +œ și — œ, limita unui polinom este egală cu limita termenului cu 
gradul cel mai mare. 
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, , . „P aa Pe 
3) Orice funcție rațională — are limită într-un punct xo înžcare nu se 
anulează numitorul, Q(x) = 0, şi 
m P(x) — P (20) | 
oz Q(3)  Q(ăo) 


(O funcție rațională este continuă în orice punct din domeniul său de 
definiție.) | 


Într-adevăr, deoarece lim P(x} = P(x.) şi lim Q(x) = Q(x) = 0, rezultă: 


lim P(x) 
, P(x) X Ko P (xo) 
lim —— = = 
xx, Q (4%) lim Q(x) Q(x) 


4) Fie P(x) _ ana” + apoasa + ... ao 


Q)  bma™ p boa e. + be. în +0, Om 70. 


a) Dacă n < m, lim Pa — tim 42 = 
za+o Q(x) z=—o Q(x) 
b) Dacă n = m, lim ZË = lim PO =”, 
+ o Q(x) x> — o Q(x) Dm 
- , P(x) ân _ . P(x) An - — 
c) Dacă n > m, im —— = 2 o0)*-*, lim — = = (— œ)”, 
) sa+ o Q(x) on T ) x>—o Q(x) om l ) 


Într-adevăr, pentru x Æ 0, avem 


DI e E E 
Q(x) 1 1 zh 
gm [om + ön +. + beza 
PA 4 
unde 
l 1 
än + an= + -+a 
X 
R = 
(2) r i 
bn + bm—ı — + . + bo —z 
X % 


a 
Avem: lim R(4) = lim R(4) = — z 0. 
= z= — ce Dn 
x” l 


Dacă n < m, avem — = 


şi deci 
ah g” 
lim — = lim —=0, 
zato x X -> — 00 xM 
deci 
P(x) ti P(x) - 


iii sc i stuc — = 
= = 0. 0 


lim = lim = 
x=+a Q(x) zx=—2 Q(x) pm 
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x” 
Dacă n = m, avem -= 1, deci, pentru v Æ 0, 
x 


P(x) 
= R(x), 
Q(x) 

de unde 

lim P(x) _ P(x) __ an 

+2 (x) I= — DX Q(x) bn 

x” 
Eci w > mi, svem — = hm cu n — m > 0, deci 
x ” 
n x” 
lim — = (4+o00)7-7 şi lim — = (—œ)”-”, 
za+ e 4” x= co 4” 
de uzde 
P(x) . s”, an 
i —— = lim — lim R(x) = — (4-oo)n-—m 
, 2 + 00 Q(x) zo+ o A oo bm 
şi 
P(x) , x” An 
= lim — lim R(x) = — (— co), 
I= oO Q(x) rmo 4” y= o m 


5) Fie functia rațională ZA definită pe R, și xo 0 rădăcină a numito- 
Q(x 
rulati, Q(x) = 0. Dacă p şi q sînt ordinele de multiplicitate ale rădăcinii xo, 
respectiv pentru P şi Q, avem 
P(x) — (x — xo)? P(x) , 
Q(x) (4 — xo)? Q(x) 
unde p şi q sînt numere naturale sau Q, iar P(x) = 0, Q(x) Æ 0. 
a) Dacă p >q, avem 
lim 2 
=x Q(x) 


=Q. 


b) Dacă p = q, avem 
PU) — jim EL — Palro) , 


lim H2 — lim 2200 


zon Q) soaa) Quo) 
c) Dacă p <q și q — p = 2k, k SN, avem 


zx, Q(x) zoo Qu(2) 


d) Dacă p < q și q — p = 2k — 1, k & N, avem 


lim £” — — o0 „Pa(%o0) 

As, Q(x) Qı( o) 
P(x) — oo. P.(2o) , 

Na Q(x) Q.(20) 


. . P Q Y A 
deci funcţia Fi nu are limită în xo 
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(x — EL 


(x — o)? 


Într-adevăr, dacă p > g, = (x — x) 2-0, 


deci 
(x — o)? 


lim —— ~ = 0. 
ză (¥ — 9)? 


(7 — Xo)? 
Dacă q = p, — 7 El. 
(¥ — Xo). 


( 
Dacă p < q, avem ~~ = —— . 
P <a (x — 4o)? (# — x)? 


În acest caz: 


1 1 
lim d i (—œ)P-9; lim —————— = (+ 0)?-?, 
Ax, (¥ — Xo) Py Nto (7 — Fo)? 


deci, dacă p — q = 2k, limitele laterale sint ambele egale cu +œ, iar dacă p — q = 2k — 1] 
limita la stînga este — œ, iar limita la dreapta este +œ., 


6) lim -— = 1. 


x—=0 Sin yx 
x 1 
Într-adevăr, pentru z 0, avem —— = — şi deci 
sin + sinx 
x 
E 1 1 
lim = = =l 
z—=0 Sin 4 . siny 1 
lim 
x=0 F 
, x 
7) lim #— = 1 


4% X 


T T 
Într-adevăr, pentru x € | — —, z] , 474 0, avem 


2 
tgx sin x 1 
px cos 
deci 
tg x > Saxy 
lim —— = lim - lim cos x = ] » cos 0 = 1. 
x=0 7 x—0 X z—0 
d X 
8) lim — = 1, 
x0 tg x 


T T x 1 
deoarece pentru 4 E |— —, =] , X #0, avem —— = 
2 2 tg x tg x 


i 
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9) Pentru x, Æ (2k + 1) = k întreg, avem 
lim tg x = tg %o 


X£ Xo 


(Funcția tg x este continuă în orice punct din domeniul său de definiție.) 


Într-adevăr, lim sin x = sin x, şi lim cos 4 = cos x = 0, 


XX9 29 
deci 
, lim sin y | 
, , Sin 4 XX. Sin Yo 
lim tg x = lim = = = = tg. 
>x ză COS% lim cosy cos 49 
X Xo 


T 
Observații. 1° Dacă xa = (2k + 1) 3 , funcţia tg are în x, limite laterale 


infinite, şi diferite, deci nu are limită într-un asemenea punct. 


De exemplu, lim tg xv = +œ, lim tg x= — 0. 
TU T 
sA > + N 7 
2° În punctele +œ şi — œ, funcția tg x nu are limite. 
T 
n 


Într-adevăr, luînd xy = nr + (—1) 7’ avem Zn —> + œ, iar şirul (tg 7), 


—1, 1, —ł1, 1, ..., —1, 1, ... 
nu are limită, deci tg x nu are limită în punctul +œ. 


T 
Luind xy = —nr + (—1)” A , avem Xp =» — 00, dar şirul (tg x) nu are limită, deci 


tg x nu are limită în — œ. 
10) Pentru xo = hr, k întreg, avem: 
lim ctg x = ctg xo. 


Xo 


(Funcția ctg x este continuă în orice punct din domeniul său de definiție.) 


Într-adevăr, lim cos 4 = cos %o, lim sin x = sin 20720, 
X> Xo X Xo 
deci : 
| . COS% COS 49 
lim ctg = lim — = = ctg xo- 
LEA x=% SIN y Sin Yo 


Observaţii. 1° Dacă x = kr, funcția ctgx are în x, limite laterale infinite, 
dar diferite, deci nu are limită în vo. 


De exemplu, lim ctg x = — œ, lim ctg 4 = -+oo. 
x0 x0 


2° În punctele +œ şi — cœ, funcția ctg x nu are limite. 
1 
11) Pentru funcția f(x) = (1 + x)” definită pe (— 1,0) u (0, + 00) 


avem. 
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6. Limitele funcţiilor compuse 


Fie funcțiile u: E > F; f:F— R şi funcția compusă f o u: E—R, 
(fo u) (x) = f(u(x)), pentru x & E. 


Fie x, un punct de acumulare al lui E și 4 un punct de acumulare 
al lui F. 


Teoremă. Dacă lim u(x) = o dacă u(x) Æ pentru x Æ xo, 


x Xo 
și dacă lim f(u) =l, atunci funcția compusă fou are limită în x, şi 


U> u, 


lim f(u(x)) = lim J(u). 


Într-adevăr, fie x, > xo (2, S E, x, Æ Xo). Notind u, = u(x,) avem 
Up Æ Uo. Deoarece lim u(x) = uo, avem 4(x,) > Uo, adică u, > Uo, (Un SF, 


U, Æ uo). Deoarece lim f(u) =1, avem f(u,) >l, adică f(u(x,)) >l, sau 
lim flu(x,)) =l, de unde lim f(u(x)) = L 


Observație. Raționamentul de mai sus se poate schematiza astfel: dacă x —> 4, 
atunci u(x) =» u, şi deci f(u(x)) = L. 
Corolarul 1. Dacă lim u(x) = t dacă v, a F şi dacă lim f(u) = 
x ut 
= f(u), atunci 


lim f(u(x)) = f (im u(x)). 


Z Xo 


Corolarul 2. Dacă x SE, dacă lim u(x) = u(x) = u şi dacă 


Xe 


lim f(u) = f(t), atunci 


| tim f(u(a)) = ful). 
Exemple. 1) lim È= = *, (B #0). 
x=0 P7 B 


Să punem u(x) = ax, deci lim u(x) = lim «x = 0 
x —0 z—=0 


(sau u(x) — 0 cînd x=» 0). Atunci: 


sin ax __ a sin ax æ sin u(x) 


Å- r D — 


Br B oa Boua 
deci : 
sin u(x) 


% (pă % 
— im ~ = — um -o 
B 220 u(x) B u0 U B 
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2) lim LE %% — =m SE = t lim EE = È (B 0). 


E Bx B 20 ax B u=0 u 


3) Fie funcția u: E —> R, şi x, un punct de acumulare al lui E. 
Dacă lim u(x) = 0, şi dacă u(x) = 0 pentru x Æ xp, atunci 


XXe 


1 
lim (1 + u(x)” = e. 
x> Xo 
Într-adevăr 
1 


 — 


1 
lim (1 + 4(2))%9 = lim (1 +u)” =e. 
sx} u—0 
4) Fie funcţiile u, v: E > R, şi Xa un punct de acumulare al lui E. 
Dacă lim u(x) = Q şi u(x) +0 pentru x =Æ ze, Şi dacă lim u(x) v(x) = A 
(finit sau infinit), atunci: 
lim (1 + u(x)p™® = e4. 
Într-adevăr 
_L_ u(2)v(2) 
(1 + ufa) = la + uP 
Dacă x — 2, atunci u(x) — 0, deci 


1 


— 


(1 + ule) re şi deci (| + (2) — e4. 


§ 4. Funcții continue 
1. Definiția continuității 


În paragraful precedent s-a studiat comportarea unei funcții f în 
jurul unui punct xp, care este punct de acumulare pentru mulțimea E pe 
care este definită f. Punctul x, nu aparține în mod necesar lui E, şi chiar 
dacă x & E, valoarea funcţiei în punctul x, nu este luată în consideraţie. 

0 0 

În acest paragrat se studiază comportarea funcţiei f nu numai în 
jurul lui xọ dar şi în xp, și anume se compară valoarea funcției în xp cu 
valorile sale în punctele vecine cu Xp. Pentru aceasta, este necesar ca func- 
ția f să fie definită în Xo, adică x E E. 

Problema care se pune acum se poate formula astfel : 

Fiind dată o funcție f: E — R şi xp un punct din E, să se cerceteze 
dacă, atunci cînd x se apropie de x, f(x) se apropie de f(x,). Altfel spus, 
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— 


problema care se pune este dacă, pentru valori ale argumentului x suficient 
de vecine cu xo putem realiza ca valorile funcției f(x) să fie cît dorim 
de vecine cu f(x9). 


Aceste considerații ne conduc la următoarea 


Definiţie. Se spune că o îuneţief:E — R este continuă într-un 
punct +, din E, dacă pentru orice vecinătate U a lui f(x) există o vecinătate 
V a lui x, astfel încit, oricare ar îi xaV(E, să avem f(x)aU. 


În această definiție, V depinde de U. 


Dacă f este continuă în punctul x, S E, se spune că x, este punct 
de continuitate al funcției f. 


Observaţie. Definiţia continuității este asemănătoare cu definiția limitei, Ęxis- 
tă însă şi deosebiri, datorite faptului că în definiția limitei se impune condiția x = xp, în 
timp ce în definiția continuității această condiţie nu se impune. 

În definiţia limitei, x, este punct de acumulare pentru E, dar nu aparține în mod ne- 
cesar lui E. 


De exemplu, dacă E = (a, b), se poate considera limita funcției în punctele x, = a şi 
X = b, chiar dacă a = — œ saub = + œ. 


În definiția continuității, x, aparține lui E dar nu este în mod necesar punct de acumu- 
are pentru E, ci poate fi şi punct izolat al lui E. 


Problema continuității nu are sens în punctele în care functia nu este 
definită ; definiția continuității nu se poate aplica în aceste puncte. 

In particular, problema continuității nu se pune în punctele + oo 
și — 00, deoarece domeniul de definiție al unei funcții este format numai 
din puncte finite. 


Exemple. 1) Pentru funcţia f(x) = In + definită pe (0, +œ), nu are senus problema 
continuității în punctul 0, sau în punctul —1. 


1 
2) Pentru funcția f(x) = — definită pe R — (0) nu se pune problema continuității 
x 
în punctul 0. 
ud 
3) Pentru funcția f(x) = tg x definită pentru x = (2k + 1) 7’ k întreg, nu are sens 


, Ă 3r m n 3r 
problema continuității în punctele ..., — 7’ — z , z > 2 „o... 


Definiţia continuității, dată mai sus, se aplică fără nici o modificare pentru funcții 
f: E — F, oricare ar fi spaţiile topologice E şi F. 


Dată fiind asemănarea dintre definiția limitei și definiția continui- 
tății, o serie întreagă de proprietăți ale limitelor rămîn valabile şi pentru 
funcții continue, şi cu aceleași demonstraţii, cu singura deosebire că nu 
se mai pune condiția x =Æ xo. 

Dăm mai întîi cîteva propoziții care dau condiţii necesare şi suficiente 
de continuitate, şi al căror enunț poate fi luat ca definiție a continuității. 


Propoziția 1. Funcția f: E > R este continuă în punctul SE, 
dacă și numai dacă, pentru orice şir %,—>%o, %, S E, avem f(x) —> f(x). 
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Observaţii. 1° În această propoziţie este suficient să presupunem că pentru 
orice şir 4n => Xp 40 E E, şirul (f(¥n)) are limită. Rezultă atunci că toate şirurile (f(4p)) au aceeaşi 
limită, şi anume f(x), oricare ar fi şirul xp —> o. 

Faptul că toate șirurile (f(44)) au aceeaşi limită se demonstrează ca şi pentru limite 
de funcţii, fără a mai pune condiția 44 = 4. Faptul că această limită comună este f(x) 
rezultă din faptul că, pentru şirul constant 4p = o, avem Xn => xo Și f(n) = flo), deci 
fin) = Flo). 

2° Definiţia continuității cu ajutorul şirurilor se poate aplica numai în acele spaţii 
topologice, în care topologia se poate defini cu ajutorul șirurilor. 


Propozitia 2. Funcţiaf:E — R este continuă în punctul vS E, 
dacă și numai dacă, pentu orice număr = > O,există un număr 5 = 5 (e)>0 
astfel încît oricare ar îi x & E cu |x—x| < 3, să avem |f(2) — f(x] < e. 


Pentru demonstrație, se folosește definiția continuității, ţinînd seama 
de faptul că xo şi f(x0) sînt finite, deci vecinătățile lui f(x) se pot lua de 
forma U = (f(%0) — £, f(xo) + £) cu s > 0, iar vecinătățile lui x, se pot 
lua de forma V = (xo — ò, x, + 5) cu 5 > 0. Deoarece V depinde de U, 
rezultă că ò depinde de e. Condiţia x & V este echivalentă cu | — x | < 8, 
iar condiția f(x) & U este echivalentă cu | f(x) — f(x | < e. 

Observaţie. Definiţia continuității cu e şi è se aplică numai în acele spaţii 


topologice în care s-au definit atît operația de adunare (în grupuri) cit și modului (sau altă 
noţiune cu proprietățile modulului, de exemplu norma în spații vectoriale). 


Sînt utile şi următoarele două propoziţii, în care se dau definiții cu 
vecinătăți și cu e sau 5: 

f este continuă în +, dacă şi numai dacă pentru orice vecinătate U a 
lui f(x), există un număr 3 > 0 (care depinde de U) astfel încît pentru orice 
x & E cu |x — x| < 5 să avem f(x) e. 

f este continuă în x, dacă şi numai dacă, pentru orice s > 0 există o 
vecinătate V a lui x, astfel încit 


I) — flo) | < e, pentru orice v aV. 


Propoziția 3. O funcție f: E —> R este continuă în orice punct 
izolat al domeniului ei de definiție. 


Fie x, un punct izolat al lui E. Aceasta înseamnă că există o veci- 
nătate V a lui x, astfel ca V N E = {xo}. Dacă x, > Xo (4, € E), veci- 
nătatea V conține toți termenii șirului cu excepția unui număr finit dintre 
ei. Există deci un număr N, astfel încît pentru n > N să avem x, GS V, și 
deoarece x, & E, rezultă că x,a V QE, adică x, =x Atunci, pentru 
n > N avem f(x) = f(x) şi deci f(x) — f(x). Cum şirul x, —> Xo a fost 
ales arbitrar, rezultă că f este continuă în x. 
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Exemple. 1) Dacă mulțimea E este finită, E = {~}, 42, ..., Xn}, atunci E este 
formată numai din puncte izolate, deci orice funcție definită pe E este continuă în orice punct 
din E. 

2) Un şir (a) este o funcţie definită pe mulțimea N a numerelor naturale. Deoarece 
mulțimea N este formată numai din puncte izolate, rezultă că orice şir este o funcție conti- 
nuă în orice punct n din domeniul său de definiție N. 


Dacă x, E E este punct de acumulare pentru E, atunci are sens atît 
problema continuității în xp, cât şi problema limitei în x, În acest caz, 
definiția continuității se poate formula cu ajutorul limitei: 

Propoziția 4.0 funcție f: E — R este continuă într-un punct de 
acumulare x¿& E dacă şi numai dacă funcția are limită în x, egală cu f(x): 


lim f(x) = f(x) 


L> Xo 
(sau f(x) — f(x) cînd x —> xo). 

Să presupunem întîi că feste continuă în x. Aceasta înseamnă că 
pentru orice şir %, — Xo (4, E E) avem f(x) > f(x). Înfparticular, pentru 
șirurile x, > Xo (4, E E) cu x Æ x%p avem de asemenea f(x.) > f(x0), 
deci f(x) este limita funcției în punctul x: 


lim f() = flota). . 


xko 


Reciproc, să presupunem că lim f(x) = f(x) şi să arătăm că f este 


Li, 
continuă în xo Aceasta înseamnă că, pentru orice e > 0, există un număr 
5 = (e), astfel încît oricare ar fi x e E, x Æ xa cu| x — | < ò, să avem 
|f(2) — f(x) | < eo. Dar dacă x = xp atunci | x — x| = O<ES şi| f(2) — 
— f(x) | = 0 < e, astfel încît restricţia x =£ X, este de prisos. Conform pro- 
poziției 2, rezultă că f este continuă în xo. 

Observaţii. 1° Limita funcţiei în punctul 4, poate fi infinită. Dacă însă f este 
continuă, această limită este f(x), deci este finită (deoarece o funcţie are numai valori finite) . 


2°, În cazul cînd mulţimea E nu are nici un punct izolat, enunţul propoziției 4 poate fi 
luat ca definiţie a continuității, echivalentă cu celelalte trei definiţii, cu vecinătăți, cu şiruri, 
sau cu e şi ô. 


Vom folosi una sau alta din aceste definiții, după cum va fi mai 
convenabil pentru simplificarea raționamentelor. | 

Pentru demonstrarea criteriului de integrabilitate al lui Lebesgue, 
vom folosi propoziţia următoare, din care rezultă că proprietatea de con- 
tinuitate se poate defini și cu ajutorul oscilației. 


Propozitia 5. Funcţia f: E > R este continuă într-un punet 
xp E E dacă şi numai dacă oscilaţia sa în acest punct este nulă: 


o/(9) = Q. 
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Să presupunem întîi că f este continuă în x, şi fie e > 0. Există o vecină- 
tate V a lui žo astfel încît, pentru orice punct x & V N E să avem | f(x) — 


— (ro) | <% —. Pentru orice puncte x’, x” & V QE avem atunci 


fr) — pre) <IRE) — faca) + | fr) — fl < += 


de unde 
a(V NE) = sup |f(z) — Ax) < e 
x EVNE 
x"EVNE 
și deci 


Aşadar, œ (xp) < £, oricare ar fi e > 0. Cum w/(%ọ) este > 0 şi indepen- 
dent de e, rezultă că w(x) = Q. 
Reciproc, să presupunem că w(x) = 0 şi fie e > 0. Deoarece 


07(%0) = inf w(V A E) = 0 


V3Ətə 


rezultă că există o vecinătate V a lui x,, astfel încît 


o(V qQ E) < E. 


Deoarece |f(x') — fx <V NE), oricare ar fi x, x"'aV[E, 
rezultă în particular că 


| F(x) — f£) | < e, oricare ar fi xa V NE, 
deci f este continuă în xo, şi cu aceasta propoziția este demonstrată. 


Definitie. Se spune că o functie f: E — R este continuă pe o 
multime ACE, dacă este continuă în fiecare punct din A. 


Dacă funcția este continuă pe tot domeniul său de definiție, se spune 
uneori, mai simplu, că este continuă, fără a mai specifica mulțimea pe 


care are această proprietate. 
Continuitatea funcției f pe mulțimea A se exprimă prin una din 


următoarele propoziții echivalente : 

1) Oricare ar fi x S A și oricare ar fi vecinătatea U a lui K x), există 
o vecinătaie V a lui x (V depinde și de U și de x), astfel încît pentru 
orice x' SV QE să avem f(x) aU. 
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2) Oricare ar fi x SA şi oricare ar fi şirul x, > x (x, a E) avem 
Saa) > Ji). 

3) Oricare ar fi x E A și oricare ar fi numărul s > Q, există un număr 
ò = (e, x) > 0, astfel încît pentru orice punct x' SE cu |x'— x| < ò să 
avem | f(x) — A < e. 

Dacă A este formată numai din puncte de acumulare ale lui E, atunci 
se poate da o formulare echivalentă cu ajutorul limitelor : 

4) Oricare ar fi x & A avem lim f(x) = f(x). 

Observaţie. Funcțiile elementare sînt definite pe intervale sau 
pe reuniuni de intervale, iar acestea sînt formate numai din puncte de acu- 
mulare. Aşadar, pentru funcțiile elementare se poate aplica definiția con- 
tinuității cu ajutorul limitei. 

Pentru funcțiile elementare, limita într-un punct xa din domeniul de 
definiție se obține înlocuind direct pe x cu x: 


tim f(a) = flo) 
deci functiile elementare sînt continue în orice punct din domeniul lor de de- 
finație. 
Exemple. 


1) f(x) = c, definită pe R. Oricare ar fi x, E R, avem 


lim f(x) = lim c = c = flat). 


#2 £>% 


2) f(x) = x, definită pe R. Oricare ar fi x, € R, avem 
lim f(x) = lim x = xa = f(x). 


P a Xo Z Xo 


3) f(x) = x*, n E N, definită pe R. Oricare ar fi x € R, avem 


lim f(x) = lim 4” = 2% = f(x). 
x— a L 


1 
4) f(x) = n’ n E N, definită pe R — {0}. Oricare ar fi x, 74 0, avem 


5) Pentru polinomul P(x), definit pe R, avem pentru orice x, € R, 


lim P(x) = P(x). 


Z>% 
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P(x 
6) Pentru funcția rațională f(x) = Pe) „ Şi pentru orice x, €E R, pentru care 


Q(x) 
(40) 74 0, avem 
__ P(x) __ P(o) _ 
n O 7 00) Oa) C 


7) f(x) = 2%, a > 0, definită pe [0, +20]. Oricare ar fi x, œ> 0, avem 


lim f(x) = lim 2% = x% = f(x). 


za >to 


l 
8) f(x) = a , definită pe (0, +œ). Oricare ar fi 4, > 0, avem 


lim f(a) = lim ~ = > = fo). 


t>% ag FE o 
9) f(x) = a*, (a > 0), definită pe R. Oricare ar fi x E R, avem 


lim aë” = ao. 
Z= o 


10) f(x) = loga x, (a > 0, a = 1), definită pe (0, + œ). Oricare ar fi 1, > 0 avem 


lim loga 4 = loga xo- 
Io 


11) fix) = sin x, definită pe R. Oricare ar fi x, E R, avem 


lim sin 4 = sin xo 
%9 


12) f(x) = cos x, definită pe R. Oricare ar fi +, E R, avem 
lim cos 4 = COS 49. 
IFs 
T T 
13) f(x) = tg x, definită pentru x = (2k + D7 , k întreg, Oricare ar fi 4074 (2+1) 7 


avem 
lim tg x = tg xo- 
L %9 


14) f(x) = ctg x, definită pentru x z kn, k întreg. Oricare ar fi x, z kn, avem 


lim ctg 3 = ctg xo 


Xe 


Se va arăta mai departe că şi funcțiile trigonometrice inverse sînt continue pe tot do- 
meniul lor de definiție. 


14 — Analiza matematică, vol. I 
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2. Puncte de discontinuitate 


Fie funcția f: E — R ṣi x, & E. Dacă funcția f nu este continuă în xy, 
se spune că feste discontinuă în x, iar xose numeşte punct de disconti- 
nuitate al funcţiei. Deoarece f este continuă în punctele izolate ale lui E, un 
punct de discontinuitate x, S E este în mod necesar un punct de acumulare 


pentru E. 

Tinînd seama de definițiile continuității, prin negaţie deducem că 
funcția f este discontinuă într-un punct xp & E, dacă şi numai dacă este 
verificată una din următoarele condiţii echivalente : 

1) Există o vecinătate U a lui f(x), astfel încât, oricare ar fi vecinătatea V 
a lui Xo să existe un punct x SV N E, astfel ca f(x) E U (x depinde de V). 

2) Există un număr z, astfel încât, oricare ar fi 3 > 0, să existe un 
punct x SE cu |x — xo) <ò astfel încît |f(x) — f(x > e (x depinde de 5). 

3) Există cel puțin un şir x > Xo (x, SE) astfel încît şirul (f(x,)) să 
nu aibă limita f(x) (eventual să nuaibă nicio limită). 

4) lim f(x) nu există, sau lim f(x) există dar este diferită de f(xo). 

=>% t—>*o 

5) Oscilația functiei în xo este strict pozitivă : wf (20) > 0. 

Observaţie. Discontinuitatea funcției f s-a definit ca o proprietate contrară con- 
tinuităţii. Prin aceasta s-a dat sens discontinuității exact în aceleaşi puncte în care are sens și 
continuitatea, adică numai în punctele domeniului de definiție. 

Dacă x nu aparține domeniului de definiție, nu are sens să se spună nici că funcția este 


continuă, nici că este discontinuă în acest punct, chiar dacă x, este punct de acumulare 
al domeniului de definiţie, şi chiar dacă există lim f(x}. 
%24; 
Rezultă că problema discontinuității, ca și cea a continuității, nu se poate pune decît 
pentru punctele din domeniul de definiție al funcției. 
Exemple. 1) Pentru funcția f(x) = in x definită pe (0, +œ) nu are sens să se spună 


că este continuă sau discontinuă în punctul 0, deși funcția are limită în acest punct (lim ln + = 
AI 
= — œ); de asemenea nu are sens să se pună problema discontinuităţii acestei funcţii în 
punctul —1. 
, _ fln x pentru x> 0 
2) Pentru funcția f(x) ={ 1 pentru x = 0 


problema continuității în punctul 0, deoarece funcția este definită în 0; anume, funcția este 


discontinuă în acest punct, deoarece lim f(x) = — œ. 
x—0 


definită pe [0, +œ) are sens să se pună 


1 
3) Pentru funcția f(x) = — definită pe R — {0} nu are sens să se spună că este dis- 
X 
continuă în 0. 


1 
4) Funcţia f(x) = | x pentru v 7 0 definită pe œR este discontinuă în punctul 0, 


l pentru 4 = 0 
deoarece deşi este definită în 0 nu are limită în acest punct. 
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T 
5) Pentru funcţia f(x) = tg x, definită pentru x = (2k +1) 7’ k întreg, nu are sens 


T 
să se spună că este discontinuă în punctul 3: 
T 
tgx pentru y = r 
6) Pentru funcția f(x) = definită pe (0, x), are sens să se spună 
1 pentru x = 3 


m 
că este continuă în punctul 3 „, anume, această afirmație este falsă. De asemenea, are sens să 
w w . p Aa T e e 
se spună că ea este discontinuă in punctul z’ anume, această afirmație este adevărată, deoarece 


T 
funcţia nu are limită în — - 


N 


7) Pentru funcţia f(x) = x definită pe R — (0), nu are sens nici una din următoarele 
două propoziţii : 

— funcţia este continuă în punctul 0; 

— funcţia este discontinuă în punctul 0. 


8) Pentru funcţia f(x) = f i dacă H a o definită pe R, au sens amîndouă propoziţiile 


următoare : 
— funcţia este continuă în punctul 0; 
— funcția este discontinuă în punctul 0. 


Prima propoziție este falsă, iar a doua este adevărată, deoarece funcția are limită în 
punctul 0, anume lim f(x) = 0, dar este diferită de f(0) = 1. 


1—0 
9) Pentru functia f(x} = x definită pe R, au sens amindouă propoziţiile din exemplul 
precedent, şi anume: prima este adevărată (f este continuă în 0), iar a doua este falsă. 


Punctele de discontinuitate ale unei funcţii se împart în două cate- 
gorii: puncte de discontinuitate de prima speţă și puncte de discontinui- 
tate de speța a doua. 

Un punct de discontinmiale xa al funcției f se numeşte punct de dis- 
continuitate de prima speță, dacă funcția are limite laterale finite în xo. 

În cazul cînd limitele laterale sînt egale, evident, ele sînt diferite 
de f(x), deoarece funcția nu este continuă în xp. 

Dacă xp este extremitatea stîngă (respectiv dreaptă) a unui interval Z, 
şi este punct de discontinuitate al funcției f, atunci xp este punct de discon- 
tinuitate de speța întîi dacă există limita la dreapta în x, și este finită 
(respectiv dacă există limită la stînga în x, și este finită), deoarece în acest 
caz cealaltă limită laterală nu are sens. Evident, în acest caz f(x, + 0) 
(respectiv f(x — 0)) este diferit de f(x), deoarece în caz contrar funcția 
ar fi continuă în xy. 

Celelalte puncte de discontinuitate ale funcției, care nu sînt de prima 
speță, se numesc puncte de discontinuatate de speța a doua. 

Așadar, x% este punct de discontinuitate de speța a doua pentru func- 
ţia f, dacă cel puțin una dintre limitele laterale (în cazul cînd are sens) 
nu există, sau este infinită, 
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Exemple. 
_ fx pentru X=E0 a i: 
1) f(x) = t pentru 7 = 0 definită pe R. 
Avem f(0 — 0) = 0 şi f(0 + 0) = 0, dar f(0) = 1, deci 0 este punct de discontinuitate de 
prima speţă. 


J 
Y 


Fig. 56 Fig. 57 


—1l dacă —l<zs<x 0 
2) f() ={] dacă 0 <x 1 definită pe[—1, 1]. 
Avem f(0 — 0) = —1 şi f(0 + 0) = 1, deci 0 este punct de discontinuitate de prima speță, 
1 dacă x = —1 


3) f(x) = | x dacă —1 < x < 1 definită pe [—1, 1]. 
—] dacă x = 1 


Punctul —1 este punct de discontinuitate de prima speță. 


y 
] 
——> 
g| T 
Fig. 58 Fig. 59 
Avem f(—1 + 0) = —1 şi f(—1) = +1. Aici f(—1 — 0) nu are sens. Punctul 1 este punct de 
discontiunitate de prima speță. Avem f(1 — 0) = 1 ṣi f(1) = —1. Aici f(1 + 0) nu are sens. 
1 
— dacă x > 0 
4) f(x) =] p ag definită pe (— œ, + œ). 


l dacă x <0 
Punctul 0 este punct de discontinuitate de speța a doua, deoarece f(0 — 0) = 1, 


dar f(0 + 0) = +o. 


__ ji dacă x este rațional, . 
5) fl) = fo dacă x este irațional definită pe R. 
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Orice punct este punct de discontinuitate de speța a doua, deoarece această funcție 
nu are limite laterale în nici un punct. 


| sin 4 dacă x = 0 , 
6) fi) =ă x definită pe R. 
0 dacă x =0 

Punctul 0 este de discontinuitate de speța a doua, deoarece f(0 — 0) şi f(0 + 0) nu 
există. 

Dacă xp este punct interior al unui interval I şi dacă limitele laterale 
în xy există şi sînt finite, diferența f(x + 0) — f(x — 0) se numeşte saltul 
functiei f în punctul xy. 

Dacă I = fa, b], ṣi dacă f(a + 0) există şi este finit, atunci f(a + 0) — 
— f(a) se numeşte saltul funcției f în punctul a, iar dacă f(b — 0) există 
și este finit, f(b) — f(b — 0) se numeşte saltul funcției f în punctul b. 

Evident, saltul funcției într-un punct de continuitate este zero. 

Saltul funcției poate fi zero şi într-un punct de discontinuitate 
din interiorul intervalului, dacă f(x — 0) = f(x + 0) =Æ f(o). 


Propoziția 1. Toate punctele de diseontinuitate ale unei funcții 
monotone pe un interval, f: Z — R, Sînt de prima speţă. 

Se ştie că o funcție monotonă are limite laterale în fiecare punct din 
domeniul său de definiție. (Dacă extremităţile aparțin intervalului, la ex- 
tremități numai una dintre limitele laterale are sens.) 

Trebuie să arătăm că aceste limite laterale sînt finite. Să presupunem 
că f este crescătoare. Fie x, Xa SI, %1 < ha. Dacăx, < x < xp, atunci 
f(x.) < f(x) << f(x) şi prin trecere la limită obținem 


Fa) sim fl) < fl), fa) < lim f(x) < fixa), 


adică: f(x) < fa pi 0) << flota) şi Aa) S flota — o < f(x). 
Dar f(x) şi (2) sînt finite, ca valori ale funcției. Rezultă că f(x, +0) 

ȘI f&a — 0) sînt de asemenea finite. Deoarece x, şi x, au alese fost arbitrar, 
rezultă că în orice punct din I funcția are limită la stînga finită (cu excep- 
tia extremității stîngi, unde această limită nu are sens) şi limita la dreapta 
finită (cu excepția extremității drepte). 

Rezultă că punctele de discontinuitate — dacă există — sînt de prima 
speță. 

Dacă f este descrescătoare, demonstrația se face la fel. 


Observație. Să presupunem că f este crescătoare pe I. Din demonstrația propo- 
ziției precedente deducem că dacă xı < 42, atunci 


(aa) $ (#1 + 0) $ flr — 0) fl). 
Într-adevăr, alegind «œ € I astfel ca x; <a < xp, avem: 
(#1) S f(x + 0) < Fla) s fin — 0) <$ fira). 
În particular, pentru orice punct x din interiorul lui Z avem: 
Fla — 0) $ (o) S flo + O), 


deci saltul f(x + 0) — f(x — 0) este pozitiv. Dacă +, este punct de discontinuitate, acest 
salt este strict pozitiv şi, evident, dacă x, este punct de continuitate, saltul este 0. 
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Dacă intervalul 7 nu este închis şi mărginit, el se poate scrie ca o reuniune 
numărabilă de intervale închise şi mărginite I„, care au în comun, două cîte 
două, cîte o extremitate : 


I= UTI, 
n=i 
Dacă I = (a, b], a> — œ luăm I, = [zp b], I = [čo ca], ..-, 
Ia = [om an1], ... unde («,) este un șir strict descrescător, astfel ca «, >a. 
Dacă] = fa, b), b < +- œ, luăm Z, = [a, Bi], Ia = [Bi B2], 
Is, = [Bni Ba], --, unde (B,„) este un sir strict crescător astfel ca B, — b. 


Dacă I = (a, b), ~œ <a <b < +o, luăm 
I = Lou, Bı] > I, = [&o, Ba], e.e; I, = [Ays Ba], 


unde («,) este strict descrescător astfel ca a, — a, iar (B„) este strict cres- 
cător astfel ca B, > b şi a < Ba. 

n fiecare interval I,, mulțimea punctelor de discontinuitate este cel 
mult numărabilă. Deoarece reuniunea unei familii numărabile de mulțimi 
numărabile este de asemenea numărabilă, rezultă că mulțimea punctelor 
de discontinuitate din toate intervalele (7,) este numărabilă, și cu aceasta 
propoziția este complet demonstrată. 


3. Continuitatea relativă la o submulțime 


Fie funcția f: E > R, A o submulțime a lui E şi xx 84. 


Definiție. Se spune că functia f este continuă în punetul x, relativ 
la submulțimea A, dacă restrieţia f, a lui f la A este continuă în x. 


Aceasta înseamnă că oricare ar fi șirul x, — %p X, GA, avem 
fan) > Jalo). 

Dar pentru x & A avem f4(x) = f(x). Așadar, a spune că funcția f 
este continuă în punctul x, relativ la submulțimea A, înseamnă că pentru 
orice şir x, > Xp format din puncte din A, +, SA să avem f(x) — f(aco). 


Se pot da definiții ale continuității relative la A, echivalente cu cea 
de mai sus, folosind vecinătățile, sau e și 5, şi punînd condiția x & A (în 
loc de x & E). 

Dacă xo este punct de acumulare al lui A (deci şi al lui E) se poate 
folosi definiția continuității cu ajutorul limitei : 


f este continuă în +, relativ la A dacă 
lim fa(x) = f(ăo), adică dacă lim f(x) = f(x). 


X Xo 
EA 


Prop oziţi e. Dacă f este continuă în x, (relativ la E), atunci f 
este continuă în x, și relativ la A. 
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Într-adevăr, dacă f este continuă în x, relativ la E, pentru orice șir 44 —> x format 
din puncte din E avem f(34) —> f(0). În particular, deoarece A C E, pentru orice şir 44, —> o 
format din puncte din A avem de asemenea f(x) —> f(x), adică f este continuă în x, relativ la A. 


Observație. Propoziția reciprocă nu este adevărată. Funcţia f poate îi continuă în 
4, relativ la A,fără a fi continuăîn xo (relativ la E). 


—1 pentru —l1l<+<0 


Exemplu. f(x) = definită pe E = [— 1,1}, şi A = [0,1]; 
l pentru 0x xx! 


avem f4(%) = 1, (pentru x E 4), deci f4 este continuă în 0, deci f este continuă 
în 0, relativ la intervalul A = [0, 1]. Totuși f nu este continuă în 0, relativ la E = [—1, 1], 
Y deoarece nu are limită în 0. Într-adevăr f(0 — 0) = —1 ṣi 


f(0 + 0) = 1. (Se poate folosi definiția cu limită a conti- 
nuității, deoarece 0 este punct de acumulare pentru E.) 


În anumite cazuri este adevărată şi 
propoziția reciprocă : 


Propoziție. Dacă A este intersecția 
jui E cu o vecinătate V a lui x, A=EQVF, 
şi dacă f este continuă în x, relativ la A, 
atunci f este continuă în x, (relativ la E). 


Prin ipoteză, f este continuă în +, relativ la A, 

Fig. 60 deci oricare ar fi şirul xp > xos Xu E Á, avem f(xn) — f(xo). 

Dacă +, este format din puncte din E, şi dacă xy, —> Zp 

avem +, EV, deci +, e A pentru toți termenii, cu excepţia unui număr finit dintre ei, şi deci 

f(x) > f(x). Aşadar, oricare ar fi şirul 44 —> o, n E E, avem f(%n) —> f(x), adică f este conti- 
nuă în xy, relativ la E. 


4. Continuitatea laterală 


Fie funcția f:E > R şi x SE. 
Dacă luăm mulțimea A = E N (—, — xa] = {x| x S E, 20), 
putem defini continuitatea lui f în x, relativ la submulțimea A. 


Definiţie. Se spune că funcția f este continuă la stînga în punce- 
tul x, dacă pentru orice şir x, — x, format din puncte x, < x, din E, avem 
fam) > fo). 

Dacă în definițiile continuității cu vecinătăți sau cu s și ò, se pune 
condiția ca x < xp, se obțin definiții ale continuității la stînga, echivalente 
cu cea de mai sus. 


Observaţii. 1° Dacă E = [a, b), orice funcție definită pe E este continuă la stinga 
în a. 
Într-adevăr, dacă xy—>a, ăn <a, şi xn E [a, b), rezultă că x = a, deci f(x) = f(a) 
şi deci f(x) — f(a). 
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2° Dacă E = (a, bj, definiţia continuității în punctul b este echivalentă cu definiția 
continuității la stinga în punctul b, deoarece condiția +, E (a, b] este echivalentă cu condiția 
Xy E (a, b] şi Zp xX b. 

Aşadar, f este continuă în b, dacă și numai dacă este continuă la stînga în b. 

3°. Dacă x, este punct de acumulare al mulțimii A = E Nì (— œ, x] = {r|x EE, 
% < %o} atunci definiția continuității la stînga în +, se poate formula cu ajutorul limitei la 
stînga în x: f este continuă la stînga în v, dacă și numai dacă are limită la stinga în 
+0, egală cu f(x.) : 


flo — 0) = f(x). JH 


Dacă E = (a, b], limita la stinga în a nu are sens, deci continuitatea la stinga în a nu se 
poate formula cu ajutorul limitei. Însă continuitatea la stînga în a este totdeauna asigurată. 


l 
Dacă luăm mulțimea B = E N [žo + œ) = {x| SE, xto, 
putem defini continuitatea lui f în x, relativ la mulțimea B. 


Definiție. Se spune că funcția f este continuă la dreapta în punce- 
tul x, dacă, pentru orice şir +, — x format din puncte x, > x din E; 
avem fl) > flo). 


Dacă în definițiile continuității cu vecinătate sau cu e și 5 se pune 
condiția x 2X% se obțin definiții ale continuității la dreapta în xp, echi- 
valente cu cea de mai sus. 


Observaţii. 1° Dacă E = (a, b], orice funcţie definită pe E este continuă la 
dreapta în b. Într-adevăr, dacă ab, ap >b şi an € (a, b], atunci z„ = b, deci f(x) = 
= f(b) şi deci f(x) — f(b). 

2° Dacă E= fa, b), definiţia continuității în a este echivalentă cu definiția continui- 
tăţii la dreapta în a, deoarece condiția +, E [a, b) este echivalentă cu condiția z, € [a, b) 
şi Xy >a. 

Aşadar, funcția f este continuă în a, dacă și numai dacă este continuă la dreapta 


A 


în a. 

3° Dacă x, este punct de acumulare al mulțimii B = E N [xp +0) = {x | x EE, % >), 
atunci definiția continuității la dreapta în x se poate formula cu ajutorul limitei la dreapta 
în xo: 

f este continuă la dreapta în +, dacă și numai dacă are limită la dreapta în xo, 
egală cu f(x): 


J(xo + 0) = flo). 


Dacă E = [a, b], limita la dreapta în b nu are sens, deci continuitatea la dreapta 
în b nu se poate formula cu ajutorul limitei ia dreapta. Însă continuitatea la dreapta în b 
este totdeauna asigurată. 


Propoziţie. Funcţia f: E — R este continuă în punctul x, & E, 
dacă și numai dacă este continuă la stînga şi la dreapta în x. 


Dacă f este continuă în x, atunci pentru orice şir xp, %„, SE 
avem f(x) > f(x). Aceasta este adevărată în particular pentru şirurile 
Xa > Xo CU Xy X Xo, deci feste continuă la stînga în x, şi pentru şirurile x, —> xo 
cu %, > Xo deci f este continuă la dreapta în xo. 

Reciproc, să presupunem că f este continuă la dreapta şi la stînga 
în Xo Aceasta înseamnă că pentru orice număr e > 0, putem găsi un nu- 
măr ò = (e) > 0, astfel încît dacă x es E, x < xo,şi | — o] < 5 să avem 


LIMITE DE FUNCŢII. CONTINUITATE 


218 


f(x) — f(x) | < £ (deoarece f este continuă la stînga în xp) şi dacă x S E, 
x > Xo ŞI |X — x| < 8să avem |f(x) — f(x.) | < e (deoarece feste continuă 
la dreapta în x). Aşadar, oricare ar fi x & E cu |x—x| < ò (fie că x < %p 
fie că % > %9), avem f(x) — f(x) |< £, adică f este continuă în xp. 
Observaţie. Dacă xeste punct de acumulare al lui E, pentru 
care ambele limite laterale f(x — 0) și f(x, + 0) au sens, funcţia f este 
continuă în 9, dacă şi numai dacă limitele laterale există și sînt egale 


cu f(x): 
flo — 0) = f(o), flo + 0) = f(0). 


Exemple. 
— 1 dacă O-casl 
1) f(x) = definită pe [0, 2]. 
1 dacă l< r<2 
fü — 0) = —1, f1 +0)=1, f) = —1, deci f(1 — 0) = f(1). Funcția este continuă le 


stînga în 1, dar nu este continuă la dreapta în 1, deci nu este continuă în 1. 


yY 


Fig. 61 
—l dacă 0gzrz<l 
2) f(x) = definită pe [0, 2]. 
Il dacă lg? 
Avem f(1 — 0) = —1, f1 +0) = 1, (1) = 1, deci f(1 +0) = f(1). Funcţia este continuă 
y la dreapta în 1, dar nu este continuă la stînga în 1, 
Á deci nu este continuă în 1. 


—l dacă 0g&xz< l 


7: 
3) f(x) = 0,5 dacă x = 1 definită pe [0, 2]. 

l dacă 1l<x<2 
Avem f(1 — 0) = —1, f(1 + 0) = 1, f(1) = 0,5, deci func- 
ţia nu este continuă nici ia stinga, nici la dreapta în 1. 


l dacă x x0, 


4) fi) = §$ 1 
— dacă y > 0. 
x 
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Avem f(0 — 0) = 1, f(0) = 1, f(0 + 0) = +œ. Funcţia este continuă la stinga în 
0, dar nu este continuă la dreapta în 0. 


1 su 
— dacă 470, 
5) fl) = 7 
1 dacă x =0. 
Funcţia are limite laterale infinite în O, Y 
deci nu este continuă nici la stînga, nici la 
dreapta în 0. 7 
Y 
»— 
g T 
7 
g T 
Fig. 64 Fig. 65 


§ 5. Proprietăţile funcţiilor continue 
1. Operații cu funcţii continue 


Vom arăta acum că efectuînd operaţiile obișnuite asupra funcțiilor 
continue, se obțin tot funcții continue. 


Teoremă. Dacă funcțiile f şi g definite pe mulțimea E sînt continue 
într-un punct x SE, atunci: 

1) f + g este continuă în +; 

2) af este continuă în x, oricare ar fi a & R; 

3) fe este continuă în x; 

4) dacă g(x) = 0 | adică dacă 7 este definită în ze] , Îuneţia L este 

g E 

continuă în x. 

5) dacă f(x): are sens, atunci functia f este continuă în x. 


Deoarece f şi g sînt continue în xp, pentru orice şir x, > Xo, (x, S E), 
avem f(x) > f(0) şi g(x,) > g(xo), deci: 
1) f(x) H Ellan) > fx) + g(x), adică f + g este continuă în x: 
2) af(x,) — af(xo), adică af este continuă în xo; 
3) f(x) ex) > f(x) e(%o), adică fe este continuă în xg; 
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m 
2(a) (0) 

5) dacă f(x) are sens, f(x) — f(x) adică f* este continuă 
în Xo 

Observații. 1° Luînd în proprietatea 3) œ = —1, rezultă că 
dacă f este continuă în xp, atunci —f este continuă în xo. 

2° Dacă f şi g sînt continue în x, atunci f — g este continuă în 
Xo deoarece f — g = f + (—8). 

3° Prin recurenţă se demonstrează că suma şi produsul a n funcții 
continue în x sînt de asemenea continue în e. 


4) dacă g(x) +0 adică este continuă în Xo, 
g 


4° Mulțimea funcţiilor definite pe E şi continue într-un punct x, SE este o algebră, 


Corolar. Dacă f şi g sînt continue pe E, iar a şi f sînt numere 
reale, atunci functiile. of + Bg şi fg sînt continue pe E, iar funcțiile 7 şi 
g 
f* sînt continue pe domeniul lor de definiție. 


Observație. Mulțimea funcțiilor definite pe E şi continue pe E este o algebră. 


2. Proprietățile locale ale funcțiilor continue 


Propoziția 1. Dacă funcția f: E — R este continuă în „SE, 
atunci funcția |f| este continuă în x,. 


Dacă x este punct izolat, atunci |f| este continuă în x. Dacă xp 
este punct de acumulare al lui E, continuitatea lui f în' x, înseamnă 


lim f(x) = fæ), 


de unde 


lim | x)| = If(*o) |, 


1—1 
adică |f| este continuă în x. 


Observație. Este posibil ca |f| să fie continuă în x, fără ca f să fie continuă 


1n X 9 


1 dacă x este raţional 
Exemplu. Funcţia f(x) = 
— 1 dacă x este irațional 


este discontinuă în orice punct, deoarece nu are limită în nici un punct. Funcţia |f| este con 
tinuă în orice punct, deoarece este constantă, |f() | 1. 


Corolarul 1. Dacă f este continuă pe E, atunci |f| este continuă 
pe E. 

Corolarul 2. Funcţia f: E — R este continuă în x, (sau pe E) 
dacă şi numai dacă f+ şi f~ sînt continue în x, (sau pe E). 
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Într-adevăr, dacă f este continuă atunci |f| este continuă şi din egali- 
tățile 


f+ = UEA f= A 


rezultă că f* şi f- sînt continue. 
Reciproc, dacă ft şi fT sînt continue, din egalitatea 
f=f -f 
rezultă că şi f este continuă. 


Corolarul 3. Dacă functiile f, g : E > R sînt continue în v, 
(sau pe E), atunci functiile sup (f, 2) şi inf (f, g) sînt continue în x, sau pe E. 


Într-adevăr, funcțiile f + g şi f — g sînt continue, deci |f — g| este 
continuä şi din egalitatea 


sup (f, 8) == (f+8 +f — gl) 


rezultă că sup (f, g) este continuă. 
De asemenea, funcțiile —f și —g sînt continue, deci sup (—f, —g) 
este continuă şi din egalitatea 
inf (f, g) = —sup (—f, —8) 
rezultă că și inf (f, g) este continuă. 
Propoziția 2. Dacă funcția f: E — R este continuă într-un 


punct x E E şi dacă « < f(x) < B, atunci există o vecinătate V a lui x, 
astfel încît să avem « < f(x) < 6, pentru orice x & V (E. 


Mulțimea U = (a, f) este vecinătate a lui f(x). Deoarece f este con- 
tinuă în xə există o vecinătate V a lui xə astfel încît pentru orice 
xEeV (E să avem f(x) e U,adică a < f(x) < B. 


Corolarul 1. Dacă f este continuă în x, atunci există o veci- 
pătate V a lui x, pe care f este mărginită. 


Corolarul 2. Dacă f este continuă în xv, şi dacă f(x.) > 0, există 
o vecinătate V a lui x, astfel ca f(x) > 0 pentru orice ze V N E. 


Se aplică propoziția precedentă pentru « = 0 şi B > f(x) oarecare. 


Corolarul 3. Dacă f este continuă în x, și dacă f(x) <T0, există 
o vecinătate V a lui x, astfel ca f(x) < 0 pentru orice x & V (0 E. 


Se aplică propoziția precedentă pentru B = 0 şi « < f(x) oarecare. 


Corolarul 4. Dacă f este continuă în x, şi dacă f(x.) = 0, există 
o vecinătate V a lui x, astfel ca f(x) = 0 pentru orice x a V N E. 
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Într-adevăr, |f] este continuă în xe şi |f(x)| > 0, deci există o veci- 
nătate a lui x, pe care avem |f(x)|>0, adică f(x) 40. 


Corolarul 5. Dacă f este continuă în x, ṣi dacă în orice vecină- 
tate V a lui x, există puncte în care f are valori < O0 şi punete în care f are 
valori > 0, atunci f(x) = 0. 


Propoziția 3. Dacă funcțiile f şi g definite pe E sînt continue 
în punetul x, & E, şi dacă f(x) < g(x), există o vecinătate V a lui x,, astfel 
ca f(x) < g(x) pentru 'orice x & V NE. 


Alegem g astfel ca f(x) <a < g(x). Există atunci două vecinătăți 
V, şi V, ale lui x, astfel că dacă x e V, QNE să avem f(x) <a, iar 
dacă x & Va Q E să avem g(x) > a. Dar V = V, N V, este o vecinătate a 
lui x. Dacă x e V Q È, atunci x a VP LQ Eşix & V, Q E, deci f(x) <a 
şi g(x) > «x, adică f(x) < a < g(x), de unde f(x) < g(x). 


Propoziția 4. Dacă f este continuă în xv, atunci, pentru orice 
număr e >> 0, există o vecinătate V a lui x,, astfel încît, oricare ar îi punctele 
x', x” GV, să avem |f(x') — f(x") < e. 


Într-adevăr, deoarece f este continuă în x, există o vecinătate V 
a lui Xp, astfel încît pentru orice x&V să avem 


A) — fo) < 3 

Dacă x, "a V avem atunci 
fac) — AN ft) — foto) H flo) — fix )| S 
< JA) — Atl + ft) — fi) <a + 


= £. 


€ € 
2 2 


3. Prelungirea prin continuitate a unei funcții 


Fie o mulțime E, un punct de acumulare xp SE şi o funcție f defi- 
nită pe E — {x}. Funcția se poate prelungi în mai multe feluri în punc- 
tul xə şi anume dîndu-i în punctul x o valoare arbitrară. Este posibil ca 
nici una dintre aceste prelungiri să nu fie continuă în xo 

Dacă însă funcția f are limită finită în punctul xp, una dintre aceste 
prelungiri este continuă în xp, după cum rezultă din următoarea 


Propoziţie. Dacă funcţia f are limita finită y, înfpunectul x, 
. ij d ă X 
funcția f(x) = J) aca 7% 
Yo dacă x = xo, 
definită pe E, este continuă în x. 
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Într-adevăr, deoarece pentru x = X% x &E avem f(x) = f(x), şi 
deoarece lim f(x) = Yo, rezultă că f are limita yo în x: 


Te lim F(x) = ye = Flo) 


adică f este continuă în xo. 

Funcția f se numeşte prelungirea functiei f prin continuitate în punc- 
tul xo. _ 

Se spune de asemenea că funcția f se obţine din funcţia f, prelungind-o 
prin continuitate în xo. 


Observaţie. Dacă 4, e E este punct izolat, orice prelungire a lui f în x, este 
continuă în xo. 
sin x o „Sin % 
Exemple. 1) f(x) = — definită pe R — {0}. Avem lim —— = 1, deci f se poate 
X z—=0 7 


prelungi prin continuitate în punctul 0. 
Prelungirea sa prin continuitate este 


sin + Y 
dacă x = 0, 
TOE 2 


l dacă x = 0. 


1 
2) f(z) = (1 +2)” definită pe 
(—1,0) U (0, +œ). Avem 
1 
lim (1 + 2)? =e, deci funcția 
z—0 


1 


EPERE: x) 7 dacă x = 0 


Fig. 66 


e dacă x = 0 
definită pe (—1, + œ) este prelungirea prin continuitate a lui f în punctul 0. 
1 
3) f(x) = —, definită pe R — {0}. Avem lim — = +œ, deci funcţia f nu se poate 
x 


z—=0 2 
prelungi prin continuitate în punctul 0. Într-adevăr, oricare arfi « € R, funcţia 


1 
_ — dacă y #0 
fin) = 3% 

a dacă z=0 


nu este continuă în 0. 
rys 1 
4) f(x) = sin — definită pe R — (0) nu are limită în punctul 0, deci nu se poate pre- 
% 
lungi prin continuitate în 0. 


l 
5) f(x) = x sin — definită pe R — (0). Avem 
x 


l 
x sin — | |x| pentru x 70, 
x 
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1 1 

deoarece |sin z< 1. Deoarece lim |z| = 0, rezultă că lim z sin — = 0, decr f se poate 
% —0 x—0 % 

prelungi prin continuitate în 0, şi anume : 


l 
x sin — dacă x = 0 


fiz) = x 
0 dacă x = Ô. 


Observație. După cum se va vedea mai departe (regula lui l! Hospital), problema 
prelungirii prin continuitate a fost, încă de la începuturile analizei matematice, o problemă 
care a preocupat mult pe matematicieni (Bernoulli, l’ Hospital etc.). Cum însăși noțiunea de 
funcție nu era bine clarificată, se identifica o funcţie cu prelungirea sa prin continuitate. 
Ulterior, dezvoltarea matematicilor moderne a impus necesitatea de a distinge între ele aceste 
două funcții. 


4. Proprietatea lui Darboux 


Funcțiile continue definite pe un interval au proprietatea importantă 
că nu pot trece de la o valoare la alta fără a trece prin toate valorile 
intermediare, adică dacă iau două valori diferite, iau toate valorile cu- 
prinse între ele. Mai precis: 


Teoremă. Dacă f este o functie continuă pe un interval Z, atunci 
oricare ar fi punctele a < b din I, şi oricare ar fi numărul à cuprins între 
fla) şi f(b), există cel puţin un punct c, între a şi b, astfel încît să avem /(c,) = 


— 
 — 


Pentru a face o > alegere, să presupunem că f(a) < f(b). Dacă f(a) = 
= f(b) şi dacă f(a) <A < f(b), atunci A = f(a) şi luînd c, =a, avem 
fo) = à, şi teorema este , demonstrată în acest caz, 
Să presupunem deci că f(a) < f(b) şi fie A un număr astfel caf(a) < 
< à < f(b). Să notăm cu A mulțimea punctelor dintre a și b în care 
funcția f are valori <>? A: 


= {xja < x Şb, f(x) < 

Avem asAC] a,b], ii A este nevidi şi areinitä. Fie c = sup A. 
Evident, a Sc <b. Vom arăta că f(c) = à. Într-adevăr, există un şir 
X„, > c, format din puncte din A (x, Sc, eventual v, = c, dacă c S A). 
Deoarece f este continuă pe I, feste continuă în c, deci f(x) — f(c). Dar 
f() S A (deoarece x, & A) şi prin trecere la limită obținem f(c) < A. 

Deoarece f(b) > à, rezultă că c + b, ṣi anume c < b. Dacă c < y <b, 
atunci f(y) > A (deoarece dacă am avea f(y) SA, atunci yS&4, deci y [Lc = 
= sup A). Fie atunci un şir y, — c, astfel ca c < V, < b. Deoarece f 
este continuă în c, avem f(y,) — f(e) şi, deoarece Hy > à, prin trecere la 
limită obținem f(c) > A. Din inegalitățile f(c) < à şi f(c) > à, deducem 


ic) = 
O ți servaţii. 1° Condiţia ca funcţia f să fie definită pe un tnter- 
val este esențială. Dacă funcția continuă f este definită pe o mulțime care 
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nu este un interval, ci, de exemplu, o reuniune de intervale disjuncte, este 
posibil ca funcţia să ia două valori diferite, dar să nu mai ia nici o valoa- 
re intermediară. 


( — 1 dacă x <0 
j 


Exemplu. Funcţia f(x) = | definită pe R — {0} este continuă pe 


1 dacă 4 >0 
domeniul ei de definiție, ia numai valorile —1 şi 1 şi nu mai ia nici o valoare intermediară. 


2° Proprietatea pusă în evidență în teorema precedentă nu este ca- 
racteristică funcțiilor continue. Darboux a dat un exemplu de funcție 
care are această proprietate şi care nu este continuă în nici un punct. 


Iată un exemplu simplu de funcție discontinuă într-un punct, care are proprietatea 
din enunţul teoremei: 


I 
| sin — dacă x = 0 
Funcţi = ui 
uncția f(x) definită pe R este discontinuă în punctul O 
0 dacă x = 0 


(deoarece nu are limită în 0), şi se verifică uşor că nu trece de la o valoare f(a) la o valoare 
f(b) fără a lua într-un interval (a, b) orice valoare cuprinsă între f(a) şi f(b). 


Proprietatea pusă în evidență pentru funcțiile continue în teorema 
precedentă se numeşte proprietatea lut Darboux : 


Definiție. O funcție f definită pe un interval 7 are proprietatea 
lui Darboux, dacă, oricare ar fi punctele z,b a I, a < b, ṣi oricare ar fi numă- 
rul à cuprins între f(a) şi f(b), există un punet c, cuprins între z şi b astfel 


ca f(a) = à 


Cu această definiție, teorema precedentă se enunță astfel: Orice func- 
ție continuă pe un interval are proprietatea lui Darboux. 


Se va arăta mai departe că şi funcțiile derivate, definite pe un inter- 
val, au proprietatea lui Darboux. De aceea vom demonstra mai întîi cîteva 
propoziţii pentru funcțiile cu proprietatea lui Darboux, care vor fi adevărate 
atît pentru funcțiile continue cît şi pentru funcțiile derivate. În aceste pro- 
poziții funcțiile se consideră definite pe un interval T. 


Propoziția 1. Fie funcția f: I > R și a < b două puncte din Z. 
Dacă f are proprietatea lui Darboux şi dacă f(a) < 0 şi f(b) > O (sau dacă 
fia) > 0 şi f(b) < 0) atunci există cel puțin un punct cuprins între a și b 
în care funcția se anulează. 


Pentru demonstrație, se aplică definiția precedentă pentru ìà = 0. 


15 — Aareliza matematică, vol. I 
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Corolar. Dacă funcția f: ] — R are proprietatea lui Darboux și 
nu se anulează în nici un punct din 7, atunci funcția păstrează” același semn 
pe tot intervalul 7. 


Într-adevăr, dacă ar exista două puncte a şi b din I în care func- 
ţia ar avea semne diferite, de exemplu f(a) < 0 şi f(b) > 0, atunci funcția 
s-ar anula cel puțin într-un punct din Z cuprins între a”şiib, ceea cear 
contrazice ipoteza. 

Observații. Dacă funcția f: I —» R are proprietatea lui Darboux şi nu se anulează 


pe I, pentru a vedea ce semn au toate valorile sale pe intervalul 7 este suficient să vedem semnul 
valorii funcției într-un singur punct din interval. 


Propoziția 2. O funcția f: I — R are proprietatea lui: Darboux 
dacă și numai dacă transformă orice interval J C Z, tot într-un interval, 


FU). 


Să presupunem întîi că f are proprietatea lui Darboux. 
Fie intervalul J C I ; să notăm 


m = inf f(x) = inf fQ), M = sup f(x) = sup JJ). 
ze] zeJ 


Avem — cc Sms Ms + oc. Dacă f este constantă pe J atunci mulți- 
mea f(/) este formată dintr-un singur punct, deci este un interval (cu 
extremităţile egale) şi propoziția este demonstrată în acest caz. 

Să presupunem că f nu este constantă pe J, deci m < M. Să arătăm 
că mulțimea f(/) conține întregul interval (m, M). Fie A un număr oare- 
care din intervalul (m, M), adică m < à < M. 

Deoarece m = inf f(x) şi m< ìà există un punct a €E J astfel ca 

xEJ 


m< f(a) <h. 

Deoarece M = sup f(x) şi A < M, există un punct b € J astfel ca 
A < f(b) < M. E 

Așadar, fla) < A < f(b). Deoarece f are proprietatea lui Darboux, 
există un punct c, € (a, b) C J astfel ca f(c) = à și deci ìà € f(J). 

Cum A a fost ales arbitrar în intervalul (m, M) rezultă că (m, M) C 
CF (J). 
Deoarece m şi M sînt marginile mulțimii f(J), această mulțime poate 
să mai conţină, în afară de punctele intervalului (m, M), cel mult extre- 
mitățile m şi M (dacă acestea sînt finite). Rezultă deci că f(J) este un 
interval. 

Reciproc, să presupunem că oricare ar fi intervalul J C I, imaginea 
sa f(J) este tot un interval. 

Fie atunci două puncte a < b din Z. 

Să notăm J = [a, b]; atunci f(/) este un interval şi avem f(a) € 
e f(]), fb) e/(J); deci dacă à se află cuprins între f(a) şi f(b), atunci 
A E f(]), deci există un punct c, ela, b] astfel ca f(c) = à, adică f are 
proprietatea lui Darboux, şi cu aceasta propoziția este demonstrată. 
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Corolar. Dacă funcția f:/— R are proprietatea lui Darboux, 
atunci f(I) este interval. 


Observații. 1° Afirmația reciprocă nu este în general adevă- 
rată: dacă /(J; este interval, nu rezultă că f are proprietatea lui Darboux. 


definită pe I = [— 1, 1]. 


Avem fI. = 9,11, deci ji) este interval, dar f nu are proprietatea lui Darboux pe I. În- 
—-adetăz, Gacă luăm intervalul J = [ — 1, 0] C I avem f(J) = (0, 1), deci f(J) nu este interval 
izte ?—] = I şi f(0) = 0, funcţia nu mai ia nici o valoare intermediară pe intervalul 


2- - Intervalele se numesc mulțimi conexe* ale 

dreptei adică mulțimi formate dintr-o „singură buca- 4 
tă”). Cu această denumire, proprietatea exprimată în 
propoziția precedentă se enunţă astfel: 

O functie ave proprietatea lui Darboux dacă și 
numai dacă transformă mulțimile conexe tot în mul- 
fimi conexe. 

În spaţii topologice oarecare, această proprietate 
se poate lua ca definiţie a funcțiilor cu proprietatea 
lui Darboux. 


Se știe că o funcție strict monotonă este 
biunivocă, dar că există funcţii biunivoce care 
nu sînt strict monotone. 

Pentru funcţiile definite pe un tnterval care au proprietatea lui Dar- 
boux, este adevărată şi afirmația reciprocă, după cum rezultă din 


Fig. 67 


Propoziția 3. Dacă funcția f: Z > R are proprietatea lui Dar- 
boux şi este biunivocă, atunci f este strict monotonă. 


Să presupunem, prin absurd, că f nu este nici strict crescătoare, nici 
strict descrescătoare. Aceasta înseamnă că există trei puncte x, < %3 < %3 
din Z, astfel încît să nu avem nici f(x.) < f(x) < f(x) şi nici f(x.) > flx) > 
> ft), adică f(%) nu se află cuprins între f(x) şi 


Pentru a face o alegere, să presupunem că f(x.) < A Atunci avem: 


sau f(x) < f(x.) < (a) sau fix) < f(x) < (22). 


(Nu putem avea f(x) = f(x.) sau f(x) = f(x), deoarece x, == %1, %2 Æ %3 
şi f este biunivocă.) 

Deoarece f are proprietatea lui Darboux, în primul caz există un 
punct cı cuprins între x şi x (deci c Æ x), astfel ca fl) = f(x). În al 


* Un spațiu topologic E este conex dacă nu există două mulțimi deschise, nevide şi 
disjuncte, a căror reuniune să fie E. Se dă o definiție echivalentă a conexiunii, cu mulțimi 
închise, nevide şi disjuncte. 
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doilea caz există un punct c, cuprins între x, şi x (deci c, =Æ Xa), astfel 
ca f(c3) = f(x). 

În ambele cazuri funcția ia aceeași valoare în două puncte diferite, 
deci nu este biunivocă, ceea ce contrazice ipoteza. 


Rezultă deci că f este strict monotonă pe I. 


Propoziția 4. Dacă funcţia f: I — R are proprietatea lui Dar- 
boux şi dacă există una din limitele laterale într-un punet x, & J, atunci ea 
este egală cu f(x). 


Să presupunem să există limita la stînga f(x — 0) (finită sau infi- 
nită) şi că ea este diferită de f(x). Pentru a face o alegere, să presupu- 
nem că f(o — 0) < f(e). 

Fie à un număr astfel ca f(x — 0) < A < f(2a). Deoarece f(x — 0) <A 
există o vecinătate V a lui x, astfel încît pentru orice x < xo din 
V Q I să avem f(x) <A. Fie ae V QI astfel ca a < x, deci f(a) < 
<A < f(x). Oricare arfi x e (a, Xo), a < x < Xg avem x e V deci f(x) < 
< A. Aşadar, funcția nu ia valoarea A în nici un punct cuprins între a 
ŞI Xə ceea ce contrazice ipoteza că f are proprietatea lui Darboux. 

Aşadar, dacă există f(x — 0), atunci f(x — 0) = f(x,). În mod ase- 
maraton se demonstrează că dacă există f(x, + 0), atunci f(x% + 0) = 
= fe). 

Observaţie. Propoziția afirmă că dacă există limita la stînga 
f(xa — 0), atunci f este continuă la stînga în xp, iar dacă există limita la 
dreapta f(x» + 0), atunci f este continuă la dreapta în x. În particular, 
dacă există ambele limite laterale, funcția este continuă în xo. 


Corolar. Dacă functia /: 7] > R are proprietatea lui Darboux, 
atunci ea nu are nici un punct de discontinuitate de prima speţă. 


În adevăr, dacă există f(x — 0) şi f(x + 0), atunci avem f(x — 0) = 
= f(x) = f(%a + 0), deci xo nu este punct de discontinuitate. 

Rezultă deci că, dacă x, este punct de discontinuitate, cel puțin 
una din limitele laterale nu există, deci x, este punct de discontinuitate de 
speța a doua. 

Observaţie. Dacă f(x, + 0) sau f(x — 0) există și este diferită 
de f(x), în particular dacă este infinită, funcția nu are proprietatea lui 
Darbouz. 


Exemple. 


1 
sin — pentru x = 0 
% 


D) fa) = definită pe R. 


O pentru x = 0 


Funcția are proprietatea lui Darboux. În punctul 0 funcția nu are nici limită la 
stîngă, nici limită la dreapta. 
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1 pentru x < 0 
2) f(x) = 1 


sin — pentru x > 0 
% 


definită pe R. 


Furcţia are proprietatea lui Darboux. Avem f(0 — 0) = 1 şi f(0) = 1, deci f(0 — 0) = 
m “kL, Frrcţia nu are limită la dreapta în 0. 


i pentru y <0 


pentru 4 > 0 


Avem f0 — 0) = 1 şi f(0) = 0, deci f(0 — 0) = f(0). Rezultă că funcţia nu are pro- 
zietatea ici Darboux pe R (şi pe nici un interval care conține pe 0). 


1 
sin — dacă + <0 
x 


3) flx) = 3 0 dacăz = 0 definită pe R. 


l 
— dacă 4 >0 
z 


Avex 7:0 + 0) = + œ, deci funcția nu are proprietatea lui Darboux. 


Deoarece o funcție continuă pe un interval are proprietatea lui Dar- 
boux, toate propozițiile relative la funcțiile cu proprietatea lui Darboux 
rămîn adevărate şi pentru funcții continue pe un interval: 


Corolarul 1. Dacă o funcție continuă: pe un interval J ia valori 
de semne eontrare în două puncte a < b din Z, atunci ea se anulează cel 
puțin într-un punct dintre a şi b. 


Corolarul 2. Dacă o funcția continuă nu se anulează pe un inter- 
val, atunci ea păstrează acelaşi semn pe acest interval. 


Corolarul 3. Dacă f este continuă pe un interval Z, atunci f(I) 
este interval. 


Corolarul 4. Dacă f este biunivocă şi continuă pe un interval Z, 
atunci f este strict monotonă pe T. 


Observaţie. Dacă funcţia este biunivocă și continuă pe o mulțime care nu este 
interval, s-ar putea ca funcția să nu fie strict monotonă pe această mulțime. 


zdacă0<z<l 
Exemplu. Funcţia f(x) = definită pe [0,1) U (1,2] 
x — 3 dacă 1 <xx2 


este continuă şi biunivocă. Funcția este strict crescătoare pe fiecare din intervalele (0, 1) 
şi (1, 2], dar nu este strict crescătoare pe reuniunea lor, deoarece f(0) = 0 şi f(2) = — 1. 
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Aplicaţii. Folosind proprietatea: dacă f este continuă pe un 
interval I, atunci f(I) este interval; vom determina mulțimea valorilor 
unor funcţii elementare. | 

1) Funcţia f(x) = x", n & N, definită pe Z = [0, + œ) este conti- 
nuă, deci f(1) este interval, şi anume f(1) = [0, + 00). 


Într-adevăr, f(0)=0 şi m=inf +*=0; pe 


“| 


+30 
de altă parte lim z” = + œ, deci +*ia valori oricît de 
4 — A+ 00 
mari și deci: 
M = sup 4% = + œ. Deoarece m = 0 E f(I), rezultă 


*>0 
că f(I) = 10, + ce). 


2) Funcţia f(x) = 321, n & N, definită 
pe R = ( — œ, + 00) este continuă, deci f(R) 
este interval, şi anume f(R) = R. 


Avem lim 4ît-1 =— œ şi lim 271 =+ œ, deci 

= — 9% x= +o 
funcția ia valori oricît de departe spre — œ și oricit 
de departe spre 4+oo. Rezultă m = inf 3271 =— œ şi 


xER 
M = sup zih-l=+ œ, deci f(h) = (— œ, + œ) = R. 
zER 


Fig. 68 3) Funcţia f(x) = a”, (a > 0, a Æ 1) defi- 
nită pe R este continuă, deci f(R) este interval şi anume FIR y = (0, + 00). 


Într-adevăr, dacă a > 1, avem 
lim a =0 şi lim až = 4+ œ, 
1=— o = + o 
deci 
= inf q* =0 și M = sup a = + œ. 
ZER 
Deoarece funcția a” nu ia valoarea 0, rezultă că f(R)= (0, + œ). În cazul cînd 
0<a<i, se demonstrează la fel. 


4) Funcția f(x) = sin x definită pe I = |— 3 E este continuă 
pe I. Rezultă că f(I) este interval, şi anume f(I) = [— 1, 1]. 
Avem — 1 g f(x) <x 1, deci (— 1, 1) c f(I). Dar sin [- z) = — 1 şi sin = = 1, 
deci — 1 € f(I), şi 1 e f(I) de unde rezultă că 
FD = [L 1). 


5) f(x) = cos x definită pe I = [0, m] este continuă pe I. Rezultă 
că f(I) este interval şi se arată ca la exemplul 4 că f(Z) = [— 1, 1]. 


6) f(x) = tg x definită pe I = | = , =] este continuă pe I. Rezul- 
tă că f(I) este interval, și anume f(I) = R = (— œ, + 00). 
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amm E 


Într-adevăr 
lim tg x = — œ şi lim tg x = + ©, 
N-53 73 
deci 
m = inf tg x = — 00 şi M = sup tg x = + ©, 
xE€I 


de unde f(I) = ( — œ, + œ) = R. 


7) f(x) = ctg x definită pe ] = (0, v) este continuă pe I. Rezultă că 
f(T) este interval şi se arată ca în exemplul 6 că f(1) = R = (— œ, + oc). 


5. Rezolvarea ecuaţiilor x” =a și a” = b 


Într-un capitol anterior s-a demonstrat existența şi unicitatea solu- 
tiei pozitive a ecuației 2" = a (q> 0, n natural) și a soluției ecuației 
a = b (a >00, az 1,2>0). Vom da acum demonstrații mai simple ale 
existenței soluțiilor acestor ecuații. 

l) Ecuația x” = a, a> 0, n EN are o soluție pozitivë și numat una. 

Într-adevăr, funcţia H x) = x" aplică semidreapta I = [0, + œ) p 
intrega semidreaptă o, + ec), adică J(I) = [0, + oc). Deoarece a > Ci 
avem a & f(I) = [0, + oc), deci există un punct x, & I (xo > 0) astfel ca 
f(x) = a, adică astfel ca +5 = a. Aceasta înseamnă că xp este o soluție 
pozitivă a ecuaţiei. Deoarece funcția +” este strict crescătoare, este biuni- 
vocă, deci nu poate lua valoarea a decit în punctul xp, deci x este sin- 
gura soluţie pozitivă a acestei ecuaţii. 

După cum se ştie, soluția pozitivă x, a ecuaţiei x" = a s-a notat 


cu Va. 


2) Ecuaha ăia, a<0, n EN are o soluție strict negativă și 
numai una. 

Într-adevăr, funcția f(x)= x2*1 aplică dreapta R pe întreaga dreaptă 
R, adică f(R ) = R. Există deci un punct x, E R, astfel că f(x) = a, 
adică astfel că x§”71 =a. Aceasta înseamnă că x, este soluția ecuației 
xi = q. Deoarece funcția x”71 este strict crescătoare pe R, ea nu mai 
poate lua valoarea a în alt punct afară de x, deci x, este singura solu- 
ție a ecuaţiei. Să observăm că dacă am avea +, > 0, atunci x"! >O și 
deoarece a < 0, nu am putea avea x"! = a. Așadar, xo <0, adică este o 
soluţie strict negativă a ecuaţiei, care s-a notat aniy a. 

3) Ecuația a* = b, a > 0, a= 1, b> 0, are o soluție reală şi numat 
una. 

Într-adevăr, funcția f(x ) == a? aplică dreapta R pe întreaga semi- 
dreaptă (0, + oc), adică prin a : (0, + oc). Deoarece b > 0, avem b & f(I) = 

= (0, + oc), deci există x, &-R, astfel ca a% = b, Faptul că %o este sin- 
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Rezultă, așadar, că f continuă în xo. 

Să presupunem că yọ este extremitatea stîngă a intervalului f(E), 
deci yo < f(x) pentru orice y & E. Deoarece f este crescătoare, pentru 
orice punct x < x, din E avem f(x) < f(x0),= Yo deci f(x) = Yọ. Fie U 
o vecinătate a lui y, şi B un punct din f(E) N U, astfel ca yo < B (fig. 70). 


Fi 
al g =A FIE) w A PR 


— F(E) 
P 
£E 
/ E 
~ “9 z ui AN r Ty T p 
—— t op 
/ V 
Fig. 69 Fig. 70 


Există un punct p’ & E, astfel ca JE’) = ß. Deoarece f este crescătoare 
Și Jo < f(8') avem xo < B°. Luînd a' < x, oarecare, intervalul V = (a', 8”) 
este o vecinătate a lui xo. 

Fie x e V oarecare. Dacă x < xo atunci f(x) = Yo deci f(x) aU; 
dacă xo < x< p’, atunci Yo < f(x) < B, deci f(x) & U. Așadar, pentru 
orice x & V avem f(x) aU, deci f este continuă în xo. 

Dacă yọ este extremitatea dreaptă a intervalului f(E), se raționează 
la fel. 

Dacă f este descrescătoare, atunci — feste crescătoare şi — f(E) 
este simetricul intervalului f(E) față de origine şi deci — f(E) este inter- 
val; conform celor de mai sus, — f este continuă pe E. Atunci f este de 
asemenea continuă pe E. 

Teoremă. Dacă f este o aplicație strict monotonă a unui inter- 


val Z pe un interval J, atunci funcția f şi inversa sa F sînt continue. 


Într-adevăr, f şi F sînt ambele strict monotone; deoarece f(]) = J 
este interval, f este continuă pe I. De asemenea, F (J) =I şi I este inter- 
val, deci 7 este continuă pe J. 

Corolar. Dacă f: I —> R este o funcție continuă şi striet monotonă 


definită pe intervalul Z, atunci funcția sa inversă f: f(]) — I este continuă 
pe f(). E 

Într-adevăr, f este strict monotonă şi este definită pe J = f(I) care 
este interval. 
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T T 
Exemple. 1) Funcţia sin: | — Pi 3 zj- [— 1, 1] este continuă și strict crescătoare. 


Rezultă că și funcția sa inversă arc sin: [— 1, 1]— E = z] este continuă (şi strict 


crescătoare). Aşadar, 


lim arc sin y = arc sin zp — L< 4< L. 
%— Xo 


l 2) Funcția cos: [0, x] = [— 1, 1] fiind continuă și strict descrescătoare, funcția sa 
inversă arc cos: [— 1, 1] — [0, x] este continuă (și strict descrescătoare). Aşadar, 


lim arc cos x = arc cos xo — 1< sl. 
XX 


T TU 
3) Funcţia tg: [- =) , 7 (— œ, + 00) este continuă şi strict crescătoare, deci 


, A T T 
funcția sa inversă arc tg: (— œ, + 00) => | — 3 , =] este continuă (şi strict crescătoare). 


Aşadar, 


lim arc tg x = arc tg xp ZX E. 
x 


4) Funcţia ctg: (0, x) — ( — œ, + œ) este continuă şi strict descrescătoare, deci func- 
ţia sa inversă arc tg: (— œ, + 00) — (0, m) este continuă (şi strict descrescătoare). Așadar, 


lim arc ctg x = arc ctg xp x ER. 
X— Xo 


8. Proprietățile funcțiilor continue pe multimi compacte 


Fie funcția f: E —> R. Reamintim că f este mărginită pe E dacă 
mulțimea f(E) este mărginită, adică dacă există un număr M > 0 astfel 
încît, oricare ar fi x SE, să avem: 


f(x) | < M. 


Teorema 1. O funcție continuă pe o mulțime compactă este măr- 
ginită pe această mulțime. 


Fie E o mulțime compactă și funcția f: E — R continuă pe aceas- 
tă mulțime. 

Să presupunem, prin absurd, că f nu este mărginită pe E. Aceasta 
înseamnă că, pentru orice număr M > 0, există un punct xy GE astfel 
încît | f(xy) | >M. 

Luînd M = n, (n = 1, 2, 3...), găsim un punct x, & E astfel ca 
f(a) | > n. Am obținut astfel un șir (x,) de puncte din E. Dar E fiind 
compactă, este mărginită, deci şirul (x,) este mărginit. Conform lemei lui 


Cesăro, el conține un subşir convergent, Xn, 3 Xo Deoarece E este com- 
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pactă, este închisă, deci o dată cu termenii șirului (x,,) conține şi limita 
sa, x, E E. Funcţia f, fiind continuă pe E, este în particular continuă 
în Xo deci deoarece x, > Xo re ultă că f(x) > flo) şi deci | f(x) > 
2 |f(zo |. Dar din inegalităţile |f(x,,)| > np, deducem că |f(z,j)l| Z t”, 
deoarece np > + oc. Am ajuns astfel la o contradicție (deoarece | f(x) | 
este finit). 

Rezultă, aşadar, că f este mărginită. 


Observaţie. Dacă mulți- Y 
mea nu este compactă, este posi- 
bil ca o funcție continuă pe E să 
nu fie mărginită. 


l 
Exemple. 1) f(x) = — definită 
x% 


pe I = (0, i) este continuă pe T, 
dar nu este mărginită. Aici, interva- 
lul Z este mărginit dar nu este 
închis, 

2) f(x) =x definită pe 
I = [0, + œ) este continuă pe I, 7 
dar nu este mărginită. Aici, in- 
tervalul 7 este închis, dar nu este 
mărginit. 


Teorema 2.Dacă f 5 
este o funcție continuă pe o 


mulțime compactă Z, atunci Fig. 71 Fig. 72 
f(E) este compactă. 


Din teorema 1 rezultă că f este mărginită pe E, adică mulțimea 
f(E£) este mărginită. Rămîne de arătat că este închisă. Pentru aceasta este 
suficient să arătăm că, oricare ar fi şirul convergent format din puncte 
din f(E), limita sa aparține de asemenea lui f(E). 

Fie y, > Yo Yn SJ(E). Pentru fiecare n, există un punct x, & E 
astfel ca f(x) = yY, Am obținut astfel un şir (%,) de puncte din E. Se 
arată ca în demonstrația teoremei precedente că (x) conține un subşir 
Xn, > Xo & E. Deoarece f este continuă în x, deducem HEZA > J) e fE), 


ŞI, deoarece Fang) = Yny, rezultă Yny F f(%0). Dar, deoarece ya —> Yo şi (Yng) 
este un subşir al șirului (y,), rezultă că ysn, P Yo şi, cum limita unui şir 


este unică, deducem yọ = f(%9), de unde y, & f(E), şi teorema este demon- 
strată. 

Acest rezultat se enunță prescurtat astfel: tmaginea unei mulțimi 
compacte printr-o funcție continuă este o multime compactă. 


Observaţie. Dacă E nu este compact, este posibil ca f(E) să nu fie compact. 
Exemple. 1) f(x) = x definită pe Z = (0, 1). Avem f(I) = (0, 1). 
Mulțimea f(I) este mărginită, dar nu este închisă. 
1 
2) f(x} = — definită pe I = (0, 1). Avem f(I) = (1, + œ). 
x 


Miuțimea f(I) este închisă dar nu este mărginită, 
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Corolar. Imaginea unui interval compact printr-o funcție continuă 
este un interval compaet. 


Într-adevăr, conform proprietăţii lui Darboux, imaginea unui inter- 
val printr-o funcție continuă este un interval. Restul corolarului rezultă 
din teorema precedentă. 

Spunem că o funcție minorată f: E —> R îşi atinge marginea infe- 
rioară m = inf f(x), dacă există un punct %„ SE astfel ca m = f(x). 

ECE 

Spunem că o funcție majorată f: E > R își atinge marginea supe- 

rioară M = sup f(x), dacă există un punct xy SE astfel ca f(x) = M. 
I1EE 


Teorema 3. O funcție continuă pe o mulțime compactă își atinge 
marginile pe această mulțime. 


Fie f: E > R continuă şi E compactă. Mulțimea f(E) este com- 
pactă, adică închisă şi mărginită.*Să notăm M = sup f(E) şi m = inf f(E). 
Deoarece f(E) este închisă, avem m & f(E) şi M & f(E). 

Există deci două puncte 3, GE și xy SE astfel ca 


Flm) = inf f(E) = int f(x), 
f(*u) = sup f(E) = sup f(x) 


și teorema este demonstrată. 


Observaţii. 1° Deoarece <fl) < M pentru orice z & E, rezultă că 


f(E) c [m, M]. 
2° Dacă E nu este compactă, este posibil ca f să fie mărginită fără ca să-și atingă mar- 
ginile. l 
Exemplu. f(x) = x definită pe E = (0, 1). Avem m = inf f(x) = 0 ṣì M = sup f(7) =1, 
zElI xE€lI 


dar funcția f(I) = (0, 1), deci f nu ia în nici un punct nici valoarea m = 0, nici valoarea M = 1. 


9. Funcții uniform continue 


Fie funcția f:E —> R. A spune că f este continuă pe E înseamnă 
că pentru orice x & E, f este continuà în x, adică: 

Oricare ar fi x SE şi oricare ar fi e >0, există un număr 5 = 8(,x) > Q, 
astfel încât, oricare ar fi x' a E cu |x' — x| < è, să avem |f(x') — f(x) < e. 

Pentru un punct x S E, fixat, corespondența e —> è (e, x) caracteri- 
zează Într-un anumit sens „gradul” de continuitate al funcției f în punc- 
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tul x. Dacă x’ este alt punct din E, și dacă pentru fiecare e > 0 avem 
î(e, x) << è(e, x), am putea spune că funcția este ,,mai continuă” în 
punctul x’ decît în punctul x. 

Evident, în cazul a două puncte (sau al unui număr finit de punc- 
te), putem alege totdeauna același (e), şi anume pe cel mai mic dintre 
numerele S5(s, x’) şi 5(s, x). 

n cazul unei mulțimi infinite de puncte din E, nu mai este tot- 
deauna posibil să alegem acelaşi 5(e) > 0, deoarece s-ar putea ca pentru 
un e > 0 fixat, marginea inferioară a numerelor 5(e, x) să fie 0. Am putea 
spune că, în acest caz, funcția nu este „la fel de continuă” în toate punc- 
tele. 

Dacă este posibil ca pentru fiecare e > 0 să găsim un număr 8(e) > 0 
unic, acelaşi pentru toate punctele x a E (adică è să depindă numai de 
e, dar nu şi de x), atunci am putea spune că funcția este „la fel de con- 
tinuă”” în toate punctele din E, sau că este uniform continuă pe E. În 
acest caz, deoarece ò nu mai depinde de x, afirmația „oricare ar fi x a E” 


trebuie să figureze după afirmaţia relativă la 5. Aşadar: 


Definiție. O îuneție f: E > R este uniform continuă (pe E) 
dacă, oricare ar îi s > 0, există un număr 5 = (e) > O astfel încît, oricare 
ar fi x’ şi x” din E eu |x —x"| < 8, să avem |f(x') — Ax") < e. 


Observație. Din punct de vedere geometric, a spune că f este 
uniform continuă înseamnă că, dacă alegem pe axa Ox un interval I de 
lungime < 5, imaginea sa f(I) are 
lungimea < s, oriunde s-ar afla I în “| 


mulțimea £E. F 


— — _ — — — ——— a 


Exemple. 1) Funcţia constantă f(z) Ze = Į- ---——- 
definită pe R este uniform continuă pe R. 


Într-adevăr, | f(x) — f("9|- = le — c| =0, 
deci pentru orice s > 0 putem alege è(e) =1 T pr--——-— 
şi atunci, dacă |v’ — “| < 5, avem într- |: 
adevăr |f(x) — f(x”)| < e. 

2) Funcția identică f(x) = x definită — 
pe R este uniform continuă pe R. 

Într-adevăr, |f(x) — f(x" = | — z", 
deci pentru fiecare s > 0 putem alege â(e)=e 
şi atunci, dacă |x" — x”| < 5 avem într-adevăr ZI 
A) — fl < e. L T 

3) Funcţia f(x) = x? definită pe R nu s -7 A 
este uniform continuă pe R. 

Să presupunem prin absurd că funcția Fig. 73 
ar fi uniform continuă pe R. Fie e > 0; există 
deci 5 = (e) > 0, astfel încît dacă |r — "| < è să avem |f(x') — f(x] <e. Dacă 
alegem punctele x’ şi x” astfel ca |x — x”] =ù avem |f(2) — f(2)| = |z — x” = 
= |z — "ilre + 37| = 58| H 

Această egalitate este îndeplinită oriunde s-ar afla x’ și x” pe dreaptă. 


-e Å= e — În ——— — ne GO ED CD cp am o a oro a 


€ E€ 
Să luăm atunci %' > F și x” > 3 > (x — x”| = 5). 
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2e 
Atunci | + x =x +4 > ri deci 


2e 
|x — xl = Alr HH r lM 5 g = 2e, 


adică | f(x) — f(4)| > 2e, ceea ce contrazice inegalitatea |f(4') — f(x”)| < e obținută mai sus. 


Aşadar, f(x) = x? nu este uniform continuă pe R. 
Propoziţie. Orice funcție uniform continuă este continuă. 


Această propoziție rezultă din definiția continuității uniforme luînd 
Xo = x” şi ținîndu-l fixat. 


Observaţii. 1* Proprietatea de continuitate are un caracter punctual, ea se defi- 
neşte într-un punct. Proprietatea de continuitate uniformă are un caracter global, ea se definește 


pe o mulțime. 
2° Afirmația reciprocă propoziției precedente nu este în general adevărată: există 
funcții continue care nu sînt uniform continue, de exemplu funcția f(x) = x? definită pe R. 
Dacă însă domeniul de definiție este compact, este adevărată și afirmaţia reciprocă: 


Teoremă. O funcție continuă pe o mulţime compactă este uniform 
continuă pe această mulţime. 


Fije E o mulţime compactă (închisă și mărginită) și o funcție continuă 
f: E — R. Să arătăm că f este uniform continuă pe E. Să! presupunem, 
prin absurd, că f nu este uniform continuă pe E. Aceasta înseamnă că: 
există un număr £ > 0, astfel încît, oricare ar fi numărul 5: >> 0, există 


două puncte x; şi xs din E astfel încît |x — 44| < 8 dar fs) — flx] > eo. 
1 
luînd 3 = 7> n= |l, 2, 3, ..., obţinem două şiruri (xn) şi (21) de 
puncte din Æ, astfel ca pentru orice n & N să avem 


? u 1 . r n 
|n — Xn) < 7 SISE) — f(az)| > eo: 


Mulțimea E este mărginită (fiind compactă), deci şi şirul (,) este 
mărginit. În baza lemei lui Cesăro, el conține un subşir convergent x, p? Xo 
iar limita x, aparțime lui E, deoarece E este închisă. 


] 
? " v 
Deoarece EZI — Xy „| < ZA ? 0, deducem că 


, n 


| n ? P " 
deci: Xn, = Xn, — (En, — Xn) F Xo — 0 = xo 
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Deoarece xr, > > Xo şi Xn, P Xə iar f este continuă în x, (fiind continuă 
pe E), deducem 


foc) PHE) şi fan) 2 flo), 


deci : 


HEZA) — lan) ? 0. 


Dar din inegalitățile | HEA — FEZA) | > s» pentru orice a N, de- 
ducem că şirul ( S Eng) — Flan) nu are limita 0, şi am ajuns astfel la o 


contradicție. 
Deoarece presupunerea că f n-ar fi uniform continuă ne duce la con- 


tradicţie, rezultă că f este uniform continuă și teorema este demonstrată. 


Observaţie. Teorema precedentă rezultă și ca o consecință imediată a propo- 
ziției relative la oscilația funcției (cap. II, § 5, nr.7). Într-adevăr, deoarece f este continuă, 
avem of (+) = 0 pentru orice xE E, deci e = sup wf(4) = 0. Conform propoziției menționate, 

IEE 
pentru orice e > 0 există (e) > 0 asfel încit pentru orice interval 7 de lungime < 3(e) să avem 
of (IN E) < e. Deducem că oricare ar fi punctele v’, x” & E cu |x’ — x”| < 5(e), notind I = 
= [v, x”] avem coș(I N E) < =z, deci, în particular, |f(x) — f(x) < e. 
Observații. 1° Dacă f este continuă pe o mulțime care nu este compactă, este 


posibil să nu fie uniform continuă. 
Exemple. 1) f(x) = x? definită pe R, este continuă, dar nu este uniform continuă. 


Aici Sapma de definiție este închisă, dar nu este mărginită. 


2) fo) Z — = definită pe (0, 1] este continuă, dar nu estẹ uniform continuă — după 


cum se va vedea mai departe (deoarece nu este mărginită). Aici mulțimea de definiție este 


mărginită, dar nu este închisă, 
20. -Condiția ca E să fie compactă este suficientă, dar nu şi necesară pentru ca o funcție 


continuă să fie uniform continuă. De exemplu, funcția f(x) = x definită pe R este uniform 
continuă. 

Putem acum recapitula proprietățile funcțiilor continue pe mulțimi 
compacte: _ 

1) Sînt mărginite. 

2) Îsi ating efectiv marginile. 

3) Sînt uniform continue. 

Spunem că o funcție f: E — R este lipschitziană* dacă există un 
număr M > Q astfel încît oricare ar fi punctele x, x” a E să avem 


iz) — fix) ls M x 


Inegalitatea aceasta se numeşte condiția lui Lipschitz. 


Propoziţie. Dacă funcția f: E —> R este lipsehitziană atunci 
ea este uniform continuă. 


+ De la numele matematicianului Lipschitz, 
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În adevăr, fie e >0: să luăm 3(e) = = . Atunci, dacă 
, r — £ , 
|x" — x”| < è(e) 7 
avem 
fa) -SENM Ess, 


deci f este uniform continuă pe E. 
Rezultă în particular că funcțiile lipschitziene sînt continue. 


Observaţii. 1° Dacă f este uniform continuă pe E atunci | f| este uniform con- 
tinuă pe E. Afirmația reciprocă nu este în general adevărată. 

2° Dacă f şi g sînt uniform continue pe E, atunci f+ g şi «f sint uniform continue 
pe E, oricare ar fi «a e F. Mulțimea funcțiilor uniform continue pe E este deci un spațiu 
vectorial. Această mulțime nu este in general o algebră, deoarece produsul a două funcții 
uniform continue poate să nu fie uniform continuu. 


Exemplu. Funcţiile f(x) = x şi g(x) =x sînt uniform continue pe R, dar produsul 
lor f(x) g(x) = x? nu este uniform continuu pe R. 


3° O funcție f uniform continuă pe o mulțime mărginită E este mărginită pe E. 
Rezultă că funcţia f(x) = — nu este uniform continuă pe (0, 1), deoarece nu este 
x 


mărginită, 


4° Dacă f şi g sînt uniform continue pe o mulțime mărginită E, atunci produsul lor 
fe este uniform continuu pe E. 


Rezultă că mulţimea funcţiilor uniform continue pe o mulțime mărginită este o algebră. 
5° Dacă f este uniform continuă pe E, atunci f se poate prelungi prin continuitate 


în orice-punct de acumulare (finit) al lui E, iar funcția prelungită este de asemenea uniform 
continuă. 


Rezultă că dacă o funcţie nu are limită finită într-un punct de acumulare (finit) al 
lui E, atunci ea nu este uniform continuă pe E. 


1 
Exemplu. Funcţia f(x) = sin — definită pe (0,1) nu are limită în 0, deci nu este 
x 


uniform continuă. 


10. Funcții semicontinue 


Fie funcție f: E > R şi x & E. 
Spunem că functia f este semicontinuă inferior în punctul xa dacă 
pentru orice număr e >> O există o vecinătate V a lui Xo, astfel încât 


f(z) > fx) — e, pentru orice x sV (E. 


Spunem că funcția f este semicontinuă superior în punctul xo, dacă pentru 
orice număr e œ> 0 există o vecinătate V a lui xo, astfel încît să avem 


f(x) < f(x) + e, pentru orice xe V QE. 
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Din această definiție rezultă că dacă în x, funcţia are un minim, 
atunci este semicontinuă inferior în xp, iar dacă în xare un maxim, atunci 
este semicontinuă superior în x. O funcție este continuă ffîn x, dacă și 
numai dacă este semicontinuă inferior şi superior în e. 

O funcție este semicontinuă inferior (respectiv superior) pe mul- 
țimea E, dacă are această proprietate în fiecare punct din E. 

Se verifică uşor că suma f + g a două funcții semicontinure inferior 
(sau superior) este de asemenea o funcție semicontinuă inferior (sau supe- 
rior). Dacă f este semicontinuă inferior, atunci — f este semicontinuă supe- 
Tior şi reciproc. 

Dacă f este semicontinuă inferior (sau superior) şi «> 0, atunci 
qf este semicontinuă inferior (sau superior). 


Mulțimea funcțiilor semicontinue inferior (sau superior) în x sau pe E 
nu este un spațiu vectorial, dar este un con convex în spaţiul vectorial 
al tuturor funcțiilor definite pe E. Lăsăm pe seama cititorului să verifice 
următoarele proprietăți : 

1) Dacă (fier este o familie oarecare de funcții semicontinue infe- 
rior, atunci anvelopa superioară sup fı este semicontinuă inferior (în toate 

ie 


punctele + & E în care sup f(x) < + 00). 
iEI 
2) Dacă (fi)iı<icn este o familie finită de funcții semicontinue infe- 


rior, atunci anvelopa inferioară inf f, este semicontinuă inferior. 
1&i<n 
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Capitolul VI 
DERIVATE 


$ 1. Originea geometrică și fizică a derivatei 
1. Problema tangentei 


Fie f o funcție definită pe un interval I continuă pe acest interval. 
Să notăm cu C graficul său: 

C = {(x, f(x)) |x al). 

Graficul funcției este o curbă în plan (fig. 74). 

Fie x, un punct din I şi Mo(xo, J(xo)) punctul corespunzător de pe 
grafic. Să luăm un punct oarecare x Æ x% din I; pe grafic îi corespunde 
punctul M(x, f(x)). 

Unind punctele Mo şi M obținem o dreaptă care formează unghiul « 
cu axa 0x. 

Paralela prin M, la Ox taie paralela prin M la Oy în punctul N. S-a 
format triunghiul dreptunghic M, NM care are cateta M,N de lungime 

x — X şi cateta MN de lungime 
y fix) — J(%o). | 
Coeficientul unghiular m = tg « 
al secantei MM este dat de egali- 
tatea 


Fi) — flo) 

x — Xo 

Luînd alt punct x’ Æ x din 1, 

căruia îi corespunde pe grafic punctul 
M’ (x', f(x’), dreapta MM’ are coefi- 
cientul unghiular 
f(x’) — Flo), 

x — 29 
Pentru punctele x diferite, ob- 


tinem diferite secante MM care au, în 
general, coeficienți unghiulari diferiţi. 


tg a = 


tg a' = 
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Dacă x se apropie de x, punctul M se apropie pe grafic de punctul Ma. 
Se apropie oare şi secanta MM, ca poziție, de o dreaptă MT? Sau, cu alte 
cuvinte, se apropie şi coeficientul unghiular tg « al secantei MM de o 
valoare tg «9? 
Sîntem astfel conduşi să considerăm limita funcției tg « cînd x — xe, 
adică 
XX ¥ — 49 


Dacă această limită există şi este finită, spunem că graficul C admite 
tangentă în punctul Mọ, şi anume tangenta la grafic în punctul M, este, 
prin definiție, dreapta MoT al cărei coeficient unghiular este 


tg æo — tim” — f(%o) A 
Fig Z% — Yo 
Dacă limita precedentă există şi este infinită (+ co sau — 00), vom 
spune de asemenea că graficul C admite tangentă în punctul Mọ, şi anume 
tangenta la grafic în punctul M, este, prin definiţie, dreapta MoT paralelă 
cu axa Oy (dreapta a cărei ecuație este x = xy). 


2, Problema vitezei 


Să considerăm un mobil M în mișcare rectilinie şi uniformă (fig. 75). 
Aceasta înseamnă că traiectoria sa este o linie dreaptă şi că spaţiul este 
proporțional cu timpul în care este parcurs. Să alegem un punct de refe- 
rință O, un sens pozitiv şi o unitate de lungime pe dreapta pe care se mișcă 
mobilul M. Să alegem de asemenea un 


moment de referință pe care să-l notăm 0. Sfp) 

Să notăm cu s(0) abscisa mobilului Mp M 
în acest moment. În fiecare moment t să —p 74mm 
notăm cu s(î) abscisa punctului de pe 
traiectorie, în care se află mobilul la s(£) 7 
momentul respectiv. Fig. 75 


Spațiul parcurs de mobil din momentul inițial pînă într-un moment 
oarecare ¢ este s() — s(0). Să notăm cu v raportul constant dintre spațiu 
și timpul é în care a fost parcurs: 

s(t) — s(0) _ v, 
t 
de unde s(t) = vt + s(0). 

Spațiul parcurs între două momente oarecare $ < î, este s(t) — s(t). 
Raportul dintre spațiul s(ż) — s(t) şi timpul 73 — î, în care a fost parcurs 
este 

S(f2) — s(t) __ via — vi 
to — th fa — éi 


= 1. 
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Raportul constant v dintre spaţiu și timpul în care a fost parcurs se 
numeşte viteza mobilului în mișcare rectilinie şi uniformă. În acest caz, 
viteza este egală (numeric) cu spațiul parcurs în unitatea de timp. 

Viteza v este aceeaşi în fiecare moment. 

Să presupunem acum că mobilul M se mișcă rectiliniu, dar neuni- 
form. Aceasta înseamnă că spațiul nu mai este proporțional cu timpul în 
care a fost parcurs. Ce se înțelege în acest caz prin viteza pe care mobilul 
o are la un anumit moment tọ? 

Să considerăm un moment oarecare t > tọ şi să facem raportul dintre 
spațiul s(î) — s(t) şi timpul t — fg în care a fost parcurs: 


s(t) — s(t 
g, = SE, 
t — to 


Acest raport îl putem considera ca o viteză medie a mobilului în intervalul 
de timp dintre î şi ż, în sensul că un alt mobil în mişcare rectilinie şi uni- 
formă care ar avea viteza v„ ar parcurge în timpul £ — ft, acelaşi spa- 
tiu s(t) — s(tẹọ) ca 'şi mobilul inițial. 

Dacă alegem alt moment t > î,, obținem viteza medie 


Va — s(t’) — s(to) , 

t — to 
care este în general diferită de v„. Intuitiv, ne dăm seama ușor că, cu cît 
intervalul de timp dintre t, şi t este mai mic, cu atît mișcarea mobilului 
diferă mai puțin de o mişcare uniformă pe intervalul de timp considerat. 
Sîntem astfel conduşi să considerăm limita vitezei medii cînd timpul £ —fo 
tinde către 0, adică 


lim s(t) — s(t) , 

tat,  t— lo 
Dacă această limită există şi este finită, ea este, prin definiție, viteza v(t) 
a mobilului în momentul fe: 


3. Densitatea liniară a unei bare materiale 


Să considerăm o bară materială omogenă rectilinie şi cu secțiunea 
constantă. Aceasta înseamnă că masa unei porțiuni din bară este proporțio- 
nală cu lungimea acestei porțiuni. 

Luînd în considerare numai lungimea barei şi neglijînd celelalte dimen- 
siuni, să așezăm bara de-a lungul unei axe Ox, cu un capăt în O, şi cu celă- 
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lalt capăt în sensul pozitiv al axei (fig. 76). Pentru fiecare punct de pe 

bară de abscisă x, să notăm cu m(x) masa porțiunii Ox. îi 
Pentru două puncte oarecare x, < % de pe bară, masa porțiunii dintre 

x, şi x, este m(x2) — m(x) iar lungimea sa este 3 — 3. Să notăm cu p 


raportul constant dintre masă şi. lungime: 
iii 
g £ 


— m(x) — m(x) , T 


Xa — Z 
a Fig. 76 
Deoarece m(0) = 0, pentru orice punct de pe bară de abscisă x, avem 


__ m(z) — m(0) __ m(x) 


x— 0 x% 


adică m(x) = px. 

Raportul constant p dintre masă şi lungime se numește densitatea barei. 
Densitatea este aceeași, o, în orice punct al barei. 

Să presupunem acum că bara materială nu este omogenă. Aceasta în- 
seamnă că masa unei porțiuni din bară nu mai este proporțională cu lungimea 
acestei porțiuni. Ce se înțelege în acest caz prin densitatea barei într-un 
punct %? 

Să considerăm un punct oarecare x > xp depe bară si să formăm rapor- 
tul dintre masa m(x) — m(xo) (a porțiunii dintre punctele x, ṣi x) şi lun- 
gimea sa x — %9 

— m(x) — m(x) , 
m 
% — %9 

Acest raport îl putem considera ca o densitate medie a porțiunii dintre 
punctele x, şi x, în sensul că o bară omogenă de lungime x — xp, care ar 
avea densitatea p,, ar avea aceeaşi masă m(x) — m(x) ca şi a porțiunii 
din bara neomogenă. 

Dacă alegem alt punct x’ > x, obţinem densitatea medie 


, m(x’) — m(%o) 
Pm = 3 
x batai Xo 


care este în general diferită de pọ„. Cu cît lungimea x — xp este mai mică, 
cu atît porțiunea din bară diferă mai puțin de o bară omogenă. Sîntem 
astfel conduși să considerăm limita densității medii cînd lungimea x — xe 
tinde către 0, adică 

lim m(x) — m(x) , 

2% x — Xo 
Dacă această limită există şi este finită, ea este, prin definiție, densitatea 
p(xo) a barei în punctul xo: 

o(xo) — lim ZA 2 mo), 


z=% X — Xo 
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§ 2. Derivata 


1. Definiţia derivatei 


Cele trei probleme diferite puse în paragraful precedent, două din 
fizică şi una din geometrie, ca de altfel şi alte probleme din fizică, ne con- 
f(x) — flo) | 


X — Xo 


duc, toate, la cercetarea existenței limitei unui raport de forma 


Dată fiind importanța teoretică şi practică a acestor probleme diferite, 
vom studia dintr-un punct de vedere unitar limita raportului considerat, 
independent de problema concretă din care provine. 

Rezultatele obținute pe această cale se interpretează apoi pentru fie- 
care problemă în parte, după specificul ei. 

Fie f o funcție definită pe un interval I şi x, un punct din 7. Pentru 
fiecare punct x = x% din I, să considerăm raportul 


R(x) = LR Aza > Aa 


R(x) este o funcție definită pentru toate punctele x & I cu excepția lui xe, 
în care numitorul (ca şi numărătorul) se anulează. Deşi funcția R(x) nu 
este definită în x, se poate pune problema existenței limitei acestei funcții 
în punctul x deoarece x, este un punct de acumulare al mulțimii Z— {xo}. 


Deiiniţie. Se spune că funcția f: I — R este derivabilă în punc- 
tul x, & I, dacă raportul R(x) are în punctul x, limită finită. Limita însăși 
se numeşte derivata funcției f în punctul +, și se notează cu f'(x): 


f(x) — lim S(x) — flo) , 


4 vo x — Xo 


Pentru derivata f'(x) se folosesc de asemenea notațiile 


Le şi D fa). 
xX 

Pentru a pune în evidență argumentul x, se spune adesea că f'(xo) 
este derivata lui f în raport cu x în punctul x. În acest caz, mai ales, se 
foloseşte notația 

(4%) sau fa (70). 
dy 

Dacă limita raportului este infinită (+ co sau — oc), ea se numeşte 
de asemenea derivata funcției f în punctul x, şi se notează tot cu f'(xo). 
n acest caz nu mai spunem însă că funcția este derivabilă în xa Vom 
distinge astfel expresia „funcția f are derivată (finită sau infinită)” de 
expresia „funcția f este derivabilă”. 
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Tinînd seama de diferitele definiții echivalente ale limitei, cu șiruri, 
cu vecinătăți, sau cu e şi ð, egalitatea 


f'(co) — lim f(x) — f(x) 


Xa 4 — Xo 
este echivalentă cu fiecare din propoziţiile următoare : 
1) Oricare ar fi șirul X, > Xo, (Xa E I, Xn £ Xo), avem 


fin) — flo) —>f'( 


Xn — Xo 


Xo). 


2) Pentru orice vecinătate U a lui f'(x), există o vecinătate V a lui x», 
astfel încît, oricare ar fi x SV NI, x Æ Xop Să avem 


ff ay. 


% — xo 


3) Dacă f'(x) este finit: pentru orice e > 0, există un număr è = 
= $ (e) > 0, astfel încît oricare ar fi x SI, x Æ xo cu |x — xi < 3, 
să avem 


j sed _ pa <e. 


¥ — Xo 


Din studiul problemei tangentei de la § 1, rezultă următoarea inter- 
pretare geometrică a derivatei: 

Dacă functia f are derivată în punctul xo graficul său admite tangentă 
în punctul corespunzător M lo, J(%o)); dacă derivata este fimită, coeficien- 
tul unghiular tg ag al acestei tangente este egal cu derivata f'(x); dacă dert- 
vata este infinită, tangenta este paralelă cu axa Oy. 


Observații. 1° Derivabilitatea şi derivata f'(x) sint, respectiv, aspectul calitativ 
şi cel cantitativ al aceleiaşi noțiuni. Pentru a putea calcula derivata f'(x) trebuie mai întîi 
să ne asigurăm că ea există, adică trebuie să ne asigurăm că funcţia este derivabilă în xo 

2° Derivata f'(x) este un număr. 

3° Derivabilitatea este o noțiune cu caracter punctual şi are sens numai în punctele 
în care funcția este definită. De exemplu, nu are sens problema derivabilităţii funcției f(x) = 


- T 
= ln y în punctul 0 sau in punctul — 1, sau a funcției tg în punctul 7’ sau a funcției 


— în punctul 0 etc. 
x 


4° Problema derivatei se poate pune nu numai pentru funcții definite pe un interval, 
ci şi pe o mulțime oarecare E, dacă x este punct de acumulare pentru E. 

De exemplu, funcția f(x) = x definită numai pe mulțimea Q a numerelor raționale 
este derivabilă în punctul 0, și are derivata egală cu 1. Într-adevăr, pentru orice x € Q, 
4 = 0, avem 
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deci 


f'(0) = lim (x) — J(0) i. 
%=0 x — 0 
xEQ 


Totuşi, în continuare, funcțiile vor fi considerate definite pe un interval. Rezultatele 
obținute sînt valabile şi pentru funcţii definite pe o reuniune de intervale. 


2. Continuitatea funcţiilor derivabile 


În definiția derivatei nu s-a impus continuitatea funcției. Continui- 
tatea rezultă însă din derivabilitate, așa cum se arată în următoarea 


Teoremă. Dacă funcția f: IZ — R este derivabilă în punctul x, & Z, 
atunci f este continuă în xo. 


Într-adevăr, pentru orice x = Xp din I avem egalitatea 


fo) = fleo) +E (x — a). 


x — 70 


Dar, lim (x — x) = 0, şi, conform ipotezei, 


Z žo 


lim A — f(x) (finit). 


Rezultă atunci că f are limită în x, şi 


lim f(x) = f(x) + lim E h tim (x — xo) = F(x) + f'(x) 0 = flo), 


ZEA Lo] Šo z>% 
adică f este continuă în xo. 


Observații. 1° Afirmația reciprocă nu este, în general, adevărată: o funcție 
poate fi continuă în +, fără a fi derivabilă în z,. 


Mulțimea funcţiilor f: I — R derivabile într-un punct x, & T este con- 
ținută în mulțimea funcțiilor continue în acest punct. 


Exemplu. Funcţia f(x) = |x| definită pe R este continuă pe R; în particular, este 
continuă în 0. Dar funcţia nu este derivabilă în 0. Într-adevăr, să formăm raportul 


fl) —10) la —10| tal l 1 dacă x > 0 


HD -m x —0 x — 1 dacă z<0 
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Raportul R(x) are în punctul 0 limita la stînga — 1, şi limita la dreapta 1, deci nu 
are limită în punctul 0, adică funcția f(x) = |x] nu este derivabilă în 0. 

Pe figura 77 se constată că in origine graficul funcţiei nu are tangentă. i 

2° Dacă f are derivată infinită în punctul g, nu rezultă că f este continuă în acest 
punct. 


yY 4 


Fig. 77 Fig. 78 


| 1+ Vaz dacă z>0 
Exemplu. Funcţia f(x) = YZ dacă 9 
— 7x dacă 4 < 


este discontinuă în punctul 0, totuşi are derivata + œ în acest punct. 


3. Derivate laterale 


Fie funcția f: I > Rşi x, & I. Pentru x Æ x, din I să formăm raportul 


R(x) — f(x) — (o) , 


Din exemplul precedent se constată că este posibil ca raportul R(x) 
să nu aibă limită în xo, dar să aibă limite laterale în x,. Sîntem condusi 
astfel la următoarea 


Definiţie. 1) Se spune că funcţia f este derivabilă la stînga în 
punctul x, dacă raportul R(x) are limită la stînga finită în ,. Această limită 
se numeşte derivata la stînga a funcției f în x, şi se notează f(x): 


faleto) = lim E) Ate = e, 
LLI 
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2) Se spune că funcția f este derivabilă la dreapta în punctul x, dacă 
raportul R(x) are limită la dreapta finită în x. Această limită se numeste 
derivata la dreapta a funcţiei f în x, şi se notează f+(x,) : 


flo) — tim” — f(xo) | 
Z Xa X — Zo 
E> Xa 


Exemplu. Pentru funcția f(x) = |x| definită pe R, avem 
fs (0) = — 1 şi fa (0) = 1. 


Se pot da definiții echivalente ale derivatelor laterale, cu şiruri, cu 
vecinătăți, sau cu e şi ò. 


Observații. 1° Dacă raportul R(x) are în punctul x, limită 
la stînga infinită (+ co sau — oc), funcția f nu este derivabilă la stînga 
în %9. Totuși, limita la stînga în x, a raportului se notează de asemenea 
Js (Xo) şi se numeşte derivata la stînga a funcției f în punctul xo. 

De asemenea, dacă raportul R(x) are în punctul x, limită la dreapta 
infinită (+ oo sau — 00), funcția f nu este derivabilă la dreapta în xeo 
Totuşi, limita la dreapta în xo a raportului se notează de asemenea fá (xo) 
și se numeşte derivata la dreapta a funcției f în! punctul xo. 

2° Dacă intervalul este compact (închis ṣi mărginit), Z = [a, b], în 
punctul a nu are sens limita la stînga a raportului R(x), iar în punctul b 
nu are sens limita la dreapta a acestui raport. De asemenea, definiția 
limitei în a este echivalentă cu definiția limitei la dreapta în a, iar defi- 
niția limitei în b este echivalentă cu definiția limitei la stînga în b. 

Pentru derivate, aceste fapte se transpun astfel: 

a) În punctul a nu are sens problema derivatei la stînga, iar defi- 
niția derivatei în a este echivalentă cu definiția derivatei la dreapta în a. 
Aşadar : 


Funcția f are derivată în punctul a dacă şi numai dacă are derivată la 
dreapta în a. 

În acest caz f'(a) = f; (a). | 

b) În punctul b nu are sens problema derivatei la dreapta, iar defi- 


niția derivatei în b este echivalentă cu definiția derivatei la stînga în b. 
Aşadar: 


Funcția f are derivată în b dacă și numai dacă are derivată la stinga în b. 
În acest caz f'(b) = f (b). 


Dacă însă x este punct interior al intervalului [a, b], adică dacă 
a < X% <b, atunci au sens ambele derivate laterale în xo. 


Funcția f poate avea în x, derivate laterale diferite. 


| Propoziţie. O funcție f:1—R are derivată într-un punct 
interior x, & Z, dacă și numai dacă are derivate laterale egale în x. În 


acest caz, 
F(x) = fs (e) = fa (o). 
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Această propoziție rezultă din faptul că raportul R(x) are limită în 
punctul 9, dacă și numai dacă are limite laterale egale în xo. 


Propoziția conține şi cazul în care derivatele sînt infinite. În parti- 
cular dacă derivatele sînt finite, deducem că 

Functia f este Jerivadilă în punctul x, dacă și numai dacă este derivabilă 
la stânga și la dreapta în xg, și derivatele laterale sînt egale. 

Dacă în demonstrația teoremei de continuitate a funcțiilor derivabile 


se consideră numai limita la stînga (x < xo), sau numai limita la dreapta 
(x > x), se obține următoarea 


Propoziţie. Dacă f este derivabilă la stînga în ~x, atunci f este 
continuă la stînga în x. 

Dacă f este derivabilă la dreapta în x,, atunci f este continuă la dreapta 
În Xo 

Corolar. Dacă f este derivabilă la stînga şi la dreapta în x, atunci 
f este continuă în xo. 


Fancţia f(x) = |x; definită pe R este derivabilă la stînga şi la dreapta în 0, dec 
este continuă în 0 (deşi nu este derivabilă în 0). 


Observație. O funcție poate fi continuă la stinga (sau la dreapta) într-un punct 
fără a fi derivabilă la stînga (respectiv la dreapta) în acest punct. 


1 
x sin — dacă x 0 
Exemplu. Funcţia f(x) = x definită pe R este continuă în 


4) dacă g = 0 


punctul 0, dar nu are derivate laterale în 0. 


Într-adevăr, 


1 
TEINE și lim |x ] = 0, deci 
X x—=0 


1 
lim f(x) = lim + sin — — = 0 = (0), 
x—=>0 x—=0 


adică f este continuă în punctul 0. 


Pentru y = 0 să formăm raportul 


% si 
_ Ha) — -0 _ x „1 


1 
Funcția sin — nu are nici limită la stinga, nici limită la dreapta în 0, deci funcția 
x% 


f nu are nici derivată la stinga, nici derivată la dreapta în 0. 
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Reluînd problema tangentei se constată că derivatele laterale au de 
asemenea o interpretare geometrică simplă. 

Să luăm numai puncte x & I la dreapta lui x, x > Xp, ṣi să considerăm 
semidreapta MM, cu extremitatea în My. Coeficientul ei unghiular este 


tg a = 


Fig. 79 


Fix) — f (xo) | 


% — Xo 


y 


Fig. 80 


Dacă acest coeficient unghiular are o limită finită tg a, cînd x se apropie 
de x de la dreapta, spunem că graficul are în punctul Mo semtangentă 
la dreapta, care este, prin definiție, semidreapta cu extremitatea in My, 


Fig. 81 


care se află în semiplanul de la dreap- 
ta lui Mo(x >> %o) și care are coefi- 
cientul unghiular tg ag. Așadar: Dacă 
functia f este derivabilă la dreapta în 
punctul Xo graficul Junchiei are în 
punctul corespunzător Ma (Xo f(xo)) 
semitangentă la dreapta, al cărei coefi- 
cient unghiular este egal cu fa (xo). 

Dacă fa (29) = + œ, graficul 
admite, prin definiție, semitangentă 
în punctul M (Xo, f(29)), o semidreaptă 
MI paralelă cu axa Oy, situată dea- 
supra punctului M, (fig. 80). 

Dacă fa (x) = — œ, graficul 
admite, prin definiție, ca semitangentă 


la dreapta în punctul Ms(x0, f(x0)), semidreapta MT paralelă cu axa Oy, 


situată sub punctul M, (fig. 81). 


Consideraţii analoge ne conduc la interpretarea geometrică a derivatei 


la stînga : 


Dacă funcția f este derivabilă la stînga în punctul x, graficul său 
are în punctul M, (Xo, f(%0)) semitangentă la stînga o semidreaptă MoT 
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cu coeficientul unghiular f;(%9), situată în semiplanul de la stînga lui M, 
(x << xo)ă (fig. 82). . . . a: . x 

Dacă f,(%9) = + oc, graficul admite, prin definiție, ca semitangentă 
la stîngă în punctul Mo(%9, f(xo)), o semidreaptă M,7 paralelă cu axa Oy, 
situată sub punctul M, (fig. 83). 


Fig. 82 

Dacă f(x) = — oo, graficul admite, prin definiție, ca semitangentă 

la stînga în punctul Mo(o, f(e)), o semidreaptă MT paralelă cu axa Oy, 
situată deasupra punctului M, (fig. 84). 


y F(T) =-e Fi (2p>te 


Fig. 84 Fig. 85 


Dacă funcţia f are în x, derivate laterale egale, cele două semitan- 
gente sînt în prelungire, deci graficul are tangentă în punctul Me. 

Dacă funcția f are în x, derivate laterale diferite, cele două semitan- 
gente nu mai sînt în prelungire. 
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Dacă una dintre derivatele laterale este + co şi cealaltă este — oo 
cele două semitangente sînt suprapuse (fig. 85 şi 86). 


În acest caz, punctul Ms(xo, f(0)) de pe grafic se numeşte punct de 
întoarcere al graficului. 


YÀ flt) =-20 
My O= Ejla) re 


| 

| 
(zo) =+ fy (ase 
| | 
| 


g Ta A Ty T 
Fig. 86 Fig. 87 


Dacă funcția f are în punctul x, derivate laterale diferite, şi cel puțin 
una din ele este finttă, cele două semitangente laterale nu sînt nici supra- 
puse, nici în prelungire. În acest caz, punctul M(X» f(xo)) de pe grafic 
se numeşte punci unghiular al graficului (fig. 87). 


4. Derivata pe un interval 


Definiție. Se spune că funcția f: ] — R este derivabilă pe o sub- 
mulțime A C I, dacă este derivabilă în fiecare punet din A. 


Dacă funcția f este derivabilă pe tot domeniul ei de definiție, se spune 
uneori, mai simplu, că este derivabilă, fără a mai specifica mulțimea pe 
care are această proprietate. 


Propoziție. Dacă funcția f: I —> R este derivabilă pe 7, atunci 
f este continuă pe Z. 


Într-adevăr, f este derivabilă în fiecare punct din 7, deci este con- 
tinuă în fiecare punct din Z. 


Observaţie. Egistă funcții continue pe un interval care nu sînt derivabile în 
nici un punct din acest interval*. 


Mulțimea funcțiilor derivabile pe un interval este conținută în mulțimea funcțiilor 
continue pe acest interval. 


* Un astfel de exemplu a fost dat, pentru prima oară, de K. Weierstrass. Ulterior 
s-au dat exemple mai simple (a se vedea M. N. Analiză mat. II, p. 353) 
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Fie funcţia f: I — R derivabilă pe I. Fiecărui punct x & I vom face 
să-i corespundă numărul f'(x). 
Obţinem astfel o funcţie x —> f'(x) definită pe I, care se numește 


funcția derivată a lui f sau, mai simplu, derivata lui f. Derivata funcției 


i df 
f se notează f’. Se folosesc de asemenea notaţiile z și Df. 
X 


Trebuie făcută distincție între derivata functiei f în punctul x, care este un număr, 
f'ix), şi derivata funcției f, care este o funcție, f'. Derivata f'(x,) se mai notează adesea 


d 
Pes saa [Z] 


` % += 
a dy df , 
Dacă punem y = f(x), se folosesc notațiile y' = f'(x) sau FP =; sau încă y; = 
x x a 


= f! (a. 


5. Exemple de functii derivabile 


1) Funcția constantă f(x) = c definită pe R este derivabilă şi f'(x) = 0. 
Scriem aceasta astfel: 
č =Q. 


Într-adevăr, fie , €E R oarecare. Să formăm raportul 


R(4%) = — = =0 (2 = o). 
x% — Xo x — Xo 
aaa FI) — Fro) s og . siy 
Atunci: lim ————— = 0, adică f(x) = 0. Deoarece yọ a fost ales arbitrar, rezuită 
Z> Xo Z — Xo 


că f'(x) = 0, oricare ar fi x E R. 


Observaţie. Prin notația c' nu trebuie să se înţeleagă derivata numărului c, ci a 
Hancţiei constante care are în toate punctele valoarea c. Noțiunea de derivată nu se ataşează 
numerelor, ci numai funcțiilor. 


2) Funcția identică f(x) = x definită pe R este derivabilă și f'(x) = 1. 
Scriem astfel : 
x= l. 


Într-adevăr, fie x, E R oarecare. Pentru x = x, avem 


F(x) — fío) __ 4 7 žo 


R(x) = = 
X — Xo x — Xo 


Iil 


l, 


ua FU) — Flo) x p . , 
deci: lim ————————— = 1l, adică f(x) = 1. Deoarece, a fost ales arbitrar, rezultă f'(x) = 1, 
Z= Yo ¥ — Xo 


oricare ar fi z €R. 
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Observaţie. Prin notația x’ nu trebuie să se înțeleagă derivata argumentului, 
ci a funcţiei identice. Noţiunea de derivată nu se ataşează argumentului, ci numai funcţiilor. 


3) Funcţia f(x) = x”, n &N, definită pe R, este derivabilă şi f'(x) = 
= na. Scriem : 
(37) = na 


Fie +, E R oarecare. Pentru x 4, avem 


fi) — fx) 47 — an 
R(x) = a a pp at pg ah e pai 2 4 ul, 
Deoarece lim yh = xh, k EN avem 
EKo 
TOT au O | 
lim O = lim v + lim x”—3 . x, + lim x”—3 . 38 + lime am 2 + 
Xe X% — Xo Ita X Ka E and7 2>, 9 
—1 n—i n—2 n- 2 — — 
+s = +20 o + 9 324 „a Fo * 40 2 pal = 
n=l n—t —] n=l n—l —1 
= +s to teet to =n 
O 
n ori 


adică f'(x) =n xaT, Deoarece z, a fost ales arbitrar, rezultă f'(x) = ng”! pentru orice xE R. 


4) Funcția f(x) = Va definită pe [0, + 00) este derivabilă pe semi- 


v . 1 
dreapta deschisă (0, + oo) şi pentru x > 0 avem f'(x) = Va 
x 
Scriem : 
pr 1 
Vx) = —. 
| ) 2 Vx 
Fie x, > 0 oarecare. Pentru x = Xo x > 0, avem 
Fix) — fixo) Vx — V zo l 
R(x) e =: 
X — Xo % — Xo Va + Vaze 
Dar lim Vx = Vaza zi 0, deci 
1—% 
um III _ im _ l _ 1 LL 
x X — 9 im a lim Vx + Vaz Vot Vro 2V% 
1—3%9 
adică f'(x9) re „ Deoarece 49 > 0 a fost ales arbitrar, rezultă că pentru orice + >! 
Xo 
avem f'(x) = 


2 7 x 
Observație. În punctul 0, funcția f(x) = yx nu ră derivabilă. 
dar derivata sa în acest punct există și este + oo, f'(0) = 
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Într-adevăr, pentru + > 0, avem 
fas Va VO Va 1 
x — 0 x —0 xo Vx 
Deoarece Vz > 0 şi lim Va = 0, rezultă că lim = 
2—0 
adică : 
— f(0 
lim F0 co, deci f/(0) = + œ. 
z=0 4 —0 
5) Funcţia f(x) = sin x definită pe R este derivabilă şi f'(x) = cos x. 
Scriem 


(sin x)’ = cos x. 
Fie +, E R oarecare, Pentru x = x, avem 


e x — Xo X + Xo 
2 sin + COS 
f(x) — f(x) sin — sin yo 2 2 
R(2) e = 
x% — 49 
2 x + Zo 
= COS 
x% — Xo 2 
2 
. x — Xo . 
Dar lim = 0, deci 
“<x, 
. Z — Xo 
sin 
2, sin u 
lim = = 
2 


% 
Pe de altă parte, funcția cos 


este continuă ca funcție compusă a funcțiilor 


. ,% o 
continue cos 4 şi , deci 
, # + o Zo t to “E 2% 
lim cos = COS ————:' = COS — = COS ¥o 
2% 2 2 
Așadar 
. #— 2o 
sin —— 
fœ) — fiare) . x% + #o 
lim ———————— = lim - lim cos = COS Fy 
tax% #1 Xo at #— Xo tty 
2 


adică F(s.) = cos x, Deoarece +, a fost ales arbitrar, rezultă că f'(x) = cos oricare 
ar fi s ER. 


17 — Analiza matematică, vol. I 
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6) Funcţia f(x) = cos x definită pe R este derivabilă şi f'(x) = — sin v. 
Scriem : 
(cos x) = — sin x. 


Fie y, € R oarecare. Pentru z z x) avem 


„Fo , EZ 
— 2 sin sin 
R(x) = fila) — Făro) _ COS 4 — cos Yo 2 2 
% — Zo % — 29 B x — Xo Hi 

„A — Xo 

sin 
2 „A Xo 

= — * Sin 

A —— Xy 2 

2 


, „A %e o 
Deoarece funcția compusă sin este continuă, avem 


, „2 A 20 . Žo %o 
lim sin = sin — 7 = sin — = sin 7#, 
do 2 VA 
Atunci: 
„2 — o 
sin ———— 
fi) — (ao) , 2 „FA o 
lim —— n = ~ lim ————— + lim sin = — sin 4, 
dodo 4 — Yo Xa, A — Ko Zot 2 
2 
adică f'(x) = — sin yọ Deoarece x, a fost ales arbitrar, rezultă că f'(x) = — sin 4, oricare 
ar fixr ER. 


R 


7) Funcția f| 
vabilă şi f'(x) = 


) = în y definită pe semidreapta (0, + 00) este deri- 
„ Scriem :, 


x | 


(n =} (4 >0). 


X 


Fie x, > 0 oarecare, Pentru x 4, x > 0, avem 


x 4% ln 4 — in % 1 x 

pa A _ s ME 
A — Yo X — Zo Z — Xo Xo 

x a 
Dar =] —1+—=1++ , deci 
Xo Xo Xo 
1 xX i 0 f Xo 
Riz) = —— |n — = — lni 1 + = 
X — Xo Xo Ko — Fo ` 0 
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X —x 
Avem lim S= 0, deci 


Leko Xo 
= 1 
x — x) T” 4 
im (1 4 = lim (1 + u)- =e 
>T Zo u—0 5 
şi deoarece funcția logaritmică este continuă, 
Za Za 


x — fo Z— Xo , x — 49 H— ka 
tim în (1 Ht = În lim e) = lne = 1, 


Z>, Xo 1% 


Aşadar: 


o 


anO = Pa) A ata (i p E2. 
o Xo 


L Xo X — Xo Xo 21g 


1 
adică f'(29) == —. Deoarece 7o > 0 a fost ales arbitrar, rezultă că pentru orice x > 0 avem 
Xo 


, l 
fa) = —. 
p 
Observaţie. „Funcţia f(x) = ln z este derivabilă pe semidreapta (0, + œ), deci 
derivata sa f'(z) = — Ste definită tot pe semidreapta (0, + œ), deși operația de împărţire 
z 
cu 4, , prin + care se calculează derivata în punctul 4 > 0, are sens și pentru z <0. 


—— a — 


Pie ae | 


1 
“ Aşadar, nu trebuie confundată derivata f'(x) = —, care este definită pe semidreapta 
x 


1 

(0, + œ) cu funcția elementară Ma), = — al cărei domeniu maxim de definiție este R — {0}. 
x 

Funcțiile f’ și 7h 3coincid pe semidreapta (0, + œ). 


§ 3. Operații cu funcții derivabile 


Ca și pentru funcțiile continue, operațiile algebrice de adunare, înmul- 
tire şi înmulțire cu scalari, operația de compunere și, cu anumite restricții, 
Operația. de inversare, aplicate funcțiilor derivabile, conduc tot la funcții 
derivabile. 


1. Operatii algebrice 


Propoziția 1. Dacă funcțiile f şi g definite pe un interval Z sînt 
derivabile “ într-un punct x & I, atunci funcția f + g este derivabilă în x; 


Și ` 
(F +8) (x0) = f (to) + g'(o)- 
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Să notăm 4 = f + g. Pentru fiecare x = xp din I, avem 


R(x) = MP = ho) AA tel — fa) + so] 


— 
— 


— f(a) — fito) + (3) — g(70) 


Deoarece f şi g sînt derivabile în x, avem 


lim LES — fix), im — pr), 


X= 9 x — 29 119 X — Xo 


Rezultă că şi raportul R(x) are limită (finită) în x, deci funcția A 
este derivabilă în x şi 


= Jim fa) flo) + lim 80) — g(%o) — 


t= xo A — Xo s% X — Yo =x, ¥— X9 


= f(x.) + go), 


(FA e) (to) = f (ao) + g (20). 


Observaţie. Propoziția rămîne adevărată şi dacă una sau ambele derivate f'(x.) 
și g'(x) sînt infinite, dacă f'(x) + g'(x) are sens (cazul exceptat este cel în care una din 
derivate este -+ œ, iar cealaltă — œ). 


adică 


Corolar. Dacă functiile f și g sînt derivabile pe un interval /, atunci 
f + g este derivabilă pe J şi 
(f+e) =f +e. 


Se demonstrează prin recurenţă că dacă fis, fa, ..., Ja sînt n funcții definite 
pe ] şi derivabile pe I (sau într-un punct” xg & 1), atunci suma lor este de 
asemenea derivabilă pe I (respectiv în 4) și 


TETEE 


sau 


N7 


$ 2 


Propoziția 2. Dacă funcția f: 7 — R este derivabilă într-un 
punct x, & Z, atunci functia cf este derivabilă în x, oricare ar fi numă- 


rul c, și 
(ef)! (ao) = c + f'(2c0). 
Să notăm 4 = cf. Pentru fiecare x = xp din I avem 


Rac) = 00 7 ho) a) E) — p = feo), 


X — Xo x — *o x — 49 
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. « v Xo id y v 
Deoarece, prin ipoteză, tim 0) 27) — = f'(x) rezultă că raportul 
pă xX — Xo 


a. 
— 
-A “g 


R(x) are limită (finită) în ve deci funcția % este derivabilă în xo, şi 


A a Ala — Blaa) ° 4) — x 
Bixo) — jim iie io — o. tim J ) f[ o) — c f' (£o) 
223 ¥ — Xa A x — Xo 
adică (Y (roa =i- (a) 
ÖŁti:irvazris. Pro poz ziția rămine adevărată şi dacă f'(x) este infinită. în acest 
Caz, dacă ci, avemi Iei) t zi = 0, 


(ep = cf. 


Luimd în acest corolar c = — 1, rezultă că: 


Dacă f este derivabilă pe I (sau în xo) atunci funcția — f este deriva- 
bilă pe I (respectiv în x) st 
? Ki 
=. 
Folosind această uitimă proprietate, și propoziția 1, rezultă că: 
Dacă funcţii "e f şi ge sin vabile pe I (sau í în xo) atunci functia f — g 
este derivabilă pe I (respectiv în o) ȘI 


j—8) =f e. 


Într-adevăr, f — g = f — (— g) şi deoarece g este derivabilă, (— g) 


este de asemenea derivabilă, și deci și suma f + (— g) este derivabilă. 
Atunci 
1 oo NI 7 Io f A — £p ? 

(f—8) = Fte =F lIe IEF +) e. 

Dacă una sau ambele derivate f'(x) şi g'(x0) sint infinite şi dacă f'(x) — g'{xa are 
sens, atunci f' — g’ are derivată în +, și (f — 8) (x) = f(40) — g’ (o). 

Observaţii. 1° Mulțimea (I, 10) a funcţiilor definite pe I şi derivabile în +, & 7 
este un spațiu veciorial. Operația de derivare in punctul Xo face să corespundă fiecărei funcții 
JEDI, x) numărul f'(x), adică operaţia de derivare este o funcțională L:f— f(x. 
definită pe spațiul vectorial Q(7, xo). Această operație este o funcţională liniară (aditivă 


și omogenă) 
L(f + 8) = (fr 8V ito) flo) + eo) = Lf) + Lig); 


L(af) = (9f)' wo) = a - f'(x) = aL(f). 


2° Mulțimea ®(7) a functiilor definite şi derivabile pe Z este un spațiu vectorial. Să 
notăm cu 9'(I) mulțimea derivatelor funcțiilor din (Z). Mulțimea D’ (I) este de asemenea 
un spațiu vectorial. 

Operația de derivare D face să corespundă fiecărei funcții f e (I), derivata sa f' € 9'(I): 


Diff sau Df = f. 
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Operația de derivare este o operație liniară definită pe spaţiul vectorial %(7) cu valori 
łu spațiul vectorial (I): 
D(f + 8) = Df + Dg; 


D(af) = «Df. 
Exemple. 1) Funcția f(x) =]x] definită pe, R este derivabilă pe R — {0} şi 
dz aa x <0O 
% == 


1 dacă z>0 
Într-adevăr, pentru x < 0 avem f(x) = || = — x, deci f'(x) =(— xy) = — x = — |, 
iar pentru > 0, avem f(x) = |x| = x, deci f'(x) =v = 1 
2) (ax")' = a(x") = a: nl = na, 


3) Un polimon P(x) = apă" + apă + ... -+ ax? + ax +- a defi- 
nit pe R este o funcție derivabilă și: 
P'(x) = nax"! 4- (n — 1) an1” + ... + 2a% F a 


4) Dacă 4>0, a +1, funcția f(x) = log% definită pe (0, + 00) 
este derivabilă şi 
1s 


+ lun a 


(log,)' = 


1 WI 
Într-adevăr, dacă x > 0, ln x = In a log, x, deci log, = z3 ln x şi deci (logẹ 4y = 
pe 


Propoziția 3. Dacă funcţiile f şi g definite pe Z sînt derivabile 
într-un punct v, S Z, atunci funcția fg este derivabilă în x, şi 


Ey (20) = f (20) (ro) + J(x0) g'(x0). 
Să notăm %4 = fg. Pentru fiecare x Æ x, din I, avem 


R(x) =E n ee — food ei — 


x — 29 4 — žo 
_ A) g(x) — fixo g(x) + fixo) g(x) — f (%0) g (%0) — 
x — 29 
— Sl) — flo) e (o) + Flo) (e (3) — glt) __ fa) — flo) glx) + 
x — 29 x — žo 
gt) — et, 
+ f(zo) 2 a 


Prin ipoteză avem lim 70 Aed — pi (0), 
X>% X — Xo 


lim g(x) — go) 


= (o). 
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Pe de altă parte, funcția g fiind derivabilă în xo, este continuă în xo, 
deci lim g(x) = g(xo). 


- Aşadar, toți termenii din ultimul membru al şirului precedent de 
egalități au limite (finite) în xo, iar f(x) este un număr. Rezultă că şi rapor- 
tul R(x) are limită (finită) în xa adică k este derivabilă în x, și 


h'(x) = lim FD AEO) — lim 0 20 lim g(x) + face) lim 80) — 


2>, x — Xo z>% X — Xo 249 Xp X — Yo 
= f'(xo)8 (Xo) + J(x0)8g (xo), 
(fe”)_ (0) = f'(xro)e(0) + F28 (o). 
Corolar. Dacă funcţiile f şi g sînt derivabile pe Z, atunci functia fe 
este; derivabilă pe Z şi 
(fe) = f'g + JE. 


Prin recurenţă se demonstrează că dacă fı, fa, .--, fn sînt n functii 
derivabile pe I (sau în x) atunci produsul lor este de asemenea o functie deriva- 
bilă pe I (respectiv în xo) şi 


Gha IV =D hhe fiafia fe 


adică : 


Pentru n = 2 formula a fost deja demonstrată. S-o presupunem ade- 
värată pentru n funcții, și să arătăm atunci căfeste adevărată şi pentru 
n + 1 funcții: 


(fe fa e -fa În) i= (fife .. În) fai + (fif: ... Saf aa = 
= Shah ee iza fi Siri «e Jafari F fu fa e e În frr = 


"n+l 


= > fifa «++ fir fi fara <- fa farr 


Conform principiului inducției complete, formula este adevărată pen- 
tru orice n. 
Dacă cele n funcţii sînt egale cu o funcţie f derivabilă pe 7, deducem 
că funcția f” este derivabilă pe I şi 
(Papp. 
În particular, deoarece x’ = 1, avem 
(30%) = ng”, 


Acest rezultat va fi obținut de asemenea mai departe din teorema relativă 
la derivarea funcțiilor compuse. 
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adică 
2) (x ) — F (xo) g(o) — f (£0) g (x0) | 
e) ler)? 
Corolar. Dacă f ṣi g sînt derivabile pe 7, atunci tuneţia < — este de- 


rivabilă pe domeniul ei de definiţie (format din toate” “punetele % X E “Ii în eare 
g(x) = 0) şi o 
| f ) _fe fe 
g 8? 


P(x) 


Exemple. 1) O funcţie rațională f(x) = o este derivabilă pe tot 
pi 


domeniul ei de definiție (ca raport de polinoame care sînt derivabile), adică 
în toate punctele x în care Q(x) =4 0. Derivata se calculează după regula 
de derivare a cîtului, dată în propoziția 4. 

2) Funcţia f(x) = tg x este derivabilă pe tot domeniul său de defi- 


TU 


niție (format din punctele x = (2k + Dig k întreg) și f'(x) = 


cos? x 
= I + tg? x. Scriem 
1 


cos? 4% 


(tg x) = 


sin xy’ 


—e 


Într-adevăr, dacă v = (2k + 1) z” atunci cos 4 = 0 şi (tg x) = | 


COS 4 
(sin +)” cos x — sin x (cos x) cosx » cos x — sin x (— sin x) 


a a a 
—— e E n a i i 


TD OI a 9 


3) Funcția f(x) = ctg x este derivabilă pe tot domeniul său de defi- 
niție (format din punctele x; kn, k întreg) şi 


l 


F(x) = — = — (1 + ctg? x). 
sin? x 
Scriem 
1 
(ctg x) = — —. 
sin? x 
Într-adevăr, dacă x = kn, atunci sin x = 0 şi 
Cos x (cos x)’ sin x — cos x (sin x)’ 
(ctg xy = — ] o = 
sin y sin? x 
__ — sin x - sin 4 — cos y cos sin? x + cos? x 1 
sin? x sin? x sin? 4 


4) Funcția f(x 


| 


n E N, definită pe R — {0}, este derivabilă şi 


' n 
2 = — sau (x>*)' = — nx "l, 
y+ 
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Într-adevăr, pentru x = 0, avem 
Pe ah — (ay 0 — man n*m] n 


— Dad 
— (] 


? 
(= = yn = yr =z 7 „mni y+ 
Observație. Pentru orice k întreg avem 
(35) = kxl, 


Se va arăta mai departe că această formulă este adevărată pentru 
orice exponent real. 


2. Derivabilitatea funcțiilor compuse 


Fie funcțiile u: I > J şi ẹ: J —> R, I şi J fiind intervale. Să considerăm 
funcția compusă f = ou definită pentru orice x a prin egalitatea 


f(x) = ẹ(u(x)). 
Teoremă. Dacă funcția v este derivabilă într-un punct x, a] şi 


funcția ọ este derivabilă în punctul corespunzător y= u(x) GJ, atunei 
funcția compusă f = ọ°u este derivabilă în punctul x, şi 


J (£o) = g'(u(x0)) 5 (x0). 
Prin ipoteză avem 

lim py) — (7o) 

YA Y—Yo 
Să considerăm funcția a«(y) definită pentru y a J astfel: 


= (Yo). 


a(y) = nead (Yo) dacă y = ya; a(Yo) = 0. 
Avem: 
lim a(y) = lim W oly) = p(y) — p'a) = 0 = aly), 
Y> Y>%  Y— Yo 


deci funcția «(y) este continuă în punctul y, şi are, evident, valoarea 0 în 
acest punct. 
Din egalitatea prin care se definește funcția a(y), deducem pentru 


Y = Yo: 

909) — P(Y) = [g (yo) + a09)] (9 — Y). 
Această egalitate este adevărată şi pentru y = yọ, deoarece ambii membri 
sint egali cu 0 în acest caz. Așadar egalitatea este adevărată pentru orice 


yeej. 
În particular, pentru orice x a I avem u(x) € J şi deci egalitatea pre- 
cedentă este adevărată, dacă o scriem pentru u(x) în loc de y, oricare ar 


fi xel: 
p(4(2)) — (Ya) = [p (Yo) + alu(x))] (u(x) — Yo) = 
= [p'(90) + alu(x)) (u(x) — “(x.)). 


= 
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Să observăm că funcţia u este continuă în punctul Xo (fiind derivabilă 
în acest punct), iar funcția a(y) este continuă în punctul corespunzător 
Yo = U(X). Rezultă că funcția compusă e(u(x)) este continuă în punctul 
X% ŞI deci: 


lim a(u(x)) = a(u(x)) = aly.) = 0. 


Z 49 


Să formăm acum raportul R(x) pentru funcția f(x) = e(4()). Pentru 
orice x 3 Xo avem 


PAI IVO — 
== P ae 


_ 9090) + elu(r)) ilula) — (ao) — [9'(y0) + alila) EA 


X — Xo X — Xo 


Termemi din ultimul membru al şirului de 'egalități au toți limite 
(finite) în x: într-adevăr, q'(ye) este număr, 


lim a(u(x)) = 0 şi lim E 200 — (ace). 


ză z—=* X — Xo 


Rezultă că şi raportul inițial are limită (finită) în x, deci funcția f 
este derivabilă în x, şi 


f'(x) = im 20 = [o'(y,) + lim alu (x))] lim SEHE = 
= [e'(9y0) + Olu’ (xo) = P (Yo) w (x) = pura) ura). 


Corolar. Dacă funcția v este derivabilă pe 7 şi îuneţia ọ este deri- 
vabilă pe J, atunci funcția compusă f = po este derivabilă pe 7 şi 


F(x) = g'(u{x))w' (x), zel. 


Observaţie. Teorema precedentă rămîne valabilă și în cazul 
compunerii mai multor funcții. 


Dacă în egalitatea f(x) = q(4(%)) pentru x € I, prin care se definește 
funcția compusă f = qou, nu se mai pune în evidență argumentul x, se 
scrie ` 

; f = ẹ(u). 

Atunci f' = [e(u)]. 


Dacă în egalitatea f'(x) = p'(4(%))-u'(x) pentru x & TI, nu se mai 
pune în evidență argumentul x, se scrie 


F = em) 
și deoarece f' = [ọ(u)]', obținem egalitatea 
[p(u)] = g'(u) w’ 
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Această formulă este foarte utilă pentru calculul derivatelor funcțiilor 
compuse. Nu trebuie însă pierdut din vedere că în această formulă u nu 
este variabila independentă a funcției ọ, ci este o funcție derivabilă. 

Semnificația precisă a ultimei egalităţi este dată de egalitatea urmă- 
toare : 


t A 


(cu)! = (g'u) w’, 


Aplicînd formula de derivare a funcțiilor compuse în cazul funcții- 
lor elementare, se obțin următoarele reguli de derivareļ(în care u este o 
funcție derivabilă pe un interval 7 sau pe o reuniune de intervale) : 


1) (49) = nun n întreg 


(dacă n < 0, este necesar ca u(x) = 0 pentru x al). 


2) (yu) = — = (u(x) > 0 pentru xal), 


4) (cos u) = — sin u w 
5) (tg u) =, (u(x) + (2k + 1) Ž pentru v @ I). 
cos? u „2 
Po w , 
6) (ctg u) = a (u(x) Æ kr pentru x aT). 
7) (ln uy = £, (u(x) > 0 pentru x al). 
u 
, 1 
8) (In |x] = PA (x Æ 0). 
Ultima regulă se obține astfel : 
— 1 l 
—— = = — dacă x <0, 
qay fizi =izl 
(n ||) = = 
|z| 1 1 
— = — dacă x > 0 
x | x 


Observație. Dacă punem y = ọ(u), u = u(x) şi y = f(x), atunci formula de deri- 
vare a funcției compuse y = f(x) se scrie: 


dy dy du 


În această egalitate, membrul stîng se obține din membrul drept — formal — prin 
simplificare cu du, 
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3. Derivabilitatea funcţiilor inverse 


Fie f o aplicație strict monotonă a unui interval I pe un interval J: 
p fiI>J, =J. 
Fie ọ = f funcția inversă a lui f: 
pi Joi. _ 

Știm că y = f(x) dacă şi numai dacă x = e(9), xal, yà- 

Teoremă. Dacă funcția f este derivabilă într-un punct x, al ŞI 
dacă f'(x) = 0, atuncijiuncţia sa inversă ọ = F este derivabilă în punctul 
corespunzător yo = f(%) E ] şi 

, 1 
P(Y) = Pag 
1 


Să observăm mai întîi că f şi f sînt continue, deoarece ambele sînt 
strict monotone și mulțimea valorilor fiecăreia este un interval. 


Prin ipoteză avem 
im” — f(x) = f'(x) + 0 


Xk x — Xo 
deci, pentru orice şir x, > Xo Xa Sl, Xa Æ Xo avem 
f(n) — (o) =f'(xo). 
Xn — Xo 

Să formăn acum raportul R(y) pentru funcția p, y Æ Yo, 

R(y) — p(y) — (Yo) | 

Y — Yo 

Pentru ca să arătăm că acest raport are în punctul y, limita 


1 
J (%0) l 
este suficient să arătăm că pentru orice şir y,— yo, Y, J, Yan Æ Yo, avem 
Pn) — Y) pl., 
Yu — Yo f'(x) 
Fie deci un şir oarecare Y, > Yos Yn Ef, Yn F Yo 


Deoarece y &J = f(I), pentru fiecare n&N există un punct x„,&l 
astfel ca 


Yn = f(a) deci `x, = P(Yn). 
Deoarece y, =Æ Yo, iar funcția ọ este strict monotonă avem 
p(y,) F P(Yo) adică _, F Xo Sau Xy — Xo F 0. 
Deoarece ọ este continuă în yo Şi Y, > Yo avem 


Plyn) > P(Yo) adică x, > xo. 
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Am obținut astfel un şir x, > Xo X El, X, Æ Xo şi deci 


Fm) — f(x) / —/ 
a Za — f'(x) = 0. 
Atunci 
ely) 990) _ Xa ol 


Ya— yo Tm) ao) Had fu) FE 
Xy — Xo 
(s-a împărțit şi numărătorul şi numitorul cu x, — x =Æ 0). 
Aşadar 
lim (y) — (Yo) — 1 
Y> Yo Y — Yo J (xo) 
deci funcția ọ este derivabilă în punctul ye și 
(al, 
9 (yo) = fra) 
Corolar. Dacă funcția f este derivabilă pe Z şi f'(x) =20 pentru 
—1 . | 
orice x & I, atunci functia sa inversă ọ = f este- derivabilă pe J şi 


1 
fl) 
unde x şi y sînt în relaţiile y = f(x) și x = ọ(y). 


p'(y) = 


Interpretarea geometrică. Graficele funcţiilor f şi ọ sînt simetrice față 
de prima bisectoare. 

Punctul (xo, Yo) se află pe graficul lui f, iar punctul (Yo, Xo) se află pe 
graficul lui ọ, şi aceste două puncte sînt simetrice față de prima bisectoare. 

Faptul că funcţia feste deriva- 
bilă în x, înseamnă că graficul său 
admite în punctul (xo Yo) tangentă, 
cu coeficientul unghiular tg « = f'(%0). 
Faptul că funcția ọ este deri- 
vabilă în y, înseamnă că graficul său 
admite în punctul (yo, Xo) tangentă, 
cu coeficientul unghiular tg B = o'(yo). 


„1 
Din egalitatea o = ——— 
8 (Yo) Fir) 
deducem tgf = 1 = ctg «, adică 
tg a 
T 
-a + B= 7 


Observație. Dacă funcția f 
are derivata nulă f'(xọ) = 0 într-un 
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punct xS, atunci funcţia sa inversă ọ nu este derivabilă în punctul cores- 
punzător, Yo = f(%o) ; ea are însă derivata infinită, şi anume p(y) = + © 
dacă funcția f (ca şi ọ) este strict crescătoare (fig. 89), ṣi p'(y0).= — 00 
dacă funcția f este strict descrescătoare (fig. 90). 


Ta Tia as acar an am «n Han ang mo a an ap om am 


Fig. 89 Fig. 90 


fix) — flo) >0 
¥ — 29 


pentru orice x+ %ọ din I. Cu mnotaţiile din teorema precedentă, dacă 
Ya > Yo Y EJ, Yn EYo atunci 


Într-adevär, dacă f este strict crescătore, atunci 


PlYn) — PY) _ 1 
Yn — Yo (n) — fixo) 
Ap — Xo 
şi deoarece Fan) Az) > 0 Și m) — ft) 0, 


Xy — Fo Xn — Xo 


rezultă că 
1 


fa fa T 
Zn — 40 
adică : 
e(Y5) — (Yo) = + Go 
Yn — Yo f 
de unde 


p’ (Yo) — Tim pl) — P(o) — + oo. 


Y>ys Y — Yo 
Dacă f este strict descrescătoare, atunci 
f(x) — S (žo) 


% — xo 


< 0 pentru orice x =Æ x din I 
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Și, urmînd un raționament asemănător cu cel precedent, deducem 


0'(Y0) — lim p(y) — e(Yo) — 


YY Y — Yo 


— 00. 


Explicaţia geometrică este simplă: deoarece f'(x) = 0, tangenta în 
punctul (xo, Yo) la graficul funcției f este paralelă cu axa Ox, și prin sime- 
trie față de prima bisectoare, deducem că tangenta în punctul (Yọ %o) la 
graficul funcției ọ este paralelă cu axa Oy. 


Exemple. 1) Dacă a > 0, a Æ 1, funcția f(x) = a* definită pe R este 
derivabilă şi f'(x) = a* In' a. Seriem. 


(ay =a Ina. 
Într-adevăr, funcția f(2) = af : R=» (0, + co) este inversa funcției p(y)==loga y : (0, + ©)>R. 


Funcția log y este derivabilă și derivata sa nu se anulează pe domeniul său de defi- 
niție (0, + oo): 


(y) = . 
ylna 


Rezultă atunci că funcția f(x) = a” este de asemenea derivabilă pe domeniul său de 
definiție R, şi 


unde + = loga y şi y = a”, deci f'(x) = a” In a. 
În particular, pentru a = e, avem |n e = 1, deci 
(ey = e. 


Observație. Pentru a = 1, avem f(x) = 1% = 1, deci f'(+) 20, iar In1 = 0, 
Formula de derivare a funcției exponențiale este deci valabilă pentru orice a > 0. 


2) Funcția f(x) = x*, a&R, definită pe (0, + oo), este derivabilă și 
f'(x) = ax”! Scriem: 


(30) = aaa, 
Într-adevăr, pentru + > 0, avem 


fix) = 4% = eln ză — e% In, 


i 


deci funcţia x% este o funcţie compusă de funcții derivabile: funcția exponențială e* și 
funcţia logaritmică «ln x. Rezultă că și funcția putere x% este derivabilă, şi derivind după 
regula de derivare a funcţiilor compuse, obținem : 


1 i 
(0 = (ein) = e (an a = en at e ga — = e a = a-l, 
x x 
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În particular, pentru «a = 1 , deducem că funcția f(x) = V x defi- 
n 
nită pe (0, + oo) este derivabilă și 


1y 1: l=» 
gay =l) = =>" == 


Observație. Pentru « > 0, funcția f(x) = x% este definită pe semidreapta închisă 
[0, + œ). În punctul 4 = 0 nu mai putem aplica procedeul anterior pentru a vedea dacă 
funcția x% este derivabilă în 0, deoarece funcția În + nu este definită în punctul y = Q. 


Pentru a vedea dacă funcția putere este derivabilă în acest caz în punctul 0, folosim 
direct definiția derivatei. Pentru + > 0 formăm raportul 


RR (30) = -S al 
x 0 x— 0 x 
x\ — f(0 
Dacă «a — 1 > 0, avem lim Fa) — 10) = lim 4%—1 = 0, Geci: 
4—0 4 —0 %=0 


dacă «>1, funcţia f(x) = x* este derivabilă şi în punctul 0 şi f*(0) = 0 = «œ 0%-1, adică deri- 
vata se obține în acest caz după aceeași regulă ca şi în punctele x > 0. 
x) — f(0 
Dacă œ — 1 <0 atunci lim fi) = FO) = lim x%—1 = lim 
x0 x— 0 z—=0 x0 417% 
= 4 œ, deci: 


= -+ œ, adică f/(0) = 


dacă 0 < a < 1, funcţia f(x) = 4% nu este derivabilă în punctul 0, dar are o derivată egală 
cu + œ în 0. 


Dacă a = 1, avem f(x) = x* = x, deci f'(x) Æ 1, şi în particular f/(0) = 1. În acest 
caz, derivata f'(0) nu se mai poate obține din formula (4%) = a 4-1, făcînd o = I și x = Q. 


3) Dacă funcţiile u şi v sînt derivabile pe un interval I şi dacă u(x) > 0 
pentru orice 4], atunci funcția u” este derivabilă pe I şi 


(wY = vw. w pw. lnu. v. 


Să scriem, in adevăr, 


u! = eln u” = eY in % 


(Inu are sens deoarece u(x) > 0 pentru orice x € I). 
Funcția e? ln + este o funcție compusă de funcții derivabile deci 4 este derivabilă și 


u’ 4 
(u?) = (evinu)! == ev In «(y In u)’ = în [or ta u +v =) — eln u” [vimu 4- =) = 
u u 
u’ vy’ 
= u” [muto E) = mmute = uW? lnu. v pouvw. w. 
u u 


Funcția u” se derivează deci astfel: întîi se consideră că v este constant şi se derivează 
ca o putere, apoi se consideră că u este constant şi se derivează ca o exponențială, și se 
adună apoi cele două derivate. 


18 — Analiza matematică, vol. 1 
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Exemplu. f(x) = 3% definită pe (0, + œ) este derivabilă şi 
(4%)! = xxix + at lnx. X = XXX e a În g = x y lna] + ln 7). 


4) Funcția f(x) = arc sin x definită pe [— 1, 1] este derivabilă pe 
intervalul deschis (— 1, 1) şi 
1 


Vi Za 


În punctele — 1 şi 1, funcția arc sin nu este derivabilă, dar are derivată 
egală cu -+ oo în aceste puncte. 


(arcsin x) = 


Într-adevăr, funcția f(x) = arcsin x: [— 1, 1] — |- >, z] este inversa functiei 
T T T r 
p(y) = sin :|- z’ = — [— 1, 1], care este derivabilă pe |- 7’ z şi 


p(y) = cos y. 


Avem : 
2 


z) i z) lsi T ni 
— —ļ|=si|— —]| = — 1 ṣi ọ|—]| = sin — = 
PT 2 ela] a 


funcţia sa inversă f(x) = arc sin y nu este derivabilă, dar are derivata + co (fiind strict cres- 
cătoare). 


T T T T 
v|- =] = COS [- z) = 0 şi e (=) = COŞ 3 = 0, deci în punctele corespunzătoare 


Te x 
În celelalte puncte — — < y < z. avem o'(y) = cos y > 0, deci în punctele cores- 


punzătoare + = ọ(y) = sin y, (— 1 < x < 1), funcția inversă f(x) = arc sin x este derivabilă și 


i 
sau (arc sin x) = . 
p(x) cos y 


F(z) = 
T Tt 
Dar, deoarece pentru Z <y< 3 avem cos > 0, rezultă că 


cosy = V cos? y = Vl — si y = Y1 — z? 
şi deci 
l 
aa a b L] 
(arcsin x) Vio == <a <l 
5) Funcţia f(x) = arc cos x definită pe [— 1, 1] este derivabilă 
pe intervalul deschis (—1, 1) și 
1 


yi- rz? 


(arccos x) = — 
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În punctele — 1 şi 1 funcția arccos nu este derivabilă, dar are derivată 
egală cu — oo în aceste puncte. 


Într-adevăr, funcţia f(x) = arccos x: [~ 1,1] — [0, n) este inversa funcţiei ẹọ(y) = 
= cos y : (0, x) —> [—1, 1] care este -derivabilă pe [0, x] şi 


p(y) = — siny. 
Avem 
9'(0) = sin 0 = 0 şi g'(x) = sin x = 0, 


deci în punctele corespunzătoare 


ẹ(0) = cos 0 = 1 şi q(r)=cosr = — I, 
funcția sa inversă f(x) = arccos x nu este derivabilă, dar are derivata — co (fiind strict des- 
crescătoare). În celelalte puncte 0 < y < x avem q'(y) = — sin y < 0, deci în punctele cores- 
punzătoare x = e (y) = cos y, (— 1 < x < 1) funcția inversă f(x) = arccos x este derivabilă şi 
1 1 
f'(x) = sau (arccos a)! = ————. 
p(y) — sin y 


Dar, deoarece pentru 0 < y < xz avem siny > 0, rezultă că 
sin y = f sin? y = YI = cos? y = y1 — x? 
şi deci 


1 
aTCCOS yy = — II 
l ) Vi— z 


6) Funcția f(x) = arctg x definită pe R este derivabilă pe domeniul 
său de definiție şi 


(arctg x)' = 


l + x? 


9 |a 


T 
Într-adevăr, funcția f(x) = arctg x: R — | -7'7 este inversa funcției q(y) = 


T T 
= tgy: | — z , z) —» R care este derivabilă şi 


1 
(y) = = 1 + tg2y. 
p(y) cost y + tg?y 


T T 
Deoarece ọ'(y) 4 0 pentru orice y € | — 3 dz | , rezultă că funcția inversă f(x) = arctg x 
este derivabilă pe R şi 
1 


—— sau (arc tg xy = xx, 
p(y) 1 + tg’ y 


fa) = 


unde + şi y sînt în relația + = q(y) = tg y, deci 


(arctg x)' = 


lp 
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—1 
Fie x E J şi to = (20) EI Tie (xa) un şir de puncte din J, xp Æ xo şi 4n — x, Pentru 
—1 -l 
fiecare n să notăm fn = b(zp) E I. Avem tn = tọ deoarece Ņ este strict monotonă, ca şi ġ. 
—] 
De asemenea, fn — îp, deoarece y este continuă. Atunci 


tn) — olto tn) — O(t 
ste) = SN v'la), pial = H 0) — vi, 
deci: | 
1 1 Flin) — olto) 


Î(am) — fo) _ p(V(2)) — eltxo) plin) — olto) Én — to p (éo) 


- — Maan e, — O 


*— 2 Xn — 2o Plin) — Wo) On) — YE plo) 


În — Éo 


Rezultă atunci că 


Deoarece +, a fost ales arbitrar, rezultă că 


F(x) = A 
unde ź =a) sau y = b(t), sau 
dy 
dy at 
dx dx 
a 


- 84. Proprietăţi generale ale funcţiilor derivabile 
1. Teorema lui Fermat 


Fie funcția f:I > R şi xl. 


Definitie. Se spune că xv, este un punct de maxim relativ (sau 
local) al funcţiei f, dacă există o vecinătate V a lui x,, astfel încît să avem 


f(x) < f(x) pentru orice x & V (VI. 


Se spune că x, este un punct de minim relativ (sau local) al funcției f, 
dacă există o vecinătate V a lui x, astfel încît să avem: 


f(x) < f(x) pentru xe V ATI. 


Punctele de maxim și de minim relativ ale functiei f se numesc puncte 
de extrem relativ (sau local) ale lui f. 


278 DERIVATE 


Dacă x, este un punct de maxim (relativ) al funcției f, numărul f(x4) 
se numeşte maxim (relativ) al functiei f, iar punctul (xo, f(xo)) de pe grafic 
se numește punct de maxim (relativ) al graficului. 

Dacă x este un punct de minim (relativ) al funcției f, numărul f(x) 
se numeşte minim (relativ) al funcției f, iar punctul (Xo, f(0)) de pe grafic 
zz se numeşte punct de minim (relativ) al 
7 A graficului. l 

Maximele şi minimele funcției f 
(adică valorile funcției în punctele sale 
de maxim sau de minim) se numesc ex- 
lreme ale funcției, iar punctele de maxim 
sau de minim ale graficului se numesc 
puncte de extrem ale graficului. 


Observații. 1° Un punct de maxim 
relativ nu este în mod necesar un punct de ma- 
xim absolut (în care funcţia are cea mai mare 
valoare pe întreg intervalul T). 

Ly Un punct de maxim absolut este insă în 
in Ip 689 | ` acelaşi timp şi un punct de maxim relativ. 
V V De asemenea, un punct de minim relativ 
Fig. 91 nu este În mod necesar un punct de minim ab- 
solut (in care funcția are cea mai mică valoare pe 
întreg intervalul 7). Un punct de minim absolut este însă și un punct de minim relativ. 
2° Este posibil ca un minim (relativ) al funcției să fie mai mare decît un maxim 
(relativ) al său. ` 
În cele ce urmează va fi omis calificativul relativ”. 
În legătură cu punctele de extrem ale unei funcții, avem următoarea 


Teoremă (Fermat). Dacă funcția f are derivată într-un punet 
de extrem xv, din interiorul intervalului J, atunci derivata sa este nulă în 
acest punct, f'(x9) = O. 

Să presupunem că x, este un punct de maxim al funcției. 

Aceasta înseamnă că există o vecinătate V a lui x,, astfel încît să avem 

f(x) < f(x) sau f(x) — f(x) <0 pentru orice xeV NI. 


Prin ipoteză avem 


— — _ = — ———- — 


T —_———— m a e o o u o o e ae a a 


— æ —_———-—_——.. .. 


— — = — an — a — e e e os m m a a a e m a 


} 


f(x) — lim [2 — f(20) | 


LX X — Xo 
Deci pentru orice şir x, > Xo Xa SV, x, Æ Xo avem 
Fin) — f(x.) > f'(x). 
x — Xo 
În particular, luînd şirul x, > Xo Xa SV, astfel ca x, < Xp, adică 
Xa — X0 < 0, avem 
Fin) — flo) >0 


Xn — Fo 
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(deoarece numitorul şi numărătorul sînt negativi) şi prin trecere la limită 
deducem că și limita f'(x) a şirului este pozitivä : 


f (0) > 0. 


Luând acum şirul x, > Xo, XVa V QI, astfel ca x, œ>% adică x, — x >0, 
avem : 
HEA) — f(x.) < 0 


(deoarece numărătorul este < 0 și numitorul este > 0). 
Prin trecere la limită, deducem că și limita f'(x) a șirului este negativă 


Fo) <0. 


Din cele două inegalităţi obținute, rezultă f'(x) = 0. 

„ În cazul cînd x, este punct de minim, se procedează la fel, sau se 
observă că x este un punct de maxim pentru funcția i= — f, şi deci, 
conform primei părți a demonstrației, avem A(x) = 0, adică f'(x) = 0. 

Observații. 1° Dacă punctul de extrem x, nu se află în interiorul 
intervalului 'I, ci la o extremitate a sa, este posibil ca funcția să aibă 
derivată în x, dar derivata sa să nu se anuleze în acest punct. 

Exemple. Funcţia f(x) = x definită pe I = [0, 1] are un minim în punctul O și un 
maxim în punctul 1, dar derivata sa nu se anulează în aceste puncte. Într-adevăr, f'(x) = 1, 
oricare ar fi x e [0,1]. 


2° Funcţia f poate avea un extrem într-un punct x, fără a avea deri- 
vată în acest punct. 


Exemplu. Funcţia f(x) = | x | are un minim în punctul 0, dar nu are derivată în 
acest punct. 


3° Reciproca teoremei lui Fermat y 
nu este, în general, adevărată. Derivata 
unei funcții se poate anula într-un punct 
x% din interiorul intervalului, fără ca xo 
să fie punct de extrem. 


Exemplu. f(x) = x? definită pe R. Avem 
F(x) = 322 şi f'(0) =0, dar O nu este punct 
de extrem al acestei funcții. 
4° În teorema lui Fermat, condiţia ca do- 
meniul de definiție al funcției să fie _ interval O T 
nu este esențială. Funcția poate fi definită, de Fig. 92 
exemplu, și pe o reuniune de intervale disjuncte. l 


Interpretarea geometrică a teoremei lui Fermat este următoarea : 

Dacă graficul funcției admite tangentă într-un punct de extrem, 
care nu coincide cu extremităţile graficului, atunci tangenta în acest punct 
este paralelă cu axa Ox (fig. 92). 
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2. Teorema lui Rolle 


Teorema lui Fermat dă condiţii suficiente (dar nu şi necesare) pentru 
ca derivata într-un punct să fie nulă. 


O altă teoremă care dă condiții suficiente pentru ca derivata să se 
anuleze este 


Teorema lui Rolle. Fie f o funcție definită pe un intervai 
I şi a < b două punete din Z. Dacă: 

1) funcția f este continuă pe intervalul închis (2, b]; 

2) îuneţia f este derivabilă pe intervalul deschis (a, b); 

3) fla) = f(b), 
atunci există cel puțin un punct c & (a, b), a < c` < b, în care derivata se 
anulează, f'(c) = 0. 

Dacă funcția f este constantă pe [a, b], f(x)=«, avem f'(x)=0Q, deci, 
pentru orice punct ce(a, b) avem f'(c) =O şi teorema este demonstrată 
în acest caz. 


Să presupunem deci că funcția f nu este constantă. 


Deoarece funcția f este continuă pe intervalul compact [a, b], ea este 
mărginită și îşi atinge marginile pe acest interval. Există deci două puncte 
Xm Şi xy în intervalul [a, b], astfel încît să avem 


Fi) < f(x) f(x) pentru orice x & fa, b]. 


În plus, deoarece f nu este constantă, avem 
Flat) < fiu) 


Xm ŞI xy sînt puncte de extrem ale funcției, pe intervalul fa, b]. 

Dacă x, este punct interior al acestui interval, adică dacă a < 3, <b 
atunci, conform teoremei lui Fermat, avem f'(%,) =0 şi luînd c = Xp 
teorema este demonstrată în acest caz. l 

Dacă 3, = 4 sau X„ = b, atunci 


Fa) = FO) = futa) < fin), 


deci xy nu poate fi egal nici cu 4, nici cu b: aşadar, xy se află în interiorul 
intervalului fa, b], adică a < xm < b; conform teoremei lui Fermat, avem 
f'(xm) = 0 ṣi luînd c = xy, teorema este demonstrată și în acest caz. 
Aşadar, în toate cazurile putem găsi un punct c&(a, b) astfel ca 
Fo) = 0. i 
Interpretarea geometrică a teoremei lui Rolle este următoarea: Dacă 
graficul funcției f admite tangentă în fiecare punct (cu excepția, eventual, 
a extremităților) şi dacă dreapta. care uneşte extremitățile graficului este 
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paralelă cu axa Og, atunci există cel puțin un punct de pe grafic (care nu 
coincide cu extremitățile graficului) în care tangenta este de asemenea 
paralelă cu axa Ox (fig. 93). 

Observații. 1° Dacă una din cele trei condiții ale teoremei nu este verificată, 
concluzia teoremei lui Rolle poate să nu mai fie adevărată. 
x dacă 0Oca<l 


Exemple. 1) Funcţia f(x) = (e dacă 1 
aca 4 = 


definită pe [0, 1] este discontinuă numai înfpunctul 1, este derivabilă pe intervalul des- 
chis (0,1) şi anume f'(x) = 1 pentru + € (0,1), şi are valori egale la capete, f(0) = f(1) = 0. 
Derivata nu se anulează în nici un punct din (a, b). 


sı 


7 T 
Fig. 93 Fig. 94 


Qy 
QY 
NS 
Ş 
Sa 


2) Funcţia f(x) = |x| definită pe [—1,1] este continuă pe intervalul închis [—1, 1], 
are valoari egale la capete, f(—1) = |—1| = 1, f(1) = |i] = 1 şi este derivabilă în toate 


i 

i 

| 

l) 

| 

| 

7 
Fig. 96 


punctele intervalului, cu excepția punctului 0 în care nu este derivabilă. Derivata nu se 
anulează în nici un punct. Într-adevăr: 
= , —1l dacă z<0. 
(z) = 
l dacă x >Q. 
3) Funcţia f(x) = x definită pe [0, 1] este continuă pe [0, 1], derivabilă pe [0.1] 
şi anume f'(x) = 1, dar nu ia valori egale la capete: f(0) = 0, f(1) = 1. Derivata nu se anulează 
în nici un punct. 
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2° Condiţia ca domeniul de definiție al funcției să fie interval este 
esențială pentru valabilitatea teoremei lui Rolle. 
x pentru 0Oga<l 


Exemplu. Funcţia f(x) = | 2 — a pentru 1 < 72. 
T < sj 


definită pe mulțimea [0, 1) N (1, 2] (care nu este interval) este continuă și derivabilă pe tot 
domeniul său de definiție şi ia valori egale la extremități : 


f0) = 0, f(2) =2 — 2 =0. 
Derivata sa nu se anulează în nici un” punct. Într-adevăr, 


1 pentru 0x r<1 
—1 pentru l< 7x2. 


În toate rezultatele care folosesc teorema lui Rolle, condiția ca domeniul de definiție să 
fie interval va fi esențială. 

3° Teorema lui Rolle rămîne adevărată dacă se presupune că pe inter- 
valul deschis (a, b) funcția f are derivată finită sau infinită.§ Într-adevăr, 
în demonstrație s-a folosit teorema lui Fermat, în care nu se presupune 
a priori, că derivata este finită. 

Teorema lui Rolle rămîne adevărată, în particular, dacă funcția dert- 
vabilă f se anulează în a și b, f(a) = 0 şi f(b) = 0, adică dacă a şi b sînt 
rădăcini ale funcției. În acest caz, teorema se poate enunța astfel: 

Între două rădăcini ale funcției se află cel puțin o rădăcină a derivatei. 

O proprietate duală este următoarea : 

Între două rădăcini consecutive ale derivatei se află cel mult o rădăcină 
a funcţiei. 

ntr-adevăr, fie x, < xą două rădăcini consecutive ale derivatei, 
J (x) = Oşi f'(x) = 0. Aceasta înseamnă că între x, şi x, nu mai există 
nici o altă rădăcină a derivatei. 

Să presupunem, prin absurd, că funcţia ar avea două rădăcini diferite 
a şi b între x, şi %3: 

x Kab x fla) = f(b) = 0. 


În baza proprietăţii precedente, ar rezulta că între rădăcinile a și b 
ale funcţiei s-ar afla cel puțin o rădăcină c a derivatei 


Xa Cao <b< Xa f'(0) =0, 


ceea ce contrazice ipoteza că x, şi %, sînt rădăcini consecutive ale funcţiei. 


3. Teorema lui Lagrange 


Vom folosi acum teorema lui Rolle pentru a demonstra o teoremă 
importantă, cu numeroase aplicaţii în analiză, cunoscută sub numele de 
„teorema lui Lagrange” sau „teorema creșterilor finite” sau încă „prima teoremă 
a creșterilor finite”. 


PROPRIETĂȚI GENERALE ALE FUNCȚIILOR DERIVABILE 283 


Teorema lui Lagrange. Fie f o functie definită pe un 
interval 7 şi a < b două puncte din Z7. Dacă: 

1) f este continuă pe intervalul închis [a, b]; 

2) f este derivabilă pe intervalul deschis-(a, b), 
atunci există cel puţin un punct c & (a, b), a < c < b, astfel încît să avem 


fb) — fia) = (b — af (e). 


Pentru demonstrație, se aplică teorema lui Rolle funcției ajutătoare h, 
definită pe I astfel 


h(x) = f(x) —hă, xl, 


unde $ este un număr ce urmează a fi determinat astfel ca 
h(a) = h(b); 
h(a) = f(a) — ka, h(d) = f(b) — kb. 


Pentru ca A(a) = h(d) este necesar şi suficient ca f(a) — ka = f(b) — kb, 
de unde 
p -1 -fa 8 
b—a 


Pentru această valoare a lui >, funcția / verifică ipotezele teoremei lui 
Rolle : funcția A(x) este continuă pe [a, b] şi derivabilă pe (a, b) ca diferență 
a funcțiilor f(x) şi kx, care sînt continue pe [a, b] şi derivabile pe (a, b). 
În plus, h(a) = hA(b). Există deci cel puțin un punct ce (a, b) astfel ca 
h'(c) = 0. Dar pentru x a (a, b) avem 


(a) = fa) — k, 
deci /'(0) = f'(c) — k, adică 0 = f'(c) — k, de unde k = f'(c) şi deci 


Ho) — fla) = f'(c) sau f(b) — fla) = (b — a) f'(0) 


b—a 


şi teorema este demonstrată. 


Fiecare din ultimele două egalități poartă numele de formula creşte- 
rilor finite sau formula mediei, sau, uneori, prima formulă a creşterilor 
finite. 

Interpretarea geometrică a teoremei creșterilor finite este următoarea : 
Dacă graficul funcției f admite tangentă în fiecare punct (cu excepția, even- 
tual, a extremităților), există cel puțin un punct de pe grafic (care nu coin- 
cide cu extremitățile), în care tangenta este paralelă cu coarda care unește 
extremitățile. 
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Într-adevăr, coeficientul unghiular al tangentei în punctul (c, f(e) 
este f'(c), iar coeficientul unghiular al coardei AB este Doe . Formula 
— a 
creşterilor finite 
b) — Li 
fib) — f(a) = f'(o) 


b—a 
arată că cele două drepte au coeficienții unghiulari egali, deci sînt paralele. 


Y Observații. 1° Teorema lui La- 
grange conține ca un caz particular teorema 
lui Rolle. Într-adevăr, dacă f(a) = f(b), din 
formula creșterilor finite obținem f'(c) = Q. 
2° Teorema lui Lagrange rămîne ade- 
vărată dacă se presupune că funcția f are deri- 
vată finită sau infinită pe intervalul deschis. 
3° Punctul intermediar c din formula 
creşterilor finite depinde atît de funcția f cât 
și de punctele a şi b. Pentru o aceeași funcție 


r a f şi pentru intervalele [a,, b1] şi [a2, ba] diferite, 
Ul e 6 z obţinem, în general, puncte intermediare c; şi 
Fig. 97 Ca diferite, astfel ca 
fo) — fa) _ și fe) — fa) _ pr 
bi — a f (ex) Da — aa f (c2). 


Pentru acelaşi interval [a, b] şi pentru funcții fı şi f. diferite, obținem, 
în general, puncte intermediare c, şi c, diferite, astfel ca 


filb) — fila) — HACA Fa(b) — fala) — F'a(C2) 


b— aea b — a 


chiar dacă fi(a) = fala) şi Jafè) = fa@). 
4° Formula creşterilor finite se poate scrie și sub forma 


fla — FO = © = f(e) sau fla) — fb) = (a — b)f'(e). 


a — 
Aşadar, în formula creșterilor finite este indiferent dacă a < b sau b <a. 


Corolar. Dacă f este derivabilă pe intervalul 7, atunci pentru orice 
puncte a şi x din 7 există un punet č astfel ca 
a<t<x sau x<E<a (după cum a < x sau y <a) şi astfel ea 
MA = f'E) adică fa) — f(x) = (a — AP). 


În adevăr, f este derivabilă pe intervalul închis cu extremităţile în a și x 
(deci şi pe intervalul deschis cu aceste extremități), deoarece f este derivabilă. 
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pe întreg intervalul I. Rezultă atunci că f este continuă pe intervalul în- 
chis cu extremitățile în a şi x, şi deci i se poate aplica teorema creşterilor 
finite pe acest interval. 

Dacă funcţia f şi punctul a se menţin fixate, iar punctul'x este arbitrar, 
atunci punctul intermediar £ depinde de x. 

De exemplu, luînd un şir x, > a, 3, Æa, obținem un şir č, >q, 
E, = a astfel ca 

Fm) — Fla) 


Xp —a 


= f'(&,) pentru fiecare n. 


Faptul că £,—a, rezultă din inegalitătile |£, —a|<|z, —a| şi 
din aceea că |x, — a| — 0, folosind criteriul de convergență a şirurilor. 


4. Consecințe ale teoremei creșterilor finite 


L 
1) Se ştie că dacă f este o funcție constantă pe un interval I (sau pe 
o reuniune de intervale), atunci f'(x) = 0 pentru orice xie I. Reciproc: 


Propozitia 1. Dacă f are derivată nulă pe un interval 7, atunci 
funcția f este constantă pe acest interval. 


Într-adevăr, să alegem un punct a & I. Aplicînd teorema creșterilor 
finite, deducem că pentru orice punct x + a din I există un punct ¢ el] 
(cuprins între x şi a) astfel ca 


fa) — fa) = (x — a) F'(8). 
Dar f'(x) = 0, deci f'(£) = 0 şi deci f(x) — f(a) = 0, de unde 
f(x) = f(a) pentru orice x & I, 
adică f este constantă pe I. 


Observație. Dacă f are derivata nulă pe o mulțime care nu este 
interval, ci, de exemplu, o reuniune de intervale disjuncte, nu rezultă că f 
este constantă pe această mulțime. 


| —1l pentru x< 0 
Exemplu. Funcţia f(x) = i , So 
pentru x 


definită pe (— œ, 0) U (0, +œ) nu este constantă pe domeniul său de definiție dar are deri- 


vata nulă 
f'(x) = 0 pentru orice x z 0. 


2) Dacă f şi g sînt două funcții derivabile pe un interval I (sau o reu- 
niune de intervale) și dacă diferența lor este constantă pe I, atunci deri- 
vatele lor sînt egale pe Z. 
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Într-adevăr, din ipoteza f(x) — g(x) =c, x al, deducem f'(x) — 

— g'(x) =0, x al, deci 
fx) = g(x) pentru orice x S I. 

Reciproc : 

Propoziția 2. Dacă f şi g sînt două funcții derivabile pe un 
interval 7, şi dacă derivatele lor sînt egale pe intervalul 7, atunci diferența 
lor este constantă pe acest interval, 

Să notăm hk = f— g. Ipoteza afirmă că f' = g'. Rezultă că k = 
= f' — g' = 0. În baza proprietății 1 deducem că A(x) = c, adică f(x) — 
— g(x) = c pentru orice x & I. 


Observație. Dacă funcțiile fṣşig au derivate egale pe o mulțime 
care nu este interval, nu rezultă că diferența lor este constantă pe această 
mulțime. 


Exemplu. Fie funcțiile f şi g definite pe A = Q =) U = , =) astfel: 


2 
f(z) = tg 7z; 
tgz+1 pentru z e (0, 5) 
(2) = 
tid 
tg z— 1 pentru „e[5.z); 
l 1 o . 
Avem f'(x) = —— şi g'(x) = —— , deci f'(x) = g'(x) pentru orice x € A. Dar funcția 
cos? + cos? 4 


f — g nu este constantă pe A: 


— 1 pentru 4 efo, =) 


fix) — eta) = _ 
l pentru x € BB 


Din propoziția 2 rezultă că, dacă f este derivabilă pe un interval Z, 
orice altă funcție derivabilă pe I care are aceeași derivată f' ca şi f este de 
forma f 4- C (unde C este o constantă convenabilă , care depinde de funcția g). 

Mulțimea {f + Cycen conține deci toate funcțiile definite pe Z care au 
derivata egală cu f. 3 

Funcţiile derivabile pe I care au derivata egală cu f’ se numesc prim- 
tive ale lui f’. Primitivele sînt studiate în capitolul despre integrale. 

3) Fie f o funcţie derivabilă pe un interval 7 (sau pe o reuniune de 
intervale). 

Dacă f este crescătoare, derivata sa f' este pozitivă. 

Dacă f este descrescătoare, derivata sa f’ este negativă. 


Într-adevăr, fie un punct oarecare y & T. 
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Dacă f este crescătoare avem 
f(x) — flo) 


> 0 pentru orice x = x, din I 


și prin trecere la limită obținem 
ZX % — Xo 
Dacă f este descrescătoare, avem 
fix) — fo) 


Z — Xo 


< 0 pentru orice x Æ xp din I 


şi prin trecere la limită obținem 
f(x) <0. 
Observație. Dacă f este strict crescătoare pe I, nu rezultă că 


derivata f’ este strict pozitivă. De asemenea, dacă f este strict descrescătoare 
pe I, nu rezultă că f’ este strict negativă. 


Exemplu. Funcția f(x) = 2°, Cefinită pe R, este strict crescătoare, dar derivata sa f'(x) = 
= ôx? se anulează în punctul 0. 


Reciproc avem însă 


Propoziția 3. Fie fo funcție derivabilă pe un interval 7. Dacă f’ 
este strict pozitivă pe 7, feste strict crescătoare pe J. Dacă f’ este'striet nega- 
tivă pe Z, f este strict descrescătoare pe Z. 


Fie x, < x, două puncte oarecare din I. Aplicînd teorema creşterilor 
finite pe intervalul [x,, x] deducem că există un punct Ë & (xı, xa), astfel 


încît să avem 
fiara) — f(x) = (%2 — xf (8). 
Să observăm că x, — xv, >0. 


Dacă f’ este strict pozitivă pe I, avem f'(£) > 0, deci (x, — x) f'(£) > 0 
şi deci f(x.) — f(xı) > 0 sau 


HER < f(x), 
adică f este strict crescătoare pe I. 


Dacă f’ este strict negativă pe I, avem f'(£) < 0, deci (x — x.) f'(£) <0 
și deci f(x.) — f(x.) < 0, sau 


fx) > f&a), 


adică f este strict descrescătoare pe I. 


Observații. 1° Dacă f' este pozitivă pe I, f este crescătoare pe I; 
dacă f' este negativă pe I, f este descrescătoare pe I. 
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În adevăr, din demonstraţia propoziției precedente deducem că dacă 
f > O, atunci f(x) < f(x), adică f este crescătoare ; iar dacă f’ < 0, atunci 
f(x) > f(%), adică f este descrescătoare. 

2° Dacă derivata f' nu se anulează pe I, atunci f este strict monotonă pe I. 

În adevăr, oricare ar fi x, = %, din I, aplicînd teorema creşterilor 
finite, găsim un punct £ cuprins între x, şi x, astfel ca 


fe) — Fitz) = (aa — xa) f (5). 
Dar xı — %a #0 şi f'(£) =20, deci f(x) = f(x), adică f este biunivocă 
pe I. Fiind şi continuă pe Z, rezultă că este strict monotonă. 


Acest rezultat se va deduce mai departe și din proprietatea lui Darboux. 


3° Propoziția 3 şi observațiile precedente nu mai sînt, în general, ade- 
vărate, dacă funcția este definită pe o mulțime care nu este interval, ci, 
de exemplu, o reuniune de intervale. 


l 
Exemplu. Funcția f(x) = — , definită pe (—œ, 0) U (0,4-0), este derivabilă, şi f'(x) = 
x 


1 
=- IS 0 pentru orice x = 0. Funcţia — este strict descrescătoare pe fiecare din inter- 
x x 


valele (— œ, 0) şi (0, +œ), dar nu este strict descrescătoare pe reuniunea lor. Într-adevăr 
—1 < 1 dar f(—1) = —1 < 1 = f(1). 


4) Fie f o funcție definită pe un interval ] şi x, S I. 


Propoziția 4. Dacă feste derivabilă pe Z — {x} ṣi dacă derivata 
sa f' are limită (finită sau infinită) în punctul x, atunci f'(x) există şi 


Pl) = lim f'(a). 


Să notăm } = lim f'(x). Fie un şir oarecare x, > Xos, Xn E Í, Xn Æ Xo 


Z— Xo 


Aplicînd teorema creșterilor finite pe intervalele cu o extremitate în %ọ și 
cu cealaltă extremitate în x„ obținem un şir de puncte intermediare 
En > Xo En El, E, Œ Xo, astfel ca 
(xn) — f(xo) = f'(a). nga N. 
Zn — Xo 
Deoarece £, —> Xo Ep Œ Xo, rezultă că f'(č,) >] şi deci 


an) — ft) 7, Deoarece șirul (x,) a fost ales arbitrar astfel ca x, — xo, 
Xn — Xo 


(Xa Æ Xo), rezultă că 
üm 2 flo) — l 
Ay X — Xo 
adică f are derivată (finită sau infinită) în xo, egală cu 7: 
Placa) = im EA = 1 > lim f'(a). 
9 


E TT "A — X Xo 
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În particular, dacă lim f'(x) există și este finită atunci f este derivabilă 


Ie 


în Xo tar derivata f' este continuă în xy. 


Observaţie. Dacă derivata f’ are limită la stînga (respectiv la dreapta) în x, atunci 
există derivata la stinga f;(%.) (respectiv derivata la dreapta f/(+.)) şi f '(20) = lim f'(x) (respec- 
AZo 


tiv futa) = lim f'(2)). 
Ne 


5) Fie funcția f: I -> R 


Propozitia 5. Dacă f are derivată mărginită pe intervalul 7, 
atunci f este lipsehitziană pe 7, deci este uniform continuă pe T. 


Fie M > 0 un număr astfel ca |f'(x)| < M pentru orice y al]. 
Fie x' şi x” două puncte arbitrare din I. Să aplicăm teorema creşterilor 


finite funcției f pe intervalul cu extremităţile în x' și x” :există un punct & 
cuprins între x’ şi x” astfel ca 


fl) — fix) = F(E) (x — x"). 


If) — fl) = IF) le l M e e ți", 


deci f este lipschitziană. Rezultă atunci că f este uniform continuă pe I. 


Atunci 


Corolar. Dacă intervalul Z este mărginit şi dacă f are derivata 
mărginită pe I, atunci f este mărginită pe Z. 


Într-adevăr, f este uniform continuă pe intervalul mărginit I, deci f este mărginită pe 7. 

Acest corolar se poate enunțţa şi în forma următoare: 

Dacă f este derivabilă pe intervalul mărginit I, şi dacă f este nemărginită pe I, atunci deri- 
vata f' este de asemenea nemărginită pe I. 


5. Teorema lui Cauchy 


O altă teoremă a cărei demonstraţie folosește teorema lui Rolle este 
teorema lui Cauchy, sau a doua teoremă a creșterilor finite. 


Teorema lui Cauchy. Fie f şi g două funcții definite pe un 
interval Z şi a < b două puncte din 7. Dacă: 
1) f şi g sînt continue pe intervalul închis [a,b]; 
2) f şi g sint derivabile pe intervalul deschis (a,b); 
3) g'(x) #0 pentru orice x @ (a, b), 
atunci g(a) Æ g(b) şi există un punct c @ (a, b), a < c < b astfel încît să avem 
fe) -fA _ fo 
gb) gla go 


19 — Analiza matematică, vol. J 
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Să arătăm mai întîi că g(a) + g(b). Dacă am avea g(a) = g(b), funcția 
g ar verifica ipotezele teoremei lui Rolle şi deci ar exista un punct £ astfel ca 
g'(£) =-0, ceea ce contrazice ipoteza 3. 

Pentru demonstrația celeilalte părți a concluziei, se aplică teorema 
lui Rolle funcției ajutătoare 4, definită pe I astfel: | 


h(x) = f(x) — k g(x) xel, 
unde k este un număr ce urmează a fi determinat astfel încît să avem 
h(a) = h(b). Dar 
h(a) = f(a) — kg(a), h(b) = f(b) — kg(b). 


Pentru ca A(a) = h(b) este necesar și suficient ca 
fa) — kela) = f(b) — kg(b), 
p — 16) — Ba) 


g(b) — g(a) 
Pentru această valoare a lui k, funcția / verifică ipotezele teoremei 
lui Rolle: / este continuă pe [a, b] şi derivabilă pe (a, 6) ca diferență a 
funcțiilor f şi kg care sînt continue pe [a, b] şi derivabile pe (a, b). În plus, 
h(a) = h(b). Există deci cel puțin un punct c & (a, b) astfel ca k'(e) = 0. 
Dar pentru x e (a, b) avem 


h'(x) = f'(x) — ke'(x), 
deci X’ (e) = f'(e) — kg'(c), adică 0 = f'(c) — kg'(c), de unde 
40) 


g'(c) 


Pb) — fila) _ fo 
g(b) — g(a) g'(c) 


și teorema este demonstrată. | 

Ultima egalitate poartă numele de „a doua formulă a creşterilor finite” 
sau ,„,a doua formulă a mediei”. 

Observaţii. 1° Teorema lui Lagrange se obţine ca un caz parti- 
cular din teorema lui Cauchy, luînd g(x) = x, x & I, într-adevăr, g este con- 
tinuă şi derivabilă pe întreg intervalul 7, și g'(x) = 1, deci derivata lui g 
nu se anulează în nici un punct. În particular, g'(c) = 1. Scriind a doua 
formulă a creşterilor finite, în acest caz particular , în care g(b) = b și g(a) =a, 
se obține prima formulă a creşterilor finite. 

Teorema lui Cauchy rămîne adevărată dacă se presupune că funcțiile f 
şi g au derivată finită sau infinită pe intervalul deschis (a, b) şi dacă în fie- 
care punct e (a, b) cel puţin una din derivatele f'(£) şi g'(£) este finită. 

2° Punctul intermediar c, din a doua formulă a creşterilor finite, de- 
pinde atît de funcţiile f şi g cît şi de punctele a și b. 


de unde: 


și. deci 
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3° Amplificînd cu — 1 membrul stîng al formulei a doua a creşterilor 
finite, se constată că ea este adevărată fie că a < b, fie că a >b. 


Corolar. Dacă f şi g sînt derivabile pe 7, dacă g' nu se anulează 
pe ] şi dacă f(a) = g(a) = 0, atunci pentru orice punet x & T există un punct 
E cuprins între a şi x (£ za, & =-= x), astfel încit să avem 


fo ra. 
g(x) g'(£) 
fa) Fo fa 


, , | g(x) ga) — gla) 
Aplicînd teorema lui Cauchy deducem că există un punct £ cuprins între a 


și x astfel ca ID fa) — FE si deci EL = EE. 


g(x)— gla)  g(5) g(x) g'(5) 


Într-adevăr, deoarece f(a) = 0 şi g(a) = 0, avem 


6. Teorema lui Darboux 


În capitolul precedent s-a arătat că funcțiile continue au proprie- 
tatea lui Darboux, dar că există şi alte funcții care au această proprietate, 
fără a fi continue. 

Vom arăta că funcțiile derivate au de asemenea proprietatea lui 
Darboux. 

Să transcriem mai întîi, pentru derivate, un rezultat despre limite. 

Fie f o funcție definită pe un interval Z, derivabilă într-un punct xp sl: 


Flaa) — lim fix) — F(%o) | 


Dacă « < f'(x) < B, există o vecinătate V a lui x, astfel încît să avem 


a <A < p pentru x a V QT. 
În particular, dacă f'(x). > 0, atunci 

Le > 0 pentru xea V ANZ, 
iar dacă f'(x) < O, atunci 

A < 0 pentru xea V ANI. 


Teorema lui Darboux. Dacă f este derivata une funcții 
derivabile f pe un interval /, atunci derivata f' are proprietatea lui Darboux 
pe acest interval. 


Fie două puncte a < b din I pentru care f'(a) + f'(b) ; pentru a face o 
alegere, să presupunem că f'(a) < f'(b). Fie de asemenea A un număr 
astfel ca f'(a) < à < f'(b). Vom arată că putem găsi un punct c}, astfel ca 
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a< <b şi Fla) = A. Pentru demonstrație, vom aplica teorema lui 
Fermat funcției ajutătoare /, definită pe I astfel: 


h(x) = f(x) — Ax x el. 
Funcţia / este derivabilă pe I şi 
i =f EL 


Pe de altă parte, funcția / este continuă (fiind derivabilă) pe intervalul com- 
pact [a, b], deci este mărginită şi-şi atinge marginile pe acest interval. 
Din inegalitățile f'(a) < à < f'(b), deducem f'(a) — à < 0 şi f'(b) — a >0, 


deci 
h'(a) < 0, h'(b) > 0. 
Deoarece /'(a) < 0, există o vecinătate V a lui a astfel încît să avem 
Ha) — ha) — 0 pentru xe V AZ. 
x— a i 


În particular, dacă x e V fN Ta, b] atunci x > a, deci x — a > 0, de unde 
rezultă că f(x) — h(a) < 0, adică 


h(x) < h(a) pentru x e V f) [a, b]. 


Aceasta înseamnă că funcția / își atinge marginea inferioară pe intervalul 
[a, b] într-un punct difertt de a. 
Deoarece /'(d) > 0, există o vecinătate W a lui b astfel încît să avem 
na > 0 pentru xa W ANI. 
x — 
În particular, dacă x a W fN [a, b], atunci x < b, deci x — b < 0, de 
unde rezultă că A(x) — (b) < 0, adică 


h(x) < h(b) pentru x a W N [a,b]. 


Aceasta înseamnă că funcția h îşi atinge marginea inferioară pe inter- 
valul [a, b] într-un punct diferit de b. 

Din cele de mai sus rezultă că funcția / îşi atinge marginea infertoară 
într-un punct c din interiorul intervalului [a, b]. 

Dar c este un punct de minim (absolut) al funcției 7, pe [a, b] , iar pe 
de altă parte / fiind derivabilă pe J este derivabilă în c. Aplicînd teorema lui 
Fermat, deducem că '(c) = 0. Cum A’ (c) = f'(c) — A, rezultă că f'(0) — A =0, 
adică f'(0) = A. 

Luînd c = c, teorema este demonstrată. 

Deoarece funcţiile derivate (pe un interval) au proprietatea lui Dar- 
boux, toate propoziţiile demonstrate pentru funcțiile cu proprietatea lui 
Darboux rămîn adevărate pentru funcțiile derivate: 


Corolarul 1. Dacă o derivată f’, definită pe un;interval /, are 
într-un punct a & Z o valoare < 0 şi într-un punct b € ] o valoare > 0, ea 
se anulează cel puţin într-un punct cuprins între 2 şi b. 
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Corolarul 2. Dacă o derivată f’ definită pe un interval Z nu se 
anulează în nici un punct din 7, atunci ea;păstrează acelaşi semn pe tot inter- 
valul 7 (deci primitiva sa f este striet monotonă pe 7). 


Corolarul 3. O derivată f nuw are nici un punct de diseontinuitate 
de prima speţă. 


Acest corolar rezultă și din observația după propoziția 4 de la pct. 4 
(pag. 270). 


Exempie. 1) Funcţia f(x) = | 


=l SO ey 
i z>o0 definită pe R nu poate fi derivata altei funcții, 
sx% 


deoarece 0 este punct de discontinuitate de prima speță. 


—1, 4 <0, 
Observaţie. Funcţia g(x) = | 230 definită pe R — (0) este derivata funcţiei 
Li X 2 
G(x) = ||, dar funcţia g nu este definită pe un interval, ci pe reuniunea intervalelor dis- 
juncte (— œ, 0) şi (0, +œ). În punctul 0, ea nu este definită. | 
l i 
2x sin — — cos —,4 #0 
2) Funcţia f(x) = x x definită pe R are în 0 o discontinuitate 
0 „x =0 


de speța a doua. Ea ar putea fi derivata altei funcții. Într-adevăr, funcția 


|! 
x? sin —, 4 = 0, 
F(x) = úd definită pe R este derivabilă și F’ = f. 


0, x=0 


§ 5. Derivate de ordin superior. Formula lui Taylor 


1. Derivate de ordin superior 


Fie f o funcție definită pe un interval Z (sau pe o reuniune de inter- 
vale) şi x, un punct din Z. 


Dacă funcția f este derivabilă pe o vecinătate V a lui xa derivata sa 
f', definită pe V, poate fi la rîndul său derivabilă în punctul xo. 
Definiție. Dacă derivata f' este derivabilă în punetul x, se spune 
că funcția f este derivabilă de două ori în punctul +,; derivata lui f’ în x, 
2 AA = . 
se notează f” (x) sau ae sau D?f(x,) şi:se numeşte derivata a doua (sau 
x 
derivata de ordinul 2) a funcției f în punctul x: 
Flza) — lim f'(x) — F(x.) 


xeV 
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Pentru a face o deosebire, derivata f'(x) se mai numește derivata întâi 
(sau de ordinul întîi) a funcției f în punctul xo. 

Observație. Dacă funcția f este derivabilă numai în punctul 
Xo (sau pe o mulțime care nu are pe x, ca un punct de acumulare), nu se 
mai poate defini derivata a doua a lui f în punctul xg. Așadar, dacă func- 
ha f este derivabilă de două ort în x, aceasta înseamnă că derivata întîi 
f' există pe o întreagă vecinătate a lui x. 

Dacă funcţia f este derivabilă de două ori pe intervalul I, se defineşte 
derivata a doua a funcţiei f, pe intervalul I, ca fiind functia care asociază 
fiecărui punct x & I numărul f”(x). Derivata a doua se notează cu f” 

d2 
sau €7 sau D?f: 
dz? 
, n df d ;df 
== = — i Bf = DD). 
j o dx? dx a] f (DJ) 
Se definesc în mod asemănător derivata a treia (sau de ordinul trei) 


a funcției f, notată f” sau Z sau D?f, derivata a patra (sau de ordinul 
c- X 


= 
-n 


patru) a funcției f, notată fY sau < sau D4f etc. 
4 


Pentru omogenitatea limbajului, se spune că funcția f însăşi este 
derivata sa de ordinul zero. | l 
Pentru aceste derivate se folosesc de asemenea următoarele notații : 


0) =f; fu) =f'; fe) = f"; fa) = f", 
Se definește prin recurenţă derivata de un ordin n oarecare (n & N). 
Definiţie. Dacă funcția f este derivabilă de n — 1 ori pe o vecină- 


tate V a lui x, şi dacă derivata f("- este derivabilă în x,, se spune că funcția 
f este derivabilă de 7 ori în x; derivata lui /”-® în punctul x, se notează cu 


f™(x,) sau Ar sau D”f(x,) şi se numeşte derivata de ordinul v a funcției f 
f Zid 


în punctul x: aa an 
f(x) = tim PC =f - (zo), 
zeV 


Dacă funcţia f este derivabilă de n ori pe intervalul J, se definește 
derivata de ordinul v a funcției f, pe acest interval, ca fiind funcția care 
asociază fiecărui punct x & I, numărul f(”(x), Derivata de ordinul n a 


. w d” 
lui f se notează f!”) sau 2 sau D”f: 
7 l 


dg” dx \ dyž—:1 


Se spune,`de asemenea, „funcția f admite derivată de ordinul n” 
sau „derivata de ordinul n a funcției f există” în loc de „funcţia f este deri- 
vabilă de n ori”. 


fi = (fr, n A | tit ; D" = D(D*-4f). 
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Observaţie. Dacă funcția este derivabilă de n ori în punc- 
tul x rezultă că derivata de ordinul n — 1 (ca şi derivatele de ordin mai 
mic decît n — 1) există nu numai în punctul x, ci pe o întreagă vecină- 
tate a lui xe. 


Exemple 
1) P(x) = apx" 4 apa TIH n PF a + apa? a + do; 
P'(x) = na, xi 4+ (n — 1) ap 2 + ... + Sas? -+ 2a% + a; 
P" (x) = n(n—1)a,x" -24+ (n— 1) (n—2) a143 + ... +3- 2azx+2. laz; 
P(x) = n(n — 1) (n — Dag +... + 3-2.1; 
P-Y (x) = n(n — 1)(n — 2) ... 3: 2 apx = n la,x ; 
P(x) =n! a; 
P”tY(x) = 0; PW+h)() = 0, k= 1,2... 


Un polinom P(x) are derivate de orice ordin (este o funcție indefinit 
derivabilă), iar derivatele sale de ordin mai mare decît gradul său sînt 
identic nule. 


Reciproc, dacă o funcție P(x) are derivata de ordinul n -+ 1 identic 
nulă, P(x) este un polinom de grad cel mult egal cu n. 


Într-adevăr, din egalitatea 
P”+D)(x) = 0 
deducem succesiv 
P(x) = Ca; 
Pe-d(x) = Co + Co: 


2 
P”-2(x) = Ca — + Ca% + Ca-e; 


P”-3)(x) =C, a + Cuca = + Caa% + Cag; 


1.2.3 
P'(x) = C, -5 n, 
(x) n mp Te- a ai * + Cax + Cu; 
P(x) = Ca 2 + Cna e e ae Pe Ca E + Ca + Co, 
a! (n — 1)! 21 
unde Co, Ci, ..., Cu sînt nişte numere dintre care unele pot fi nule. 


2) Funcția f(x) = ce” definită pe R are derivate de orice ordin 
pe R (este indefinit derivabilă) 


f'(x) = ce; f(x) =c; ... i; fx) = ce. 
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3) Funcţia f(x) = sin x definită pe R este indefinit derivabilă pe R: 


f(x) = sin x, f'(x) = cosx; f(x) = — sinx; f” (x)= — cos x; 
f(x) = sin x; .. 

f(x) = sin x; f+ (x) = cos x; ftx) = — sin x; 

fta) = — cosx; fHtA(x) = sin x. 


4) Funcția f(x) = cos x definită pe R este indefinit derivabilă pe R: 


f(x) = cos x; f'(x) = — sin x; f”) = — cos x; 
f” (x) = sin x; f5 (x) = cos x; 

f(x) = cos x; f+ (x) = — sinx; fitx) = — cos x; 
f(x) = sin x; fiat 4(x) = cos x. 


5) Funcția f(x) = definită pe¥R — (0) "este indefinit derivabilă 
x 


2.3 


fo) =>; f=: I; Po H, a 


x4 


6) Funcția f(x)'= In x definită pe (0, +00) este indefinit derivabilă 
pe (0, + 00) şi 


foto) = laz; f=; =A; 


2.3 


y$ 


a’ fot = (— pra EL... 


Pe) = — 


2. Operații cu funcţii derivabile de n ori 


Propoziţie. Fie funcțiile f: I > R ṣì g: I > R. Dacă f şi g sint 
derivabile de v ori într-un punct x, & I, atunci funcțiile f + g, «f («a număr 
real) şi fg sînt derivabile de 7 ori în v, iar dacă g(xọ) 0, atunci A este 
derivabilă de 7 ori în xo 


Propoziția a fost demonstrată pentru n = 1. S-o presupunem adevă- 
rată pentru n oarecare şi s-o demonstrăm presupunînd că f şi g sînt deri- 
vabile de n + 1 ori în x. Atunci f şi g sînt derivabile o dată pe o vecină- 
tate V a lui xp, iar derivatele f’ şi g’ sînt derivabile de 4 ori în x. Deoa- 
rece g este continuă în o (fiind derivabilă), dacă g(x) = 0, rezultă că 
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g este diferită de zero pe o întreagă vecinătate a lui xo, şi putem presupune 
că această vecinătate este V, luînd-o lat nevoie mai mică. Avem urmă- 
toarele formule, valabile pe vecinătatea V: 


re SFE, Y = af, GY = fa fe, |) = SI 
Deoarece funcţiile din membrul al doilea al acestor egalități sînt derivabile 
de n ori în xo, şi deoarece asupra lor se efectuează doar operațiile de adunare, 
înmulțire cu scalari, înmulțire şi împărțire, care păstrează derivabilitatea, 
urmează, conform presupunerii, că funcţiile din dreapta” egalităților, deci 
şi cele din stînga egalităților, sînd derivabile de ori în x, deci funcțiile f+g, 


af şi fe sînt derivabile de n + 1 ori în x, iar dacă g(x) = 0, funcția Ż 
& 


este derivabilă de p + 1 ori în xo. 


Conform principiului inducției complete, propoziția”este adevărată 
pentru orice n. 


Corolar, Dacă funcțiile f şi g sint derivabile de 7 ori pe J, atunei 
f+, af şi fe sînt derivabile de 2 ori pe ] şi 


(+= te, (fA = af; 
O = Cf go = fO g + CSOD g + Cifra +... + fe, 
40 
iar functia Z este derivabilă de n ori pe mulțimea sa de definiție. 
g 


Rămîne să demonstrăm numai formulele. Demonstrația se face prin 
inducție completă. Demonstrarea primelor două formule o lăsăm pe seama 
cititorului, ca exercițiu ușor. 


Să demonstrăm ultima formulă. Pentru n = 1, formula este adevă- 
rată: (fe) =f'g + Jg. S-o presupunem adevărată pentru n. Atunci 


(rio = any =D cya ea] = 33 curgea to + pe-a guta) = 
î==0 î=0 
= CPAD gO + Y pei” galei + Ci] + Cru get 
izi n n n 


=C? fD g0 + 2 C$ JOTTA gti + Caii fO git = 2 Ci for gt, 
Astfel formula este adevărată pentru orice n. 
Observație. Ultima egalitate din corolar se numeşte formula 


lui Leibniz de derivare a unui produs de două funcţii. Membrul drept al 
formulei aminteşte formula lui Newton de dezvoltare a binomului. 
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Primele două formule din corolar exprimă faptul că operaţia de deri- 
vare de n ori este lintarã. 


Propoziţie. Fie funcțiile u: I — J şi?o:] > R. Dacă îuneţia u 
este derivabilă de v ori în punetul x, & I și dacă îuneţia ọ este derivabilă 
de n ori în punctul corespunzător y = u(x) & J, atunci funcția compusă 
f= ou: I —> R este derivabilă de n ori în punctul x. 


Pentru n = 1 propoziția a fost deja demonstrată. Să presupunem că 
ea este adevărată pentru cazul cînd se compun două funcții derivabile 
de n ori. 

Să demonstrăm atunci propoziția în cazul cînd # este derivabilă 
de n + l ori în xp, iar ọ este derivabilă de n + 1 ori în yọ Atunci 4 este 
derivabilă de n ori într-o vecinătate U a lui xp, iar ọ este derivabilă de 
n ori într-o vecinătate V a lui yọ şi putem alege vecinătatea V astfel ca 
u(U) CV; atunci funcția compusă este derivabilă de n ori pe U şi avem 


f'(x) = o'(u(x)) - u'(x) pentru x & U. 


Dar funcția ọ'(u(x)) este derivabilă de n ori în x, deoarece u este derivabilă 
de n ori (chiar de n + 1 ori) în xp, iar ọ’ este derivabilă de n ori în x; 
de asemenea, u’ este derivabilă de n ori în xp. Atunci şi produsul ọ'(u(x)). 
- u'(x) este derivabil de n ori în x, adică f'(x) este derivabilă de n ori în 
Xo de unde rezultă că f este derivabilă de n + loriîn xo. 


Conform principiului inducției complete, propoziția este adevărată 
pentru orice ~. 


Corolar. Dacă v este derivabilă de v ori pe 7, iar ọ este derivabilă 
de v ori pe J, atunci funcția compusă f = ọ o u este derivabilă de nori pe Z. 


În ceea ce privește derivatele de ordin superior ale funcției f = ọou 
plecăm de la derivata de ordinul |: 


f'(x) = g'(u(x)) - u'{x) 
şi se derivează succesiv 
F(x) = g” (u(x) : w(x) + oul)” uta); 
F(x) = o” (ufx)u (x) + 3p” (u())u' (x) u” (x) + g'(u(x))u” (x) ete. 


Observație. Notind y = f(x) şi y = ọ(u), apoi yy =f, y =g şi w, =w, 
formulele precedente se scriu 


pu 1, 
Yy Yu Wu 


" m 12 LON, 
Yy = Yy Ux F Yyy’ 


1r) 2277 3 Pa Zi 7 rrt 
Ya = Yu Ur +H 3Yy Uy Up F Yuy 
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Propoziţie. Fie f: 1 — J o funcție strict monotonă cu f(Î) = J, 
şi fie o: J — I îuneţia sa inversă. Dacă f este derivabilă de ori într-un 


—1 
punct x, € I şi dacă f'(x) = 0, atunci funeția inversă ọ = f este derivabilă 
de n ori în punetul corespunzător yo = f(ă a]. 


Propoziția a fost demonstrată pentru n = 1. S-o presupunem adevă- 
rată pentru un n oarecare şi s-o demonstrăm pentru cazul cînd f este deri- 
vabilă den + 1 ori În xo. 

Atunci f este derivabilă de n ori, deci este derivabilă 'o dată într-o 
vecinătate U, a lui xo, iar derivata f’ este continuă în xg. Deoarece f'(x,)}=0, 
rezultă că există o vecinătate U a lui x, astfel ca f'(x) =£ 0 pentru orice 
x e U. Dacă notăm cu V = f(U), funcția inversă ọ este derivabilă de n 
ori pe V, conform presupunerii, deci este derivabilă o dată pe V și 


ọ'(y) = pentru y e V. 


1 
Fe) 
Dar ọ este derivabilă de n ori în ye, iar f’ este derivabilă de n ori în punc- 
tul x = ọ (Va, deci funcția compusă f'(ọ(y)) este derivabilă de n ori în 
Yo Şi de asemenea funcţia 


este derivabilă de n ori în yọ adică q'este 
Flo) 


derivabilă de n ori în yọ. Rezultă. că o este derivabilă den -+ 1 ori în yo. 


Conform principiului inducției complete, propoziția este adevărată 
pentru orice n. 


Corolar. Dacă f este derivabilă de n ori pe 7 şi dacă derivata f’ 


1 
pu se anulează pe 7, atunci functia inversă ọ = f este derivabilă de v ori 


pe F= fU). 
Plecînd de la egalitatea 
ayo ll 
-` 0) = en 
și derivînd o dată, obținem 


(a) = Pee) _ Feb). 
? 0) FUON FRO) 


Derivînd încă o dată, obținem 


F RON e'(9) lea) — S NSS N O e) _ 
f(e(9)) 


DEO — SADIO _ _ NEON — SAW 
filet) f”) 


p” (y) = 
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Observaţie. Notind y = f(x) şi x = e(y), apoi yi =f şi LA = g, egalităţile de 
mai sus se scriu i 


? 
= 
Yy 
n 
n Iz 
x, = — —; 
y 13 
Yz 
TAA N i n2 
Yx Ye — Ya 
y” a n 1—1. 
15 
Yy 


Propoziție. Fie funcțiile x = ọ(ż) şi y = (4) definite pe un 
interval ZJ, astfel că funcția ọ este strict monotonă şi continuă pe 7, şi tie 
—l1 


funcția y = f(x) = ẹ4(ẹ(x)) definită pentru x & ọo(I) = J. 


Dacă funcțiile ọ și V sînt derivabile de 7 ori într-un punct 4, & Z şi dacă 
p(t) £0, atunci funcția y = f(x) este derivabilă de 7 ori în punctual cores- 
punzător x = q(%). 


Propoziția a fost demonstrată deja pentru n = 1. S-o presupunem 
adevărată pentru 4 oarecare și s-o demonstrăm în cazul în care ọ şi y sînt 
derivabile de n + 1 ori în żẹ Atunci e şi V sînt derivabile de n ori într-o 


vecinătate U a lui ż şi p'(î) Æ 0 pentru ¿ & U. Rezultă că funcția inversă 
—1 


p(x) este derivabilă de n ori în vecinătatea V = o(U) a lui x. Avem 
—1 
Pare), say; 

e'(£) „il 
p (e(7)) E 

—1 
dar p’ şi q' sînt derivabile de n ori în tg, deci și funcțiile compuse V' (ẹ(x)) 

—1 r 

și ọ'(ọ(x)) sînt derivabile de 7 ori în x, Atunci cîtul lor, f'(x), este deri- 
vabil de n ori în xp, adică f este derivabilă de n +”1 ori în x. Conform 
principiului inducției complete, propoziția este adevărată pentru orice 7. 


Corolar. Dacă eșiy sînt derivabile de » ori pe J, atunci f este deri- 
vabilă de 7 ori pe J. 


Derivînd egalitatea 
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n aa o ea a a e a 


obținem : 
-1 —1 -1 —1 
pp r h’ 7 P -1 
P= (9()) p (eta) — y’ (p())_ 3” (e(+)) (o) (x) = 
g” (e(+)) 
—1 —1 -1 —1 
y” lole) g llr) — Y lela) 9” (e()) 1 


-e a O E e 


—1 —1 
e'2(q(%)) p’ (p(x) 


—1 —1ł —1 —1 
__ Y lel) e lel) — V'(o(2)) e (el). 


—1 
p”? (ẹ(x)) 


Observaţie. Notînd Y; = g şi x, = W”, egalităţile precedente se scriu 


3. Formula lui Taylor 


Fie funcţia f:I — R, derivabilă de n ori într-un punct a & I. Aceasta 
înseamnă că primele n — 1 derivate există nu numai în a, dar pe o întreagă 
vecinătate a lui a. Pentru simplitatea expunerii, vom presupune că pri- 
mele n — I derivate există pe înteg intervalul]. 


Pentru fiecare x & I să definim polinomul 

— — Fh) 2 — n 
T() = fa) + pa) HE fa +... + EA fla), 
Polinomul 7,, definit pe I, se numeşte polinomul lui Taylor de gra- 


dul n, ataşat funcției f, în punctul a. 
Dacă: pentru fiecare x a I notăm 


R„(%) = f(x) — T p(x), 
f(x) = T,(x) + R,(x), adică 
Aa) = fia) + po) + EE a H n + E la) + Ra), 


atunci : 


oticare ar fi x & I. Această egalitate, valabilă pentru orice x & I, se nu- 
meşte formula lui Taylor de ordinul n, corespunzătoare funcției f, în punc- 
tula. 


Funcția R,„ definită pe I se numeşte restul de ordinul n al formulei 
lui Taylor. 
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În cele ce urmează vom căuta să scriem restul R, în altă formă, mai 
convenabilă pentru calcule. 
Să calculăm mai întîi derivatele polinomului lui Taylor 


Ta) = fa) + fla + pr E pna); 


(n — 1)! 
Tila) =F" AERO + o EET a); 


TE (x) = f" (a) + = Pa); 
TP (x) = f”(a); TEY =0; TPP) =0. 
Valorile derivatelor succesive ale acestui polinom, în punctul a, sînt* : 
T,(a) = f(a) ; 
Tula) = f'(a) ; 
T.a) = f" (a); 


Ta) = f(a) ; 
T+) (a) = 0. 


Deoarece f şi T au derivate de ordinul n în a, rezultă că și restul 
R„ = f — T, are derivate de ordinul n în a. De asemenea, deoarece f ṣi 1, 
au derivate pînă la ordinul n — 1 inclusiv, pe întreg intervalul], rezultă 
că şi restul R, are derivate pînă la ordinul n — 1 inclusiv pe întreg inter- 
valul Z. 


Vom avea astfel: se, 
Ra(2) = f(x) — Ta(2), xel; 
R'(x) = f'(x) — T,(%). xel; 
R” (a) = f'(x) — Tu, sel; 


ROD (x) = f"-9(x) — T¢-Y(x), zel; 
R™(a) = fa) — Tea). 
Rezultă atunci 
R„(a) = 0; R'(a) = 0; R34) = 0, ... ROD (a) = 0; RP (a) =0.. 


Observaţie. Deoarece R, este derivabilă pe I, este continuă 
pe I ; în particular este continuă în a, deci 
lim R,(x) = R„(a) = 0. 
aa 


* Polinomul lui Taylor de gradul n, ataşat funcției f, a fost construit tocmai astfel încît 
să verifice condițiile scrise. 


DERIVATE DE ORDIN SUPERIOR. FORMULA LUI TAYLOR 303 


Aceasta înseamnă că, pentru x suficient de aproape de a, restul R,„(x%) 
este oricît de mic, adică diferența f(x) — T,(x) poate fi făcută oricît de 
mică ; mai precis, putem realiza ca diferența f(x) — T„(x) să fie cît dorim 
de mică, dacă luăm pe x suficient de aproape de a. Aceasta înseamnă că 
pentru valorile lui x suficient de apropiate de a, funcția f(x) poate fi apro- 
ximată prin polinomul lui Taylor 7,„(x). 

Vom preciza, încă, acest rezultat, arătînd că nu numai R,(x), dar 


chiar raportul Pa poate fi făcut oricît de mic, dacă x este suficient 
x — a)” 
de apropiat de a. Mai precis, vom arăta următoarea: 
Lemă. 
lim Ra(%) — 
za (X — a)” 


Într-adevăr, să notăm g(x) = (x — a)”. Avem 


gaa) =n! (x — a); 


g(x) =n! 

Atunci : 
gla) = 0 R„(a) =0; 
g'a) = 0 R„(a) =0; 


(a =0  „ Ri) =0; 


ga) =0 Ra a) =0; 
sa) =n! #0 Ra) =0. 


Fie x al arbitrar. Deoarece R,(a) = 0 şi g(a) = 0, aplicînd cor6- 
larul teoremei lui Cauchy există un punct c, cuprins între a şi x, astfel 
încît 

Rplz) _ Raleu) 
g(x) g'(c) 


Deoarece R,(a) = 0 şi g'(a) = 0, aplicînd încă o dată corolarul teoremei 
lui Cauchy, există un punct c, cuprins între a şi c, (deci între a şi x), astfel 
încît 
Raa) — Rei si deci Pel RO, 
g'(c) g” (ca) g(x) g” (c2) 
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Aplicând de n — 1 ori corolarul teoremei lui Cauchy găsim un punct £ cuprins 
între a şi x, E — a, = x, astfel încît 


Ra REPO REHE — RO Da) 


Tee ā Me O e 


pb) gr Doha) 


R”) — R” Da) 


—— 67I 
gre) — gha) 
E— a 


(deoarece RE ”(a) = 0, g6 (a) = 0 şi Ea). 


Dacă alegem un şir xr P 4, X Fa, atunci îi, >a şi br Fa, deci : 


R”-D(E) _ Ra) , 
— n > RE (a) =0, 
k— a 

(n—1) — p(n—1) 
£ Ee a y E A > ghani 0 
p— a 

şi deci: 

Rala) 3 Ri (a) _ 

gaz) * ela) 


Deoarece şirul x, — a, xr = a a fost ales arbitrar, rezultă că 


Ru(z) — 


adică 
. R 
tim (2) — 
x= (x — a) 


Propoziţie. Dacă f este derivabilă de n ori în punctul 4 & 7, 
atunci există o funcție «(x) definită pe Z astfel ea 


lim a(x) = 0 = a(a) 
și astfel ca pentru orice v Œ I să avem 


fæ = fa) +2 fa) + EE o + Ea + 


+ a — a a(x). 
ni 
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v . Ry(x 
Într-adevăr, deoarece lim Bra 
za (x — a)? 


Ru(4) 


dacă x =ta şi a(a)=0. 
(x — a)” 


= 0, definim funcția « astfel : 
a(x) =n! 


Atunci lim a(x) = lim pl p 
ra za (x — a)” 


pentru orice sal (chiar pentru x = a). Înlocuind în formula lui Taylor 
restul R,(x) cu (22 (z — a) a(x), se obține formula din enunţul propoziției. 
n 


În propoziția precedentă s-a presupus că funcția f este derivabilă 
de n ori numai În punctul a. 

În propozițiile următoare vom presupune că f este derivabilă de 
n -+ lori pe întreg intervalul I, și vom da alte forme restului formulei 
Taylor. 

Fie a şi x două puncte arbitrare diferite din I pe care le fixăm. 

Fie de asemenea p un număr natural oarecare. 

Restul R,„(x) de ordinul n, al formulei lui Taylor în punctul a, se poate 
scrie sub forma 


R,(x) = (x E a)? K, 


unde K este un număr (care se schimbă o dată cu x şi a). Formula lui 
Taylor de ordinul n în punctul a se scrie deci pentru punctul xales, astfel: 


fa =f) +E ra + EP a + n ET pia) + (a ak. 


Să considerăm acum funcția q(?) definită centru orice ţ & I prin ega- 
litatea următoare : 


et) = PU) + Era + EP + e Ep) + (a — E. 


Se verifică uşor că funcția e este derivabilă pe J, deoarece toate funcţiile 
din membrul drept sînt derivabile pe I. 


Avem. : | 
g(x) = f(x) şi e(a) = f(x). 
Putem aplica teorema lui Rolle funcţiei ọ pe intervalul cu extremi- 
tăţile a și x: există un punct č cuprins între a şi x astfel ca g'(E) = 0. Dar 


ro = rO + po -ro + pro — ro + 


T 2| 
A fane — sa Z5” = fo) — p(x — BE = 
nl - 


_ (x — i)” 
a n! 


-+ 


pang — $ (x — t'K. 


20 — Analiza matematică, vol. I 
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Egalitatea ọ'(%)= 0 se scrie atunci 
(z 2 BT patné) — p(x — -1 K = 0, 


n! 


de unde: 
Rp Wet Fene), 
nl 
Așadar, restul R, se scrie 
R (x) = OP OPT fing), 


n! p 
Sub această formă, R, se numeşte restul lut Schlőmlich-Roche. Lu- 
îndp = 1 obținem restul lut Cauchy 


R,(x) = EAEE fE), 


Luînd p =n + 1, obținem restul mi Lagrange 
Ra) = DT al TA 6). 


Observație. Punctul termedia č depinde atît de a și de y 
cît şi de n şi $.. Aşadar, în formula lui Cauchy, punctul E este diferit de 
cel din formula lui Lagrange. 

Deoarece £ este cuprins între a şi x, există un număr 0 (care depinde, 
ca şi č, de a, x, n şi p)astfel ca0 < 0< 1 şi 


E= a+8(x— a. 
= Notînd kh = x — a, atunci £ = a + Oh, iar formula lui Taylor se 
scrie : 


fia + h) = fla) + $ fa + + E a) + Ru 


unde restul R, poate avea una din formele 
ANY — 0)7— pt1 


R, = IET feta + 04) (Schlőmlich-Roche) ; 
n 
R, = aie im i fnt(a + 04) (Cauchy); 
n! 
„=E pat 0M (Lagrange): 


În particular, dacă 0 & I, şi dacă luăm a= 0, formula lui Taylor 
cu restul lui Lagrange se scrie astfel: 


RA = RO + 2 FO + 2 O +... + EAO H EA Oa) 
unde 0 < 0 < x (0 depinde de x şi den). 
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Restul lui Cauchy se scrie în acest caz astfel: 
R, = (niaei(1 — 9)"Prri(0x). 
Exemple. 1) Pentru funcția f(x) = e” definită pe R, avem: f(x) =e* 
şi f™(0) = 1, oricare ar fi n & N, deci formula lui Taylor cu restul lui La- 
grange în punctul 0 se scrie: 


Je CA g” 
É lata U tit 


xt 


1 
e 0O<6<l. 
(n > 1)! IER 


2) Pentru funcția f(x) = sin x definită pe R, avem 
fix) = 0; f(O) = 1, f”(0) = 0, f” (0) = —1, 0) =0, ... 
Formula lui Taylor cu restul lui Lagrange în punctul 0 se scrie 


yenti 


sinx = PP + (—1)” cos ð x 0<0<1 
Car 31 51 7o OOU (2n -+ 1)! ? zeR | 


3) Pentru funcţia f(x) = cos x definită pe R, avem 
fO) = 1; F00) = 0; 110) = — 1; "(0 =0; O = 1, ... 


Formula lui Taylor cu restul lui Lagrange în punctul Q se scrie 


cos x=1 -2 Z4... + Că ȘI, cos 9 x, 0O<60<l]. 
24 41 &! (2n) ! ZER 


4) Pentru funcția f(x) = În (1 + x) definită pe (—1, +00) avem: 


Pa) = A= — 


xen 


pa =H; 


(+ a)? (1+ a" 
wa 1238, a (ma RDI. 
| F (a) gago o i PA s DP ai ee 
deci : 
FO) = 0; £1(0) = 1; (0) = —1; F70) = 2; ...; 0) = —3! 


Formula lui Taylor cu restul lui Lagrange în punctul 0 se scrie: 


In (1 = EEE PODEA 1)" g^+1 1 


(n+ 1) (1+07)” +: 
unde 0 < 9 < 1, 0 depinde de x şi de z, iar x > —1. 


4. Puncte de extrem ale unei functii 


Fie f o funcție reală definită pe un interval I. 
Teorema lui Fermat afirmă că într-un punct de extrem din interiorul 
intervalului, derivata funcției se anulează (dacă funcția este derivabilă în 


acest punct). 
Ştim însă că din f'(x) = O, nu rezultă că xp este un punct de extrem. 
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Se va arăta mai departe că, studiind semnul derivatei într-o veci- 
nătate a lui x, putem decide dacă xp este sau nu un punct de extrem, şi, în 
caz afirmativ, dacă este punct de maxim sau de minim. 

Dacă nu cunoaștem semnul derivatei în punctele din jurul lui xp 
putem folosi derivatele de ordin 'superior ale funcției în x, (şi numai în x) 
pentru a vedea dacă x, este punct de extrem, 


Teorem ă. Fie fo funcție derivabilă de v ori, n > 2, într-un punet 
a & I, astfel încît 


f'(a) = 0, la = 0, ..., f”D(a) = 0, f” (a) Æ 0. 


1) Dacă ~v este par, atunci a este punct de extrem al lui f; dacă f” (a)<0 
atunci a este punct de maxim, iar dacă f” (a) > 0, atunci a este punct 
de minim. 


2) Dacă» este impar, iar a este punct interior al intervalului 7, atunci 
a nu este punct de extrem al funcției f. 


Doarece primele n — 1 derivate se anulează în a, formula lui Taylor, 
de ordinul n, în punctul a, se scrie, pentru orice x al: 


flo) = fia) + EE fola) + E= afa), 
unde 
lim «(x) = 0, şi «(4) = 0, 


Za 


atunci 
fix) — fla) = Speţa) + ala]. 


Deoarece lim a(x) = 0, avem 


lim [FO (a) + a(2)] = f” (a). 
Dacă f™(a) > 0, există o vecinătate V a lui a astfel ca 
f(a) + alx) > 0 pentru x a V. 
Dacă f™(a) < 0, există o vecinătate V a lui a astfel ca 
f(a) + a(x) <0 pentru x aV. 


Dacă n este par, avem (x — a)” > 0 pentru orice x & I, deci: 
Dacă f(a) > 0, atunci f(a) + a(x) > 0 pentru x & V, de unde rezultă că 
f(x) — fla) > 0 sau 


f(x) > f(a) pentru x & V, ~ 


adică a este un punct de minim. 
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Corolarul 3. Dacă f este derivabilă de trei ori în punctul inte- 
rior a & I şi dacă f'(a) = 0, F(a) = 0, f (a) = 0, atunci a nu este punct 
K4 | de extrem al funcţiei f. 


Observație. În cazul 


cînd 7 este impar, tangenta la 
grafic în punctul (a, f(a)) este 
| paralelă cu axa Ox şi traver- 


sează graficul (fig. 98). 
i Un asemenea punct, în 
| | „__________ care tangenta traversează grafi- 
7 g 7 z cul, se numeşte punct de in- 


Fig. 98 fiextune. 


§ 6. Regulile lui l'Hospital 


În cazurile exceptate de teoremele relative la operaţiile cu limitele 
de funcţii, trebuie întreprins un studiu direct pentru a vedea dacă există 
limită. | 

Uneori derivatele pot fi de folos în aceste cazuri, prin așa-numitele 
„reguli ale lui Hospital”. 


. . w A 0 LA A (9.9) a 
Aceste reguli se aplică în cazul g ȘI în cazul —. Celelalte cazuri se 
= 


reduc la acestea. 


0 
1. Cazul — 


Fie I un interval, x, un punct de acumulare al său (x, finit sau infinit) 
şi funcţiile f şi g definite pe intervalul J, cu excepția, eventual, a lui xo- 
Vom presupune că g(x) == 0 pentru x =+ xp, x E 1. Dacă 

lim f(x) = 0 şi lim g(x) = 0 
funcția Z= poate să aibă sau poate să nu aibă limită în punctul xeọ. 
În orice caz, deoarece lim |g(%)|] =0 şi |g(x)| > 0 pentru 


x = Xy X EI, avem 
1 


lim = + o0 
XX0 lg() | 

şi deci 
lim | 22| = + oe. 
X> Xo g(z) 
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Aşadar, sînt posibile trei situații: sau lim“ — -L 00, sau lim A =—oo 


za 84) za 8(4) 
sau lim. nu există, dar 2L (4) 
XX0 g(x S7 
Vom cerceta în continuare cazul în care ambele funcții au limita 0 
în punctul xe. 
Teorema următoare este cunoscută sub numele de „,regula lui l Hos- 


este nemărginită în orice vecinătate a lui x. 


pital pentru cazul ^. Si 


Teorema 1. Fie x, un punct de acumulare (finit sau infinit) al 
unui interval 7, f şi g două funcții definite pe J, cu excepţia, eventual, a 
lui 3. Dacă: 

1) lim f(x) =0 şi lim g(x x) = 0; 
) 


Xio 


f şi g sînt derivabile pe 7, cu excepţia, eventual, a lui x; 
) g'(x) #0 pentru orice x Æ x din T; 
4) există lim” 2 = A (finită sau infinită). 
"(a 
Atunci : 
a) g(x) #0 pentru orice x Æ %, din Z; 
b) functia 7 are limită în % şi 
8 
m Æ — limt. 
Io g(x) ră g'(x) 
Demonstraţie. Vom considera mai întîi cazul cînd x, este finit. Deoa- 
rece g’ nu se anulează nici Ía stînga lui 4, nici la dreapta lui x, rezultă că g’ 
păstrează un semn constant atît la stînga lui x, cit şi la dreapta lui e, 


deci funcția g este strict monotonă atît la stînga lui x, cît şi la dreapta lui 
Xo Rezultă atunci că g(x) = lim g (x) adică g(x) = O pentru orice x Æ xo 


din 7. 
Să definim acum funcțiile f şi g pe mulțimea I U {x} astfel: 
f(x) dacă x = xo Jg(x) dacă x =+ xo 


Î() = \ o ` ; 


dacă x = xo g (2) = Ki 
Avem: lim flx) = Jim flx) = 0 = f(x; 
0 


dacă x = xo 


im g(2) = lim g(a) = 0 = a) 


XA Xy Z Xo 
deci funcțiile f şi Z sînt continue în punctul x, (dacă f şi g nu sînt definite 
În xo atunci f şi g sînt prelungirile prin continuitate în punctul x, ale func- 


țiilor f și g). 
n orice punct x Æ x din I, funcțiile f şi g sînt derivabile (fiind egale, 


în vecinătatea lui x, respectiv cu funcțiile derivabile f și g) şi 


f'(x) = f'(x), g'(x) = g'(x) + 
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Dacă alegem un şir oarecare 3, > Xo Xn Sl, Xp Æ Xo, pentru fiecare n 
putem aplica funcțiilor f şi g teorema lui Cauchy pe intervalul cu extre- 
mitățile în xp şi x: există un punct £, cuprins între xo ŞI Xp, En Æ Xos 
En E Xp astfel ca _ _ _ 

Pan) — flo) EEn 
Elan) — ela) 8(En) 

În plus, (x) = (o) adică g(x,) = 0. 

Dar Flan) = f(xy)» f (xo) =0, f (Ën) = f' (bn) , 

Eln) = e(), E(x) = 0, E (6) = g' (En) 
şi egalitatea precedentă se scrie 
Ham) _ Jon) 


(n) lEn 
În plus g(x,) Æ 0. 
Să observăm că |E, — o | < | £n — xo | Şi |, — Xo | — 0, decit, — xo, 
iar č, Æ Xo 
Deoarece lim L% (x) 
L>% 8 "(a x) 


j POI — A. Şirul (x), fiind ales arbitrar, rezultă că 
x 


I Xo ea Papi £ gla) 


şi teorema este demonstrată în cazul cînd xo este finit. 
= Să trecem acum la cazul cînd xp este infinit. Pentru a face o alegere, 
să presupunem că xp = 1-00 (cazul cînd xp, = —oco se tratează la fel). 
Putem presupune că intervalul I este de forma I = (a, +œ) cua > 0 
considerînd, în caz contrar, restricțiile funcțiilor f şi g la un asemenea inter- 
f, 


= A şi É, > Xp En $ Xo ave 


F'(En) 
(En) 


val, ceea ce nu modifică existența limitei funcției = în punctul +oc. 


Să considerăm atunci funcțiile F şi G definite” pe intervalul o, >) astfel : 
a 
1 l 1 
FO) =1[-). 60) =g >) o<y< 2. 
y y a 
Să observăm că F şi G se obțin compunînd respectiv funcțiile f şi g 
cu funcția u(y) = 1 , definită pentru y & (0, >) cu valori în (a, +oc). 
y a 


Funcțiile F şi G verifică toate ipotezele teoremei pentru punctul x¿=0. 
1) lim F(y) = 0 şi lim G(y) = Q. 


Într-adevăr, fie y, 5 0, 0< Yy <- —. Dacă notăm x, = 1 , avem 
Yun 
1 
Xa > + 00, deci fa) = 0 şi g(x,) > 0. Dar flan) = (si g (xn) = e>) 
Rezultă că 


Eyn) =F (=) > 0 și Go) =g |7) > 0. 
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Deoarece şirul y, = 0, Y, > 0 a fost ales arbitrar, deducem 
lim F(y) =Q şi limG(y) = 0. 
y—0 y—+0 
2) Funcţiile F şi G sînt derivabile pe (07) , deoarece funcția u(y) = 
a] 
= A este derivabilă pe o, z) iar f şi g sînt derivabile pe (a, + 00). Avem 
y a 
i l r . 
Fo =- zf h5]: 
l 1 
G'(y) = — 4 {5}; 
(y) zE 
(Li, 
3) G'(y) = 0 pentru orice y S 0, =) , deoarece z= O şi g (z) = 0. 
4) mO = lim (= A. 


y=0 G'(y) 3 z=+o g'(x) 
Într-adevăr, 


l ) 
FO — riz) pentru y & |0, =). 
G'(y) 1 a 
d | 
y 
Fie y, >0, 0 < Y, < Z., şi să notăm z, =} ; atunci x, = oo, 
Yn 
deci 
1 
Plan) A, sau —-2 A 
8'(2n) , f 
Sl 
i deci ; di 
FU | 
G’ (Yn) 
Cum şirul y, > 0, y, > 0 a fost ales arbitrar, rezultă că 
lim FU) = 
y—=0 G'(y) 


Putem deci aplica teorema demonstrată mai sus, funcțiilor F şi G, 
în punctul 0. Deducem că G(y) = 0 pentru orice ya o,- Zi 


lim = tim 20 — 
y—=0 G(y) y=0 G'(y) 
Rezultă atunci că g(x) 0 pentru orice x @ (a, +00). Să arătăm 
că lim? = A. 


Æ+ 00 g(x) 
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: . A I 
Fie un şir oarecare 3, > + oo, x, >œ a; notînd y, = — avem yẹ„, 0, 
n 


Ya > 0 şi deci 


G{Yn) 
Dar 
| 
Fien) (Ial _ Fa) 
g(4) ES ) G(Yn) 
|7 j 
şi deci 
Pad A. 
E(%n) 
Deoarece şirul x, > + oo a fost ales arbitrar, rezultă că - 
lim 2 = A = lim IO 
x= +o g(4) za+ o g'(x) 


şi teorema este complet demonstrată. 


Observații. 1° Condiţia ca g'(x) == 0 pentru orice x z£ x% din- 
tr-o anumită vecinătate a lui x, este esențială. Dacă celelalte trei condiții 
sînt verificate dar g' se anulează în puncte oricît de apropiate de xp, este 


posibil ca funcția £ să nu aibă limită în Xo. 
g 


Exemplu. Fie funcțiile 


f(x) = e7” (cos x + 2 siny), g(x) = e 7 (cos x + sin x) definite pe R. 
i) Avem lim f(x) = 0 şi lim g(x) = 0; 
K- D Z- 00 
2) f şi g sint derivabile pe R şi 
Jw) = —5 sin 4. e”; g'(x) = — 2 sin x et; 
"(2 5 
3) lim fl) = lim —e"% = 
z—= 9 g'(x) z= 


Totuşi funcția 


x% 1l +2tg+ 1 
PAGA — e 1 + 2184 = eY | 1 + ———— 
g(x) 1 + tgx 1 + ctg 7 
nu are limită în punctul + co. , 
Regula lui I'Hospital nu este aplicabilă la acest caz,- deoarece derivata g' se anulează 
într-un şir de puncte care tind către + co, și anume în punctele kr, k natural. 


2° Reciproca regulii lui l'Hospital nu este, în general, adevărată. 


Dacă t are limită în x- nu rezultă că şi A are limită în xp; altfel 


spus, dacă nu are limită în Xə nu rezultă că Í nu are limită în Xo. 
g g 
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7 . T T 
Exemplu. Fie funcțiile f şi g definite pe [- z , =) — (0) astfel: 


Avem Ă 
x2 sin — 4 sin — 9 
x 
Ja) = li - = lim — = — = 0 
x%—=0 glx) a0 SMY x=0 SUF 1 
x 


T z > i 1 
Funcțiile f şi g sînt derivabile pe -3 ? J- {0} şi f'(x) = 2x sin 7 — cos PE g'(x) = 


T 
2 


T Tr , 
= cos x, iar derivata g’ nu se anulează pe | -7 z) — {0}. Totuşi funcția 7 nu are li- 


mită in punctul 0: 


l 
2x sin — cos — 
FU) = 
g(x) cos z cos 7 
l 1 
2x sin — cos — 
x 0 1 l ax a . ud 
Avem lim ———— = — = 0, dar cos — nu are limită în 0, şi nici raportul , deci 
z—=0 Cos I x 


s 


nici funcția — . 
g 


sin x 
3° Aplicînd regula lui l'Hospital funcției în punctul 0, obținem 
sin 4% COS 4 
im = lim = cos 0 = |. _ 
z—0 4 z=0 


sin y i 
Aceasta nu constituie o demonstrație a faptului că lim = 1, ci doar o verificare, deoare- 


2—0 X 
ce derivata funcției sin x, care s-a folosit mai sus, s-a calculat ea însăşi cu ajutorul acestei 
limite. 
În cazul cînd şi derivatele f’ şi g' au limita O în punctul xo, limita 
lim £2} 


P7 se poate calcula — dacă este posibil — aplicînd încă o dată 
Txo X 


regula lui l’ Hospital functiilor f’ şi g’ şi procedeul se poate itera. 
Exemplu. Aplicînd regula lui l'Hospital de trei ori, obținem 


o —esină O et Sint ceosy —— g — esinz cos?y + ein? sin y 
lim — = ieme —— ~ = lim = 
20 4 — sin z0 I — cos x +0 sin y 


„ef — inz cos? y p 2esinz sin x cos y + est cos x sin x + esihz cos x 
= lim  z, 
x=0 COS 4 
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În regula lui l'Hospital s-a folosit existența derivatelor într-o veci- 
nătate a lui xo, dar nu neapărat în xo. 

Teorema următoare dă o regulă de calcul care necesită existența deri- 
vatelor numai în punctul x, nu şi în celelalte puncte vecine cu xo. 


Teorema 2 (Cauchy). Fie f şi g două functii definite pe un 
interval JI şi un punct x, & Z. Dacă: 


1) f(x) = 0 şi g(x) =0: 
2) f şi g sînt derivabile în punctul x; 
3) g'(xo) 20, 


atunci : 


a) există o vecinătate V a lui x, astfel ca g(x) 40 pentru x =Æ xe 
din V şi 
b) lim Io, 
zaro glx)  g'(2o) 
Să observăm mai întîi că, deoarece g'(x) = 0 şi 
gla) — glao) 
X — Xo 


g'(x.) = lim 
există o vecinătate V a lui x,, astfel încît, pentru orice x = x din V, să avem 
g(x) — g(xo) =< 0 
x — Xo ? 
adică g(x) = g(x), sau (deoarece g(x) = 0), g(x) #0. 
Pentru x Æ x din V avem 
Fix) — (o) 
fo) a) — flo) _ X — Xo 
g(=)  g(2) —elao) g(x) —g(7o) 
X% — 49 
(deoarece f(x) = 0 și g(x) = 0). Atunci 
tim AD 2 flo 
m — 
f(x) __ zam 4 — žo __ flo) 
za gl) m EU el gle 
49 X — o 


Observații. 1° Regula lui l'Hospital şi teorema lui Cauchy nu 
au același cîmp de aplicabilitate. În unele cazuri, una din funcțiile f și g 
este derivabilă numai în x, deci în aceste cazuri nu se poate aplica regula 
iui l'Hospital, ci numai teorema lui Cauchy. 
Exemplu. Fie funcțiile f şi g definite pe R astfel 
%2? dacă x este rațional, 
f(x) = a 
O dacă x este irațional; 


Avem f(0) = 0 şi g(0) = 0. g(x) = sin x. 
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Funcţia f este derivabilă numai în punctul 0 și f'(0) = 0. Funcţia g este derivabilă 
pe R şi g'(x) = cos x, iar g'(0) = 1. Aplicînd teorema lui Cauchy, obținem 
fa) fo 0 
m = IPN = = 
z=0g(z) g(0) 1 
Regula lui l' Hospital nu este aplicabilă aici. 
2° Dacă funcțiile f şi g sint derivabile pe întreg intervalul 7 şi în xy, 
este posibil ca teorema lui Cauchy să se poată aplica, dar regula lui l Hos- 
pital să nu se poată aplica. 


T 


T 
Exemplu. Fie funcțiile f şi g definite pe (- 3 3 | astfel 


i 
x? sin — dacă x 0, 
f(x) = x 
0 dacă x = 0; 
g(x) = sin x. 


Avem lim f(x) = f(0) = 0, lim g(x) = g(0) = 
z0 


x=0 


Funcţiile f şi g sint derivabile pe | — z’ =) şi 


1 1 
2x sin — — cos — dacă x #0, 
f'(a) = z z 
0 dacă x = 0; 
g'(x) = cos x, g'(0) = 1, 
v r 
iar g’ (x) = 0 pentru orice x E f| — —, >) . 


2 2 
Aplicind teorema lui Cauchy, obţinem 


fi) _ 1100) 0 
im — = —— = —=0. 
z=0 El) gO 1 
Totuşi, regula lui l'Hospital nu se poate aplica deoarece funcţia — nu are limită în 


punctul 0. 


e e) 
2. Cazul — 
CO 


e . A 00 e. 9 
Pentru a demonstra regula lui l Hospital în cazul —, avem nevoie” de 
00 


Lema lui Stolz. Fie (4,) și (5,) două şiruri. Dacă şirul (5,) 
este strict monoton și nemărginit, şi dacă 2" > A (finit sau infinit) 
RĂI — bu 
atunci = > A. 


n 
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Să presupunem că şirul (b,) este strict crescător, deci (fiind nemăr- 
ginit) b, > po. 
Vom considera întîi cazul cînd A este finit. Fie V = («, B) o vecină- 
tate oarecare a lui 4, < A< RB. 
Să alegem o vecinătate V” = («', B’) a lui 4, astfel ca a < a'< A < 
<B <B. 
Deoarece aae — A, şi V’ este o vecinătate a lui A, există un 
ni — Vn 
număr N’, astfel încît pentru orice n > N' să avem: 
ont e S V adică 
bnti at bn 
w < ti a pi n >. 
bnti — bn 
Înmulțind toți termenii cu Buy: — b > 0 (deoarece şirul (5,) este 
strict crescător), obținem 


a (bnti — bn) < anyi — ap < B' (bni — ba), n > N’. 
Scriind aceste inegalităţi pentru N’, N' + 1, N' + 2, ..., n —.1, în loc 
de n, adunînd membru cu membru şi făcînd reducerile necesare, obținem 
r x'(b, — by’) < 2, — aN < 6'(5, — by’), 


oricare ar fi n > N'. 
Deoarece b, > + œ, putem alege de la început N’ astfel ca by >Q şi 
deci şi b, > O, oricare ar fi n > N'. Împărțind atunci cu b, > 0, obținem: 


` 


1 — e < p! a=], 
by b 


bn, bn n 
de unde 
P | aN: an _ N, , DN: 
x |1 — = — CI (=). 
| bn t ba ba bu t p Dn 
by» . ÎN . 
Dar — —0, şi -— > 0, deci 
bn bn 
b 7 s . b / s 
a [1 — a) p > a! şi p [1 — e) p >g. 
bn Dy bn bn 


Deoarece a < a’ < B'< B, există un număr N >N’ astfel încît, 
pentru orice n > N, să avem 


, ON, ON: -: pr DN, AN» 
— 5] — I — =] + — , 


deci pentru n > N, 
a << B 
bn 
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sau s &V = («, B). Deoarece vecinătatea V a lui A a fost aleasă arbitrar, 


n 


S oG 
rezultă că r — A. 


n 
Să considerăm acum cazul cînd A = 4+ œc. În acest caz, luăm o 
vecinătate oarecare V = (a, +oc) a lui + oo. Alegem apoi vecinătatea 
V = («', + oc) a lui + œ, astfel ca « < g’. 


Deoarece : 


a — a . w v . v 
nti 1 + oo, există un număr N' astfel ca pentru orice n > N' să 
Duta — bn 

avem 


Raționamentul continuă ca mai sus, folosind numai inegalitățile din stînga 
şi găsim un număr N > N' astfel ca pentru orice n > N să avem 


adică = & V, de unde deducem că Si +- oo, 
"n n 
În cazul cînd A = —oo, raționamentul se face la fel, folosind numai 
inegalitățile din dreapta şi deducem că În — — ce, 
n 


Dacă şirul (5,) este strict descrescător, şirul (c,) = (— bp) este strict crescător, şi 


Anti — în Anti — ün > A 
3 


—r č o _—— 
— 


Cui — En Du — bp, 


deci, în baza raționamentului precedent, rezultă că 


a 
în y — A, 
Cn 
de unde 
a A 
Ž = — Ž > Á. 
by Cn 


Putem acum trece la demonstrarea regulii lui l'Hospital pentru 
00 v v . Y 

cazul —. Vom demonstra următoarea teoremă mai generală : 
00 


Teorema 3. Fie x, un punct de acumulare (finit sau infinit) 
al unui interval 7, f şi g două îunecţii definite pe 7, cu excepţia, eventual, a 
lui x. Dacă: 

1) tim je(a)| = +; 


PATA 


2) f şi g sînt derivabile pe I, cu excepția, eventual, a lui x; 
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3) g'(x) #0 pentru orice x Æ %, din T; 
4) existăž lim re a = A (finită sau infinită). 


Atunci: funcția £. are limită în +0 Și 
g 


I o jim LO, 
za g(x) za 8 (2) 
Vom considera întîi cazul cînd x, nu este extremitatea stîngă a inter- 
valului 7 şi vom arăta că funcţia L are în Xo limită la stinga egală cu A. 


8 
Pentru aceasta este suficient să folosim numai şiruri strict crescătoare 
Xa Z Xo (cu x < Xo). 

i Deoarece g'(x) = 0 pe intervalul 7 N (— œ, x9), conform proprietă- 
ţii lui Darboux, derivata g' păstrează acelaşi semn pe acest interval. Pen- 
tru a face o alegere, să presupunem că g'(x) > 0 pentru orice % < x din Z. 

„Rezultă că funcția g este strict crescătoare la stînga lui xo. 

Fie acum un şir strict crescător 3, A %o (x, E I, 3, < %o). Atunci 
șirul (g(%„)) este de asemenea strict crescător. Deoarece lim |g(x)| = +ec, 


rezultă că |g(x,)| > + oo, deci șirul (g(x„)) este nemărginii. 
ă aplicăm teorema lui Cauchy funcțiilor f şi g pe fiecare interval 
[n Xa]: găsim un punct č, S (x, Xapi), deci Xa < Ep < Xo astfel ca 


Fizna) — În) — J (En) i 
B(Xn-ra) — (2n) E'lEn) 
Dar, deoarece x, — X» rezultă că ui — %o Şi E, < %o şi din 
gE 


= A deducem că — —> A şi deci 
22 (a n) 


flžnta) — (ën) > A, 
Eln) — B(4n) 
Dar şirul (g(x,)) este strict monoton şi nemărginit. Putem deci aplica lema 
[ui Stolz, şi deducem că 
(n) > A. 
E(#n) 
Cum şirul strict crescător x, — % a fost ales arbitrar, aceasta în- 
seamnă că 
lim L = A. 


xp g (2) 
<a 


Acelaşi rezultat se obţine şi dacă se consideră că g'(x) <0 pentrz 
orice ¥ < % din I. 
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Dacă xo nu este extremitatea dreaptă a intervalului I, se raționează 
în mod asemănător şi se deduce că 
tim 2 — A 


K Xo g(x) 
>o 


Dacă x, este o extremitate a intervalului Z, limita în x, este egală 
cu acea limită laterală care are sens în acest punct, şi prin aceasta, din cele 
demonstrate mai sus rezultă că 


lim —— = A 
ză 8 (x) 
Dacă x, este punct interior al intervalului I, din egalitatea limitelor 


laterale rezultă că funcția Í are limită în x, egală cu A, şi teorema este 


complet demonstrată. 


Exemplu. Avem lim ln x = œ şi dacă « > 0, lim 4% = œ. Apoi 
e T e.) X— 0 


(In x) = — , (4%) = ax% 1 0 pentru x = 0 şi 


l 


„În , x% 1 
lim —— = lim = lim 
tao XE x=% AXĂ L x= 04% 


= 0. 
Acest rezultat a fost obținut mai înainte pe altă cale. 


Observaţii. 1° Condiţia ca g' să nu se anuleze în nici un punct 
x + Xp din I este şi aici esențială. 
2° Dacă 2 nu are limită în punctul x, nu rezultă că nici L nu are 


. eY A 8 
limită în acest punct. 


3° Practic, regula lui l’ Hospital se poate folosi cînd știm să calculăm 


. (x) a A v 
lim LO) (în cazul cînd există). 
#0 g'(x) 
Sînt cazuri în care limita raportului Í nu se calculează mai uşor decît 
g’ 


limita raportului £ , şi deci în acest caz nu este indicat a se folosi regula 
g 


lui Hospital. 
Exemple. 1) Fie f(x) = e% — e” şi g(x) = e% + e™* definite pe R. 
Avem lim f(x) = + œ şi lim g(r) = + œ. 


y= +o F EE ME. 0) 


Apoi f'(x) = e% + —e%, g'(x) = e” — e—* 40 pentru x #0. 
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Avem 


fia ee, fila) eted Eeo ta 


r e E l 
= = 


gi) ete g'(x) e ež a i Bei too 


Jiz) . yi j 


„ atunci nu ştim să calculăn + nici 


z” 


Dacă nu ştim de la început să calculăm lim 
z= Qi 


/ 


şi deci regula lui Hospital nu poate fi utilizată (chiar dacă ştim că limita 


Limita funcției £ se poate calcula însă direct: 
£ 


et — ez „1 —e 2% 


C r = m = 
z= ef + ez X— 1 + e 2% 


2) Fie funcţiile f(+) = VI + 2? şi g(2) =x definite pe fR. Avem lim f(x) = œ, 

lim g(x) = œ. Apoi >o 
oe x X 

f(z) = Via g'z) =L 


Avem 


fa Vita fo) _ 27 


Papa — -a a ș 


Aplicarea regulii lui l'Hospital în acest caz nu ne ajută, dacă nu ştim de la început să 


calculăm limita funcției — > 
E£ 


Această limită se poate calcula însă direct: 


i 2 1 4 2 | —— 
im VIET um V -im Vivi VoF =n 
200 % PI) x? z= 00 x? 


Regula lui l Hospital s se poate aplica de mai multe ori, fie pentru 


cazul 2 p’ , fie pentru cazul * 
„00 


Corolarul 1. Fie x, un punct de acumulare (finit sau infinit) 
al unui interval 7, f şi g două funcţii definite pe 7, cu excepția, eventual, 
a lui x. Dacă 

1) funcțiile f şi g sînt derivabile de v» ori pe I, cu excepția, eventual 
a lui xo 

3 gr (x) =£ 0 pentru orice x Æ 2, din I; 

lim f(x) =0 şi lim g®(x) = 0, sau lim |g®(x)| = + æ, 
= 0, E aN i 
4) există lim me = A (finită sau infinită). 
Z> Xo g” 4 
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Atunci : 
a) g(x) #0, g'(x) £0,..., g”9(x) #0 pentru orice x Æ xv, din T; 
b) lim 10 = lim IO =... = lim LO -lim ZA, 

ran gl) zan gi tan, BOD (a) za BO) 


Pentru zn = 1 corolarul este deja demonstrat (în teorema 1 și teorema 3). 
Să-l presupunem adevărat pentru n — 1, şi să arătăm atunci că este ade- 
vărat şi pentru 4. 

Aplicînd teorema 1 sau teorema 3 funcțiilor ff” şi g”, deducem 
că gl!” (x) = 0 pentru orice x = xp din I şi 


FEDA _ im PA — 


az, (PI (x) az g”) (x) N 


Deoarece am presupus corolarul adevărat pentru n — 1, rezultă că: 
g(x) = 0, g'(x) 40, ..., g”D(x) #0 pentru orice x Æ x din I, 


de unde rezultă punctul a) al corolarului, şi că 


m ÎI = lim L =... = lim PD 
z=>r, El) az g'(7) za, 8") (2) 


de unde rezultă şi punctul b) al corolarului. 
Exemplu. S-a arătat .mai înainte că dacă a > 0, atunci 


Vom regăsi acest rezultat aplicînd regula lui !'Hospital de n ori, unde n 
este. un număr natural astfel ca 


n— l-a 


Atunci a — n < 0 sau n — « > 0O, deci —— =x" şi lim 2** >0 


E mdai 


lim —— = lim ate = + oo, 
n= XP I= 0 

Putem deci aplica de ș ori regula lui l'Hospital: 

e7 ež 


. x e bd 
lim & = lim = lim ——— =... = lim ———————— = 4 oo, 
xmo X% x co ax% z— co ala — 1) 42 x &(a — 1). «e. (a—n +1)” 


Corolarul 2. Dacă 
1) funcțiile f şi g sînt derivabile de + ori în punctul x, al; 


2) f(x) = f'(x =... = fÐ (xo) = 0, 
g(x) = g' (2o) = ... = g" (xo) = 0, 
3) g™ (xo) = 0. 
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Atunci : 
a) există o vecinătate V a lui v, astfel ea pentru orice x = x, din V 
să avem g(x) Æ 0, g'(x) £0, ..., gg” (x) #0; 


b) lim {2 = lim FO = ee = im LO d, 
z=, g(x) Ika g'(x) ză g1) (x) g” (49) 


Aplicînd teorema lui Cauchy funcțiilor f” şi g”) deducem că: 
există o vecinătate V a lui x, astfel caj 


g” (2) # 0 pentru orice x =4 xp din V 


şi 
im fO) (x) — (2) (xo) l 


szo BOTIA) g (xo) 


Deoarece funcțiile f, g, f’, g',... fT, g("—2) sînt continue în punc- 
tul 39, avem 


lim f(x) = f(x) =0, k=0, 1, 2,..., n— 2; 


z=% 


lim g™®(x) = g™®(x) = 0, k = 0, 1,2, 3,...,n — 2. 


t= žy 


Se poate aplica deci corolarul regulii lui !' Hospital pentru n — 1 şi se obține 
concluzia corolarului de față. 


Exemplu. Fie funcția f: I —> R, derivabilă de n ori în punctul al. Dacă R, este 
restul de ordinul n al formulei lui Taylor corespunzătoare acestei funcții, în punctul a, s-a demon- 
strat că: 


R 
fim 0) 0 
z—a (x — a)” 


Această egalitate o putem demonstra acum folosind corolarul 2. Avem : 
? 
R,(a) = 0, R (a) = 0,..., R” (a) =0. 
Dacă notăm g(x) = (x — a)”, avem 
gla) = 0, g'(a) = 0,...., gl"-D(a) = 0, g(a) = nl #0. 
Aplicind corolarul deducem că: 


un En). a Ba _9 
PET) g(x) z—a (x — aj” n! 


= l. 
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3. Alte cazuri 


Pentru celelalte cazuri nu avem reguli asemănătoare cu regula lui 
. A Y . e . 0 (0 e) 
Hospital, însă aceste cazuri se pot reduce la unul din cazurile z Sau —, 


și astfel se poate aplica regula lui Hospital. Vom lua pe rînd celelalte 
cazuri care se ivesc, la adunare (co — oc), la înmulțire (0-00) şi la puteri 
(00, 12 şi oc0). | o 
1) Cazul oo — oc. Fie x, un punct de acumulare (finit sau infinit) 
al intervalului I, f şi g două funcţii definite şi derivabile pe Z, cu excepția, 
eventual, a lui xo 
Dacă lim f(x) = + œ şi lim g(x) = + æ, 
atunci pentru f— g sîntem în cazul co — oc, l 
Putem presupune că f(x) = 0 şi g(x) = 0 pentru orice x + ze din Z, 
restrîngînd, la nevoie, domeniul de definiție al funcțiilor f şi g. 
Pentru orice x = xp, din I avem 


fa) -ea A _ 


— fa ga) _ gt) fir) 
fa) — gl = 
f(x) ela) fix) g(x) 
și 


 —— 
 —— 


. 1 1 . 
lim -— — > lim 

ză, \ g(x) fir) sa, f(x) g(x) 
Am redus astfel cazul oo — oo la cazul ~ „ Dacă în acest ultim caz se 


poate aplica regula lui Hospital, atunci putem calcula limita funcției 


l 1 | 
i 1 Í si apoi lim [f(x) —e(4)] = imt Aa, 
a fi) et 


Observații. 1° Pentru a putea aplica regula lui Hospital 
ultimului raport, trebuie ca derivata funcției de la numitor să nu se anuleze 
în nici un punct x = % din Z. Dar 


| i ) = Pieta) + fe 
fi) gla) L(x) g(x) f 


deci trebuie ca f'(x)g(x) + f(x)g'(x) = O pentru orice x + x din I. Deoarece 
f(x) > 0 şi g(x) >0, o condiție suficientă pentru ca f'(xjelx) + f(x)e'(x) 20, 
este ca f’ şi g' să nu se anuleze în aceleași puncte, adică f şi g să nu aibă 
în comun nici un punct de extrem în vecinătatea lui xo. 
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2) Dacă lim ala) — l, atunci putem reduce cazul so — oo la cazul > 


>X X 
şi în modul următor: 
-i 
— g= — |= 
f—e | £) T 
Í 
sau : 
f zo 
— = | — — ) —£ 
f—g=|(Ż-1jg T 
g 


Pentru a putea aplica regula lui l’ Hospital în acest caz, trebuie ca f'(x) Æ 0 
pentru orice x = xp din Z, sau g'(x) + 0 pentru orice x = xp din I. 


Dacă lim ECL = 1, atunci 


xx f(2) 
lim [f(x) — g(x)] = lim f(x) lim i -#] = 4o 
XX9 Z> Xo E X 


după cum lim A este < I sau >. 
I>, ¥ 
Exemple. 1) Pentru x > 0 avem 
ln =) 


x — na =a|1- 
x 


In 4 
1 — lim —; = œ (1 — 0) = œ. 
x= X: 


deci 


lim (x — la x) = lim 4 
e Tr“) >V 


2) Pentru z e | — So =), x 4 0, avem 


1 1 sin x — 7x , 
— — = ————— şi lim (sin y — x) = 0, lim x sin # = 0, 
4 sin + xsin y 0 x=0 
deci 
l l sin  — x; cos + — 1 
tim |> — - = lim —— ~ = lim — = 
x=0\ 7 sin x x=0 x sin 4 į x=0 Siny -4+ y cosy > 
„n „A 
— sin 4 , — sin x 0? 
= li = — = 0. 
2 -2 


= lim m R 

10 COS 4 + COS 4 — x Sin 4 x+0 2cos y — xsin y 

2) Cazul 0 . co. Fie xo un punct de acumulare al intervalului I, f şi 
derivabile pe I, cu excepția, eventual, a lui xo. 


g două funcţii definite și 
Dacă lim f(x) =0 şi lim |g(x)| = + os 


>x. Xx 
atunci, pentru funcția f|g| sîntem în cazul 0 . oo. 
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Putem presupune că g(x) = 0 (restringînd, la nevoie, domeniul de defi- 
niție). Atunci 


şi lim Pr = 0. Am redus astfel cazul 0 . co la cazul 5. Dacă în acest caz 
Xka £ x . e » L d 
se poate aplica regula lui l'Hospital, atunci putem calcula limita funcției 


f 


T ȘI apoi 
e 
lim f(x) g(x) = lim De) 
g(a) 


Pentru a putea aplica regula lui Hospital în acest caz, trebuie ca 
g'(x) Æ O pentru orice” x, din I. l 

Observaţie. Dacă f'(x) = 0 pentru orice x = x din Z, atunci 
fix) + f(x), deci f(x) = O pentrutorice x = x, din I. 


Putem deci scrie 


f(x) 

și am redus astfel cazul 0. oo la cazul =., Regula lui P Hospital este apli- 
00 

cabilă în acest caz, deoarece -) = — - zÆ Q. 


Exemplu. Dacă a > 0, atunci lim x% In x = 0, (x > 0). 
x0 
Avem lim 4% =0 şi lim in 7 = — o. 


%0 


4—0 
Pentru + > 0 putem serie 


În z 
x% În y = — 
1 
x% 
deci 
| ln x x% 
lim 4% ln = lim — = lim = lim —— = 0 
40 z—0 1 z=0 a z20 — a 
„0 re: 


___98) Cazurile 00, Le, oc, Fie x, un punct de acumulare”al intervalu- 
lui IZ, f şi g două funcţii definite și derivabile pe Z, cu excepția, eventual, a 
punctului x. Presupunem că 


f(x) > O pentru orice x = x, din I. 
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Pentru orice x =Æ x% din I avem 
[ft ei = ear. 


Dacă există lim g(x) In f(x) = A (finit sau infinit) atunci 


PAES A 


lim [f(x) Je = e4, 


Dacă lim f(x) = 0 şi lim g(x) = 0, sîntem în cazul 0°, și deoarece 
lim In VOR odă 00, acest caz se reduce la cazul 0 . oo. 

Dacă lim f(x) = 1 şi lim g(x) = œ, sîntem în cazul 1” şi deoarece 
lim În f(x) = Ó, acest caz se “reduce de asemenea la cazul 0 . oo. 
Dacă lim f(x) = + œ şi lim g(x) = 0, sîntem în cazul co” și deoarece 
lim În f(x) = pa 00, şi acest caz se reduce la cazul 0 . oo. 


x Xe 


Pentru a calcula limita > she g(x) În f(x), scriem 


g(x) In f(x) = n dacă g(x) Æ 0 pentru x Æ xo 


25 
sau 


g(x) In f(x) = E dacă f(x) £ 1 pentru x Æ xo 


In f(x) 


. 0 œ 
și astfel acest caz se reduce la cazul g Sau —. 
cO 


Observații. 1° Dacă notăm 
h = f E, 
aplicînd logaritmii, obținem 


In A(x) = g(x) ln f(x). 


Trebuie deci să calculăm lim In A(x) = A şi apoi lim A(x) = e4. 
Pe de altă parte, putem scrie i 
1 


fe = [1+ FD = + (f Der, 


dacă f(x) = 1 pentru x = xo. Deci în cazul 1”, adică în cazul cînd lim f(x) = 1 
şi lim g(x) = oc, avem 
>X 
1 


lim [1 + — 1 = 


A Xe 


$ 


REGULILE LUI L'HOSPITAL 329 


Așadar, dacă lim g(x)[f(x) — 1] = A, atunci 
lim fe = eí, 


Totul revine deci, în cazul 1*, la cercetarea limitei 


tim g(x) [fla) — 1). 


X> Xo 


Observăm că sîntem în cazul O . co pe care-l putem reduce la unul 
. . 0 00 . 
din cazurile Fi sau —, scriind 
00 


ete) [ft — 1] = 


S| 
COS ia 


sau: 
g(x) 
ela Aa) — 1] = = 
Pta) — 1 
Exemple. 
1) A(x) = x¥ — definită pentru + > 0. 
Avem 
In k(x) = x la x silim xn x = 0 
z0 
deci 
lim 4# = e? = 1, 
z0 
1 
pe T T 
2) Alx) = cosx” definită pentru x 740, x€ [- 7’ =) . 
Avem 
1 
In f(x) = — ln cos x 
x2 
„d „În cos 4 — tg 1 tg l 
și lim — In cos x = lim ———— = lim = — — lim — = — —, 
20 42 z—=0 x? x0 2% 2 x0 4% 2 
deci 
E 
lim cos x” =e ? = ~=. 
x—0 Ve 
1 sin x T 1 
3) A(x) = 2) definită pentru x = 0, ze|-— —, =). 
1 — cos x 2 2 
Avem 
In A(x) = sin x ln —————— = — sin y ln (1 — cos +) 


l — cosx 
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a e e 


şi 


Sin ¥ 
o. In (1 — cos 3) „| — cosy 
lim sin x In (1 — cos 3) = lim ————— = lim ———— = 

x= 0 x-0 1 1—0) COS z 

sin y sin? y 

| sins y 1 “4 ™ 3 sin?g cosy | , 

= — lim ——~——— lim = — lim —— ~ - 1 = — lim 3sin y cos y = 0, 
z0 Í — coSs x% 10 COS ¥ z—0 sin x x—=0 


1 sină 
deci lim ln A(x) = 0 şi deci lim [3] =g =|. 
x0 x=0 Îl, — cos 4 


§ 7. Aplicațiile derivatelor la studiul funcțiilor 


În acest paragraf vom arăta că derivatele de ordinul întîi şi de ordi- 
nul doi ne dau indicații importante asupra comportării funcțiilor. 


l. Derivata întîi. Intervale de monotonie. 
Puncte de extrem 


Fie f o funcție definită pe o mulțime E, care este o reuniune (finită 
și infinită) de tntervale. 

Vom presupune că funcția f este derivabilă pe mulțimea E, cu excep- 
ția unei mulțimi finite sau numărabile de puncte din E. 

Fie E' submulțimea lui E pe care f este derivabilă. 

Mulțimea E’ este de asemenea o reuniune finită sau infinită de inter- 
vale. 

Reamintim următoarele rezultate : 

Dacă derivata f' este strict pozitivă pe un interval I C E', atunci func- 
jia J este strict crescătoare pe I. 

Dacă derivata f' este strict negativă pe un interval I C E', atunci func- 
ba f este strict descrescătoare pe I. 

Dacă derivata T nu se anulează pe un interval I C E', atunci f' păstrea- 
ză acelaşi semn pe întreg intervalul I. i 

Din aceste proprietăți deducem că funcția f este strict monotonă pe 
aceleași intervale pe care derivata f’ nu se anulează. 

Rezultă astfel calea de urmat pentru a determina intervalele pe care 
funcția f este strict monotonă (intervale de monotonie ale funcției) : 

1) Se determină mulțimea E' C E pe care functia f este derivabilă, şt 
se calculează derivata f' pe mulțimea E. 

2) Se determină punctele din E", în care derivata f' se anulează (rădă- 
cinile derivatet), adică se rezolvă ecuația 


fl) =0, vaP. 
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3) Se descompune mulțimea E in intervale disjuncte astfel încît pe 
mici un asemenea interval derivata f' nu se mat anulează. Aceste intervale, 
pe care derivata nu se anulează, se obțin din intervalele mulțimii E pe care 
este definită funcția, împărțindu-le mai departe prin punctele în care funcţia 
nu este derivabilă şi prin punctele în care derivata se anulează (presupunînd 
că derivata nu se anulează pe un interval întreg). 

4) Pe fiecare interval I pe care derivata f’ nu se anulează, ea păstrează 
acelaşi semn. Se determină semnul derivatet pe I, calculind valoarea deri- 
vatei într-un singur punct din Z. 

5) În funcție de semnul derivatei f’ pe un interval J, se determină 
dacă funcția f este strict crescătoare sau strict descrescătoare pe I: dacă 
f' are semnul +, f cste strict crescătoare, iar dacă f’ are semnul —, f este 
strict descrescătcare. 

Rezultă apoi şi punctele de extrem ale funcției: 

a) Fie x un punct interior al mulțimii E, în care funcţia f este con- 
tinuă, şi fie 1 intervalul din E care-l conține pe xe şi astfel că derivata f’ 
nu se mai anulează pe I, cu excepţia, eventual, a lui xi (dacă f este deri- 
vabilă în xy). 

Dacă pe Z funcţia f este strict crescătoare la stinga lui xo şi strict des- 
crescăloare la dreapta lui x, atunci xo este un punct de maxim al funcţiei. 

Într-adevăr, deoarece f este strict crescătoare la stînga lui x, funcția 
are limită la stînga în o şi l 


f(x) < f(x — 0) dacă x < ¥%o xl. 


Deoarece f este strict descrescătoare la dreapta lui x, funcția are limită 
la dreapta în x, şi 


(za + 0) > f(x) dacă x< x, xl. 


Deoarece f este continuă în x, avem f(x — 0);= f(x + 0) = f(0), 
deci 
f(x) < f(x), oricare ar fi x = xp din I, 


adică xo este un punct de maxim al funcției. 

Se demonstrează la fel că: T: 

Dacă pe I funcția f este strict descrescătoare la stînga lùi xo şi strict 
crescătoare la dreapta lui xo, atunci xp este un punct de minim al funcției. 

Din aceste observații rezultă următoarea regulă : i 

Dacă pe I, derivata f' are semnul + la stînga lui x, și semnul — la 
dreapta lui xo, atunci xo este un punct de maxim al funcției f; dacă þe IL, 
derivata f’ are semnul — la stînga lui xo și semnul + la dreapta lmi Xo atunci 
Xo este punci de minim al functiei f. 

Dacă derivata f’ are acelaşi semn de o parte şi de alta a lui x,, atunci 
Xo nu este punct de extrem al funcției. 

Dacă funcția f este derivabilă în punctul de extrem:%g, atunci, con- 
form teoremei lui Fermat, avem în mod necesar f'(x) = 0. . 

b) Să presupunem că punctul x, & E este extremitatea stingă a unui 
interval 7 C E, în interiorul căruia derivata nu se mai anulează, și că 
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funcția f este continuă în x. Să presupunem de asemenea că x, nu este 
extremitate dreaptă a nici unui interval din E. În aceste condiţii: 

— dacă pe I (la dreapta lui x) derivata are semnul —, atunci Xp este 
un punct de maxim ; 

— dacă pe I (la dreapta lui x) derivata are semnul + , atunci Xo este 
un punct de minim. 


Într-adevăr, în primul caz, funcția este strict descrescătoare la dreapta 
lui xə deci 


flo) = flo + 0) > f(x) pentru x €I, 


adică x, este punct de maxim, iar în al doilea caz funcția este strict crescă- 
toare la dreapta lui x deci 


flo) = flo + 0) < f(x) pentru x a, 
adică x este punct de minim. 

c) Să presupunem că punctul x, & E este extremitatea dreaptă a 
unui interval ] (din care este formată mulțimea E) în interiorul căruia deri- 
vata nu se mai anulează, că funcția f este continuă în xa şi că xp nu este 
extremitate stîngă a nici unui interval din E. În aceste condiţii : 

— dacă pe I (la stinga lui xo) derivata are semnul — , atunci xa este 
punct de minim ; 

— dacă pe I (la stinga lut x9) derivata are semnul +, atunci Xo este 
punct de maxim. 

Demonstrația este analogă cu cea a cazului precedent. 

Observație. În ultimele două cazuri, funcția f poate fi deri- 
vabilă în xp, fără ca derivata să se anuleze în x,. 

Rezultatele privitoare la intervalele de monotonie şi la punctele de 
extrem se trec într-un tablou cu trei linii: în prima linie se trec punctele 
care delimitează intervalele mulțimii E, punctele în care derivata nu există 
și punctele în care derivata se anulează. În linia a doua se trece semnul 
derivatei f’. În linia a treia se trec extremele funcției, şi se indică prin să- 
geți comportarea funcției („dacă este strict crescătoare şi wdacă este 
strict descrescătoare). 


Exemple. 1) Fie funcţia f(x) = e? — x definită pe R. 

Avem f'(x) = e? — | pentru orice  & R, Ecuația e” — 1 = 0 are soluţia x = 0. Inter- 
valele pe care derivata nu se anulează sînt (— co, 0) și (0, + co); pe primul interval avem f'(x) <0 
deoarece f'((— 1) =e — 1 <0; pe al doilea interval avem f'(x) > 0 deoarece f'(1) = 
= —1>0. 

Punctul 0 este punct de minim al funcției şi f(0) = e? = 1. Tabloul variației funcției este: 


x 0 


f Y m A 
(1) 


Deoarece minimul funcției este 1, rezultă că f(x) > 1 pentru orice x ER, adică e? — x > 1 
sau 


e >xyxt lL ER. 
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Atunci, cu atit mai mult 


e > x pentru orice xy € R. 


Acest rezultat a fost obținut anterior pe altă cale. 
2) Fie funcţia f(x) = In x — x definită pe (0, +). 


1 1 
Avem f'(x) = — — 1 pentru orice + > 0. Ecuația — — 1 = 0 are soluția y = 1. Inter- 
x% x% 
valele pe care derivata nu se anulează sînt (0, 1) şi (1, +0). Avem f'(x) > 0 pentru x € (0, 1), 
1 
deoarece f’ (z) = 1 > 0, şi f'(x) < 0 pentru x > 1 deoarece f'(2) = 3 —1 <0. 


Punctul 1 este un punct de maxim al funcției şi f(1) = lni — 1 = —1. Tabloul varia- 
tiei funcției este : 


x 0 | 
f + +0- — 
Du M 

S A (-) y 


Deoarece maximul funcției este —1, rezultă că f(x) < —1 pentru orice x > 0, adică 
ln x — x < —l, sau 


Insa —l, x > 0. 
Atunci cu atit mai mult 
In 4 < x pentru orice x >Q. 


Acest rezultat a fost obținut anterior prin logaritmarea inegalității e” > x, (x > 0). 


x? +l A 
3) f(x) = TI definită pe (— œ, 1) U (1, +æ). 
Avem 
, _ x2? — 2x — 1 
PU = a 


Ecuația x? — 2x — 1 = 0 are soluțiile x, = 1 + V2 şi za = 1 — V2; în aceste puncte, 
derivata se anulează. 


Avem f(1 + V2) = 2(1 + V2), fu — V2 = 21 — V3. 


Tabloul variației funcției este : 


x 1- VZ 1 1 + VZ 
f| + 0 - | = 0 + 


M m 
a 20-V3 vs, S 21+V2 A 
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2. Derivata a doua. Convexitate și concavitate. 
Puncte de inflexiune 
„Simpla cunoaștere a -faptului că o funcţie f este, de exemplu, strict 
crescătoare pe un interval J, nu este totdeauna suficientă 'pentru a ne da 
seama de forma graficului său. 


„De exemplu, funcția f(x) = Va definită pe [0, + oc) este strict cres- 
cătoare, însă acest fapt nu este suficient pentru a decide dacă graficul său 


4 


[| 
i 
l 
l 
| 
l 
| 
l 
l 
| 


A 
zio 


Fig. 99 Fig. 100 


are forma indicată cu linie continuă sau cea indicată cu li nie întrerupt 
în figura 99. 

O funcție derivabilă f: I > R poate fi strict crescătoare pe I în două 
moduri, după cum tangenta la grafic, în fiecare punct, se află sub grafic 
sau deasupra graficului (fig. 100). 

În primul caz graficul este o curbă convexă, iar în al doilea caz, o 


curbă concavă. 
De asemenea, funcția derivabilă f poate fi strict descrescătoare pe T 
în două moduri, după cum tan- 


II genta la grafic, în fiecare punct, 
se află sub grafic sau deasupra 
graficului (fig. 101). 

În primul caz, graficul este 
o curbă convexă, iar în al doilea 
caz, o curbă concavă. 

Vom da acum o definiție 
precisă a convexităţii şi concavi- 
tății și vom arăta că derivata a 
doua (dacă există) ne dă indica- 
Fig. 101 ţii precise în această privință. 
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Fie f o funcție derivabilă pe un interval I şi x un punct din T. 
Tangenta la graficul funcției în punctul Mo(xo, f(¥o)) are ecuația 


y = Pita) + f'(x% (x — xo). 
Funcția liniară 
F(x) = f(x) + f'(x) (x — xo) 


(definită pe R) are ca grafic tangenta MT (fig. 102). 
Spunem că tangenta MoT se află sub grafic dacă 


F(x) < f(x) pentru orice x & I 
ŞI că se află strict sub grafic dacă 
F(x) < f(x) pentru orice x Æ xp din 7. 
Spunem că tangenta se află deasupra graficului dacă 
F(x) > f(x) pentru orice x al 
şi că se află strict deasupra graficului dacă 
F(x) > f(x) pentru orice x = xp din I. 


Definiție. Funcţia f este convexă (respectiv strict convexă) 
pe intervalul 7, dacă tangenta dusă în orice punct al graficului se află sub 
grafic (respectiv strict sub grafic). 

Funcţia f este concavă (respectiv strict concavă) pe intervalul 7, 
dacă tangenta dusă în orice punct al graficului se află deasupra graficului 
(respectiv strict deasupra graficului). 


Spunem că graficul funcției f este o ,, , 
curbă convexă (strict convexă) sau concavă `` Pa 
(strict concavă) dacă funcția f are proprie- / 
tatea respectivă. 


Exemplu. O funcție liniară f(x) = ax + d 
are ca grafic o dreaptă. Ea este în acelaşi 
timp convexă şi concavă, deoarece tangenta 
într-un punct oarecare al graficului coincide 
cu graficul, deci se află în același timp sub 
grafic și deasupra graficului. 

Reciproc, dacă funcția f este şi convexă 
şi concavă pe J, atunci tangenta într-un punct 
oarecare al graficului coincide cu graficul, deci graficul este un segment de 
dreaptă şi deci funcția este liniară. 

Fie f o funcție derivabilă de două ori pe un interval I. 

Dacă funcția f este convexă pe I, derivata a doua f” este pozitivă pe I. 

Dacă funcția f este concavă pe I, derivata a doua f” este negativă pe I. 

Într-adevăr, să presupunem că f este convexă pe I şi să arătăm că 
derivata întîi f’ este crescătoare pe I, de unde va rezulta că derivata sa 
f” este pozitivă pe I. 


Fig. 102 
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Fie x, < x, două puncte oarecare din T. 
Ducînd tangenta la grafic în punctul M,(x., f(.)), avem : 


F(x) < f(x) pentru orice x & I, 


unde F(x) = f(x.) + f'(x) (x — x). | 
n particular, F,(x2) < f(x) adică 


(*) fler) + S’ (2) (ca — %1) < f(x). 
Ducînd tangenta la grafic în punctul M,(xa, f(%2)), avem de asemenea 
F(x) < f(x) pentru orice x & 7, 


unde Fa(x) = f(x) + f'(x) (x — xa. 
În particular, F(x) < f(x) adică 


(**) (xa) + S (ara) (%1 — %2) < f(x). 
Adunînd membru cu membru inegalitățile (*) şi (**) obținem : 


S (%1) (ta — a) + f'(x) (%1 


Xa) < 0 
sau 
(2) — F (%2) (x2 — 2) < 0 
şi deoarece x, — x> 0, rezultă f'(x) — f (2a) < 0 sau f(x) f'(x) 
adică derivata f’ este crescătoare pe I şi deci derivata a doua f” este pozi- 
tivă pe 1. 
În cazul cînd f este concavă, demonstraţia se face la fel. 


Observaţie. Dacă f. este strict convexă pe I nu rezultă că deri- 
vata a doua f” este strict pozitivă pe I. | 

Este posibil ca funcţia f să fie strict convexă şi derivata a doua f” 
să se anuleze în unele puncte. 


Exemplu. Funcţia f(x) = xt definită pe R este strict convexă pe R. Avem f'(x) = 44% 
şi f(x) = 12232, iar f''(0) = 0. 


Reciproc, avem însă următoarea 
Propoziţie. Fie fo funcție derivabilă de două ori pe intervalul 7. 


1) Dacă derivata a doua f” este pozitivă pe Z, funcția f este con- 
vexă pe T. 


Dacă derivata a doua f” este strict pozitivă pe Z, funcția f este strict 
convexă pe ]. 
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2) Dacă derivata a doua f” este negativă pe Z, functia f este con- 
cavă pe ]. 

Dacă derivata a doua f” este strict negativă pe Z, funcția f este 
strict concavă pe J. 


Fie x, un punct oarecare din I. Să scriem formula lui Taylor de ordi- 
nul întîi în punctul xo: 


Fix) = f(x) + (£ — tfl) + SI i /"(8), 


unde x & Z iar £ este cuprins între x şi xo. 
Să scriem şi funcția al cărei grafic este tangenta în punctul 
Mo(xo, f(%9)) la graficul funcției f: 


F(x) = f(xo) + (x — xof (0). 


Atunci, pentru orice x & I avem 


F(a) — f(a) = — SE pre). 
Deoarece (x — xo)? > O pentru orice x =Æ x din Z, semnul diferenței F(x) — 
— f(x) este contrar semnului lui f''(£). 

Dacă f” este pozitivă, avem f'(£) > 0 şi deci F(x) — f(x) < 0 sau 
F(x) < f(x) pentru orice x & I, adică funcția f este convexă. 

Dacă f” este strict pozitivă, avem f” (E) > O şi deci F(x) — f(x) < 0 
sau F(x) < f(x) pentru orice x s4 x din I, adică funcția f este strict con- 
Vexă. 

Dacă f” este negativă, avem f” (E)< O deci F(x) > f(x) pentru orice 
x & I, adică funcția f este concavă. 

Dacă f” este strict negativă, avem f” (E) < 0 si deci F(x) > f(x) pentru 
orice x =Æ %9 din I, adică f este strict concavă. 

Fie acum o funcție f definită pe o mulțime E care este o reuniune 
(finită sau infinită) de intervale. Vom presupune că funcția f este de două 
ori derivabilă pe E, cu excepția unei mulțimi finite sau numărabile de 
puncte din E. Mulțimea E” C E, pe care f este derivabilă de două ori, 
este, de asemenea, reuniune (finită sau infinită) de intervale. 

Din propoziția precedentă deducem că funcția f este strict convexä 
sau strict concavă pe acelaşi interval pe care derivata a doua păstrează 
acelaşi semn. Deoarece derivata a doua are, de asemenea, proprietatea 
lui Darboux, deducem că funcția f este strict convexă sau strict concavă 
pe acelaşi intervale pe care derivata a doua nu se anulează. 


22 — Analiza matematică, vol. 1 
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Rezultă astfel calea de urmat pentru determinarea intervalelor pe 
care funcția este strict concavă sau strict convexă : 

1) Se determină mulțimea E” C E pe care functia f este derivabilă 
de două ori, şi se calculează derivata a doua f” pe mulțimea E”. 

2) Se determină punctele din E” în care derivata a doua f” se anulează, 
adică se rezolvă ecuatia 


f(x) =0, xa E”. 


3) Se descompune mulțimea E în intervale disjuncte, astfel încît, pe 
nici un asemenea interval, derivata a doua f” să nu se mai anuleze. Aceste 
intervale pe care derivata a doua nu se mai anulează se obțin din intervalele 
mulțimii E pe care este definită funcția, împărțindu-le mai departe prin 
punctele în care funcția nu este de două ori derivabilă şi prin punctele în 
care derivata a doua se anulează (presupunînd că derivata a doua nu se 
anulează pe un întreg interval). 

4) Pe fiecare interval I pe care derivata a doua f” nu se mai anulează, 
ea păstrează același semn. Se determină semnul derivatei a doua pe între- 
gul interval I calculînd valoarea ei într-un singur punct din T. 

5) În funcție de semnul derivatei a doua pe un interval 7 se determină 


dacă funcţia f este strict convexă sau strict concavă : dacă f” are semnul +, 
f este strict convexă, iar dacă f” are semnul —, f este strict concavă. 


La tabloul în care se trec rezultatele privind intervalele de monoto- 
nie şi extremele unei funcții se mai adaugă o linie în care se trece semnul 
derivatei a doua. În prima linie trebuie trecute atunci şi valorile argumen- 
tului în care funcția nu este derivabilă de două ori, cum şi rădăcinile deri- 
vatei a doua. 


1 
Exemplu. Fie funcția f(x) = — definită pe R — {0}. 
x 


l 2 
Avem: f'(x) = — a şi f(x) = Za pentru orice 74 0 
x | -œ G + 00 
F 2- j -- 
f |0 N -o | +o N% 0 
f” - — | + + 


Pe intervalul (— co, 0) funcția este concavă, iar pe intervalul (0, +0) funcția este con- 
vexă. l 
În tablou am trecut și limitele funcției în punctele — œ şi +o: 


1 f 1 
lim — = 0 şi lim — =0, 
ya- X troo 4 


APLICAȚIILE DERIVATELOR LA STUDIUL RUNCŢIILOR 339 


cum şi limitele laterale în punctul 0: 


1 1 
lim — = — œ, lim — = +. 
x0 4 s0 7 
4<0 x>0 


Putem acum trasa graficul funcției (fig. 103). 


De mai multe ori s-a vorbit înainte despre puncte de inflexiune, şi 
anume cu ocazia definirii derivatelor infinite și cu ocazia determinării 


punctelor de extrem ale funcției cu ajuto- 7) 
rul valorilor derivatelor succesive într-un 
punct. 


Fie f o funcție definită pe un interval 
I şi x un punct tnterior al lui I. 


Definiţie. Se spune că punctul 
interior x, & I este punct de inilexiune al p7 
functiei f, dacă funcția are derivată (finită 
sau infinită) în punctul x, şi dacă funcția 
este convexă de o parte a lui x, și concavă 
de cealaltă parte a lui x. 


Dacă x, este punct de inflexiune al 
funcţiei, punctul Mo(0, f(9)) de pe grafic 
se numeşte punct de inflexiune al graficului. 

Geometric, a spune că M, este punct de inflexiune al graficului în- 
seamnă că graficul admite tangentă în punctul M, (paralelă sau neparalelă 
cu axa 0y) şi că de o parte a lui My graficul este o curbă convexă, iar de 
cealaită parte a lui M, graficul este o curbă concavă sau că de o parte a 
lui M, tangenta se află sub grafic, iar de cealaltă parte a lui M, tangenta 
se află deasupra graficului. 

Rezultă că tangenta dusă într-un punct de inflexiune al graficului 
traversează graficul, deoarece de o parte a lui M, tangenta se află sub grafic, 
iar de cealaltă parte a lui M, tangenta se află deasupra graficului. 
După ce s-au determinat intervalele pe care funcţia este strict con- 
vexă sau strict concavă rezultă şi punctele de inflexiune ale funcţiei : 

Fie f o funcție definită pe o mulțime E care este reuniune (finită sau 
infinită) de intervale, şi x un punct din întertorul unui interval al mulțimii 
E, astfel încît derivata f'(x) există (finită sau infinită). 

Dacă de o parte şi de alta a lui x, derivata a doua f” are semne dife- 
rite, atunci x este punct de inflexiune al funcției f. 


Fig. 103 
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Dacă derivata a doua are același semn de o parte şi de alta a lui x, 
atunci x nu este punct de inflexiune al funcției. 

Dacă într-un punct de inflexiune x, funcția este derivabilă de două 
ori, atunci avem în mod necesar f'(x) = 0. 

Într-adevăr, xo este punct de extrem al derivatei f', deci derivata f” 
a lui f' se anulează în x, conform teoremei lui Fermat. 

Observație. Dacă derivata a doua se anulează într-un punct 
X% nu rezultă că x, este punct de inflexiune. 


Exemplu. Fie funcţia f(x) = xt definită pe R. Avem f'(x) = 443 şi f(x) = 1242, iar 
f”) = 0, dar 0 nu este punct de inflexiune, ci punct de minim al funcției. 


Punctele de inflexiune în care derivata a doua se anulează se pot 
identifica fără a studia semnul derivatei a doua în jurul acestor puncte, 
ci semnul derivatelor succesive numai în aceste puncte: 


Propoziţie. Fie f o funcție derivabilă de ori într-un punet 
interior a al unui interval /. Dacă: 


f'(a) = 0, f” (a) = 0,..., fi" (a) =0, 
f(a) 20, n >3 
şi n este impar, atunci 4 este punct de inflexiune al îuneţiei. 
Să notăm %4 = f'; avem: 
h(a) = 0, h'(a) = 0,..., h”2 (a) = 0, hi b (a) 40, 
iar n — l este par, deci a este punct de extrem al funcției >, iar derivata 
sa %4’ are semne diferite de o parte şi de alta a lui a (dacă 4’ ar avea acelaşi 
semn de o parte şi de alta a lui a, atunci a n-ar mai fi punct de extrem 


pentru 4). Rezultă că f” = kW are semne diferite de o parte și de alta a lui 
a, deci a este punct de inflexiune al funcției f. 


Corolar. Dacă într-un punet interior a & I, avem 
f'(a) = 0, f'(a) = 0, f7 (a) 40, 
atunei 4 este punct de inîlexiune al funcției f. 


Exemplu. Fie funcția f(x) = x3. Avem f'(x) = 3x2, f(x) = 6x, f''(x) = 6. Deci, f'(0) = 0, 
f” (0) = 0, f” (0) = 6. Rezultă că 0 este punct de inflexiune al funcției f. 
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3. Asimptote 


Fie fo funcție definită pe o mulțime E care este reuniune (finită sau 
infinită) de intervale. 

În cazul cînd functia f este nemărginită, sau mulțimea E este nemăr- 
ginită, graficul funcției este o mulțime nemărginită de puncte din plan 
(în sensul că nu există nici un dreptunghi sau nici un cerc care să conțină 
graficul în întregime). 

Spunem în acest caz că graficul funcției are ramuri nemărginite. 

Dacă o ramură nemărginită a graficului se apropie necontenit (într-un 
sens care va fi precizat mai departe) de o anumită dreaptă, spunem că 
această dreaptă este asimptotă la graficul funcției. Pentru studiu, asimpto- 
tele se împart în două categorii: asimptote verticale (sau paralele cu axa 
Oy) şi asimptote oblice (sau neparalele cu axa 0y). 

a) Asimptote verticale. Asimptotele verticale se definesc 
pentru funcții nemărgimte chiar dacă sînt definite pe mulțimi mărginite. 

Dacă x este punctul de acumulare (finit) al mulțimii £ şi dacă cel 
puțin una din limitele laterale f(x — 0) și f(x + 0) există şi este infi- 
mită, spunem că dreapta 


xX = Xp, 


paralelă cu axa Oy, este asimptotă verticală la graficul funcției f. 

Evident, dacă x & E şi dacă funcția f este continuă în xp, atunci 
limitele laterale sînt egale “cu f(x), deci sînt finite. Așadar, asimptotele 
verticale trebuie căutate în punctele de discontinuitate ale funcției (mai 
precis în punctele de discontinuitate de speța a doua) şi în punctele de acu- 
mulare ale lui E care nu aparțin lui E (deci în care funcţia f nu este defi- 
nită). 

Exemple. 1) f(x) = = definită pe R — (0). Avem f(0 — 0) = — œ şi f(0 + 0) = +o, 


deci dreapta x = 0 (axa Oy) este asimptotă verticală a graficului. 


2) f(x) = tg definită pentru x = (2k + 2 , k întreg. Avem f (= — 0) = 


(7 . T , 
= + œ şi f (= + o) = — œ, deci dreapta y = z este asimptotă verticală a graficului. 


3) f(x) = In y definită pe (0, +00). Avem f(0 + 0) = — œ (limita la stînga în 0 nu are 
sens). Dreapta y = 0 (axa Oy) este asimptotă verticală a graficului. 


1 1 
4) f(x) = za > 0, definită pe (0, +00). Avem lim — = +œ (limita la stinga în 
ud 0 4% 
1>0 
0 nu are sens). Dreapta x = 0 (axa Oy) este asimptotă verticală a graficului. 
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-I 
| 7 dacă x = 1 
5) fim =l definită pe R. 
5 , dacă x= 1 
Avem f(1 — 0) = — œ şi f(1 + 0) = +œ. Funcţia f este definită în 1, dar este discon- 


tinuă în acest punct. Dreapta x = 1 este asimptotă verticală a graficului. 


l 
6) f(x) = TI definită pe intervalul (—1, 1). Dreptele x = —1 şi x = 1 sint asitnp- 


tote verticale ale graficului. Din acest exemplu se constată că funcţia poate avea asimptote 
verticale chiar dacă este definită pe o mulțime mărginită. 


Observaţie. Dacă dreapta x = x este asimptotă verticală la 
graficul funcției f, distanța dintre grafic şi asimptotă, măsurată pe orizon- 
tală, descrește necontenit cînd punctul de pe grafic se depărtează necon- 
tenit (cînd abscisa punctului de pe grafic se apropie de xp). 

b) Asimptote oblice. Asimptotele oblice se definesc pentru 
funcții definite pe mulțimi nemăreinite, chiar dacă funcţiile sînt mărginite, 

Dacă mulțimea E pe care este definită funcția este nemărginită la 
dreapta (nemajorată), atunci + oc este punct de acumulare al mulțimii 
E. În acest caz: 

Spunem că o dreaptă y = mx + n este asimptotă (oblică) la ramura 
spre + œ a graficului dacă 

lim (f(x) — mx — n] = Q. 

x= -+ 00 
În loc de „asimptotă la ramura spre + oo a graficului” vom spune, mai 
simplu, „asimptotă la +00”, 

Dacă mulțimea E este nemărginită la stînga (neminorată), atunci — o0 
este punct de acumulare al mulțimii E. În acest caz: 
~ Spunem că o dreaptă y = m'x + n' este asimptotă (oblică) la ramura 
spre —œ a graficului dacă 

lim [f(x) — mx —n']=0. 
În loc de „asimptotă la ramura spre —co a graficului” vom spune „asimp- 
totă la — o0”, 

Vom studia întîi asimptotele la +oo. Asimptotele la —oo se studiază 
la fel. 

____ Să presupunem deci că mulțimea E este nemajorată şi că dreapta 
y = mx + n este asimptotă la +20, adică 
lim [f(x) — mx — n] = 0. 


x= 4 o 
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2° Dacă există lim f(x) = a şi este finită, atunci dreapta y = a este 
x= + o 


asimptotă la -+oc, paralelă cu axa Ox (asimptotă orizontală). 
Într-adevăr, lim f(x) — a] = Q. 


3° Dacă lim Ra j nu există (nici finită, nici infinită), atunci graficul 
> + o 
funcției nu are asimptotă la +. 


| f(x) 
Să presupunem că există lim —— = 
tad-0 ¥ 


Dacă m =0, atunci f(x)— mx = f(x) şi deoarece lim f(x) nu există, nici 


-+-+ 0 
lim[f(x)— mx] nu există, deci graficul nu are asimptotă la -+ œ. 
ERT e) 
x 
Dacă m 74 0, atunci pentru x > 0 avem f(x) = fia) x şi deci ar exista lim f(x) = mœ, 
4% 3 + 00 


ceea ce contrazice ipoteza. 


Aşadar, o condiție necesară (dar nu suficientă) pentru ca graficul să 
aibă asimptotă la -+00 este să existe lim f(x) (finită sau infinită). În cazul 


= +0 
cînd această limită nu există, este inutil a mai căuta asimptotă la +oc, 
Din consideraţiile precedente rezultă calea de urmat pentru a vedea 
dacă există asimptotă la +09, iar în cazul cînd există, pentru a o determina : 
1) Se caută lim f(x). 
x=+ co 
Dacă există lim f(x) = a şi este fimită, atunci dreapta 
Fi + œ 


y =a este asimptotă la +00. 
Dacă există lim f(x) și este infinită, atunci: 
X- o 


2) Se caută lim a. 


x= 0 


Dacă există lim 2) 


3) Se caută im [A [ f(x) — mx]. 


Dacă există im [f(x) — mx] = şi este finită, atunci dreapta y = 


Zza + o 
= mă + n este asimptotă la +oo. 
Exemple. 1) f(x) = sin x definită pe R. Nu există lim sin x, deci graficul funcției nu are 


Z= + o 


= m şi este finită, atunci : 


asimptotă la + œ. 
2) f(x) = z2 definită pe R. Avem lim 7? = + œ, deci este posibil ca graficul să aibă 
x= + oo 
asimptotă la + œ şi atunci calculăm: 
x2 
lim Ia — lim — = lim x= +o. 
z=+o 7 ao X - zao 
Deoarece această limită este infinită, graficul nu are asimptotă la + œ. 
3) f(x) = In x definită pe (0, +œ}. 
Avem lim f(x) = lim lnx = +o. 


4 + % x + o 
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deci calculăm mai departe limita 


sto 7Y zo+o 7 
care este finită, deci calculăm mai departe limita 


lim [f(x) — mx] = lim ln 4 = + © 


2 + o x +00 
care este infinită, deci graficul nu are asimptotă la -- oœ. 


x+ 1 
4) f(x) = + i definită pe R — {1}. Avem 


Z% — 


deci dreapta y = 1 este asimptotă la + œ. 
5) f(x) = 2 Vx? — 1 definită pe (— œ, —1] U [1, + œ). 


Avem 


lim f(x) = lim 2V z? — 1 = +0, 


%= +0 zo+ o 


deci calculăm mai departe limita 


xX 2V x2? — 1 1 
m= lim L = iim Va] = lim 24/1- —=2 


xa+4o ¥ x= + o X x=+ o x 


care este finită, deci calculăm mai departe limita 


n = lim [f(+) — mx] = lim [2Va2— 1 — 27] = 


PARE E = 4 00 
, (Vx? — 1 — z7) (Vaz2 — 1+2) — ÍI 
= 2 lim ——— 2 li e a 
+ 0 Va +a zato Vai — 14 


Aşadar, dreapta y = 2y este asimptotă la -+ œ. 


Să presupunem că mulțimea E este neminorată. Făcînd considerații 
asemănătoare cu cele din cazul precedent, rezultă calea de urmat pentru a 
vedea dacă există asimptotă la —o0, iar în cazul cînd există, pentru a o 
calcula : 


l) Se caută lim f(x). 


I—=— % 


Dacă există lim f(x) = a şi este finită, dreapta y = a este asimptotă 


la =o. i 
Dacă există lim f(x) şi este infinită, atunci: 
f(z) 


2) Se caută lim —— 


X= — X 
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Dacă există lim 7% = m şi este finită, atunci: 
I——%9 % 
3) Se caută lim [f(x) — m'x]. 
z= — 
Dacă există lim [f(x) — m'x] = n’ şi este finită, atunci: 


dreapta y = m'x + n’ este asimptotă la —oo. 
Observații. Dacă nu există lim f(x), graficul funcției nu are 


asimptotă la — oe, 
f (4) 


Dacă există lim f(x) (finită sau infinită), dar lim ——nu există sau 
x>- 0 X — 0) X 
nu este finită, atunci graficul funcției nu are asimptotă la —oo. 
Dacă există lim f(x) (finită sau infinită) şi dacă există lim IA — m 
tm — o ta-o % 


şi este finită, dar | lim [ f(x) — mx] nu există sau este infinită, atunci graficul 


funcției nu are asimptotă la —oo. 
Exemple. 1) f(x) = tg x, definită pe R. Nu există lim tg x, deci graficul nu are asim- 


XI—— N 
ptotă la — œ. 
2) f(x) = x? definită pe R. Avem lim z? = +œ, deci calculăm mai departe limita 
X— — 9 
x x? 
za—9 7% Ie- X = — 


care este infinită, deci graficul nu are asimptotă la — œ, 
3) f(x) = In |x| definită pe R — {0}. Avem lim ln |x| = +œ, deci calculăm mai 
2 — o 


departe limita 


care este finită, deci caiculăm mai departe limita 


lim (f(z) — mx] = lim in |x| = +œ 
x= — o La — 0 
care este infinită, deci graficul nu are asimptotă la — œ. 
4) f(x) = 2 Va — 1 definită pe (—œ, —1]U [1, +00). 
Avem 
lim f(x) = lim 2Vai—1=+4o, 


== o La — 0 


x x? — 1 
m' = lim Ha a lim Ve 1 g lim 


x — % X= = 00 ă 4 — O -Vz x- — 0 g? 
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N N m 


care este finită, deci calculăm mai departe limita 


—l1 


n’ = lim [fl — mx] = 2 lim [V x? — 1 + x] = 2 lim -m = À, 
lim ) ) lim [V xz—— V yz — l- x 
care este finită, deci dreapta y = —2 este asimptotă la — œ. 


5) f(x) = e* definită pe R. Avem 


lim e” = 0, 
X — 0% 


deci dreapta y = 0 este asimptotă la — œ. 


4. Reprezentarea grafică a funcțiilor 


Cercetările întreprinse în cadrul acestui paragraf sînt suficiente pentru 
a putea trasa graficul unei funcții care admite derivată de ordinul doi în 
toate punctele sau cu excepția unei mulțimi numărabile de puncte. De cele 
mai multe ori se pune problema trasării graficului unei functii elementare. 
În acest scop se procedează pe etape în modul următor : 


I Domeniul de definiție. 1) Dacă domeniul de defi- 
niție a unei funcții elementare nu este specificat, se subînțelege că este do- 
meniul maxim de definiție, format din toate punctele pentru care opera- 
țiile au sens. Se determină acest domeniu maxim de definiție. 

2) Se calculează f(0) dacă funcția este definită în 0. În punctul (0, f(0)) 
graficul taie axa Oy. 

3) Se rezolvă f(x) = 0. Soluţiile acestei ecuaţii, dacă există, reprezintă 
abscisele punctelor în care graficul taie axa Ox. 

4) Dacă domeniul de definiție este nemajorat, se cercetează lim f(x), 


tat o 


iar dacă domeniul de definiție este neminorat, se cercetează lim f(x). 

II) Derivata întîi. 1) Se determină mulțimea E' CE pe care 
funcția f este derivabilă și se calculează derivata întîi f’. 

2) Se rezolvă ecuația f'(x) = 0. Rădăcinile derivatei întîi pot fi puncte 
de extrem ale funcției. 

3) Se determină intervalele pe care derivata întîi păstrează același 
semn și se determină semnul derivatei întîi pe aceste intervale. 


III) Derivataa doua. 1) Se determină mulțimea E” C E’ 
pe care funcția este derivabilă de două ori ; se calculează derivata a doua f”. 
2) Se rezolvă ecuația f''(x) = 0. Rădăcinile derivatei a doua pot fi 
puncte de inflexiune. 
„i 8) Se determină intervalele pe care derivata a doua păstrează acelaşi 
semn și se determină semnul derivatei a doua pe aceste intervale. 


IV) Asimptotele. 1) Se cercetează dacă există asimptote ver- 
ticale şi, dacă există, se calculează aceste asimptote. 
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2) Se cercetează dacă există asimptote oblice și, dacă există, se cal- 
culează aceste asimptote. 


V) Tabloul. Rezultatele obținute anterior se trec, pentru sistema- 
tizare, într-un tablou cu linii orizontale. 


1) În linia întîi se trec valorile remarcabile ale argumentului, obținute 
anterior (rădăcinile funcției, derivatei întîi și derivatei a doua, punctele în 
care funcția şi derivatele nu sînt definite, extremităţile intervalelor pe care 
funcția este detinită etc.). Dacă domeniul de definiție este nemărginit, se 
trec şi punctele + oo şi —oe, 

2) În linia a doua se trec rezultatele privind derivata întîi ; se trage 
o linie verticală în dreptul punctelor în care funcția este definită, dar deri- 
vata întîi nu este definită; de o parte și de alta a acestei linii se scriu 
limitele laterale ale derivatei întîi, dacă există. Se scrie 0 în dreptul rădăci- 
nilor derivatei și se trece semnul derivatei. 


3) În linia a treia se trec valorile funcției în dreptul valorilor argu- 
mentului din linia întîi. Se marchează cu săgeți creșterea sau descreșterea 
funcției. Se trage o linie verticală, în dreaptul punctelor în care funcția nu 
este definită. De o parte şi de alta a acestei linii se trec, dacă există, limi- 
tele laterale ale funcţiei. 


În dreptul lui + oo şi — co se trec limitele funcţiei în aceste puncte. 
Se marchează cu literele m, M şi t, respectiv, punctele de minim, de maxim 
și de inflexiune ale funcției. 


4) În linia a patra se trec rezultatele privind derivata a doua ; se trage 
o linie verticală în dreptul punctelor în care f sau derivata întîi f' este 
definită, dar derivata a doua nu este definită. Se scrie 0 în dreptul rădăcini- 
lor derivatei a doua. Se trece semnul derivatei a doua. 


VI) Graficul. Rezultatele sistematizate în tablou permit trasa- 
rea graficului funcției pe o bucată de hîrtie pe care s-a desenat un sistem 


de axe ortogonale Ox şi Oy. Se trasează întîi asimptotele. Se trec apoi punctele 
(x, f(x)) care rezultă din tablou. În punctele de extrem ale graficului se tra- 
sează un mic segment de dreaptă orizontal. În punctele de inflexiune ale 
graficului se trasează o porțiune din tangenta la grafic în acest punct. Se 
unesc apoi punctele printr-o linie, ținînd seama de indicațiile din tablou 
privind creşterea sau descreşterea, cum şi convexitatea sau concavitatea 
funcţiei. Linia astfel obținută ne dă forma graficului funcției. 


x -- 1 
Exemplu. f(x) = y 


3 —] 


x4- 1 


x— i 


I) Domeniul de definiție. Se pune condiția ca > 0 şica x — 1 #0. 


Se obține domeniul (— œ, —1] U (L +æ). 
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În punctul 0 funcţia nu este definită, deci graficul nu taie axa Oy. Rădăcinile funcţiei: —l. 


x+ 1l | ri | x+l 
lim — = l, lim — =], lim = + o0. 
ta-o x— 1 i+ r— |! al x — i 


l x — I 
II) Derivata intii. f(x) = — ————— \/ 
(2 —1p Vx+1 
definită pe (— œ, —1) U (1, +). Pe această mulțime derivata f’ nu se anulează. Sem- 
nul derivatei întîi este — în ambele intervale. Avem lim f'(x) = — co, 
xl 


x — 1 2x? + 3x1 
III) Derivata a doua. f") = \, — ——————— 
i a A+ l (x — 1)3 


definită pe (— œ, —1)U(1,+ œ). 
Derivata a doua nu se anulează pe această mulțime. 
Semnul derivatei a doua este — pe primul interval şi + pe al doilea interval. 


IV) Asimptotele. Deoarece lim f(x) = +œ, dreapta y = 1 este asimptotă ver- 
x=l 


ticală. 
Deoarece lim f(x) = 0, dreapta + = —1 nu este asimptotă verticală. 
x=—] 


Asimptotele oblice au rezultat la punctul I: dreapta y == 1 este asimptotă atit la -+ o0 
cît şi la — o. 


V) Tabloul. 
d | —%9 — I l + 00 
f - — -Q -x — 
f | N 0 A am N | 
f” = — + + 


VI) Graficul. 


= 


l 
l 
i 
l 
l 
| 
| 
| 
| 
l 


— e —— - 
-— =o în ——-_-——— — a 
— — — e e — a. 


| 
b 
| 
l 
l 
| 
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Atunci 
. Ja) — ' 
lim a(x) = jim Ao) — f'(x) = 0 = a(x), 
XX9 4o X — Xo 
deci funcția « este continuă în punctul x, și nulă în acest punct. 


Din definiția funcției œ, rezultă că pentru yx = xp avem 


F(x) — F(x) = f'(x) (x — Xo) + alx) (x — xo) 


şi această egalitate este adevărată şi pentru x = xp, deci funcția f este 
diferențiabilă în punctul xo. ` 


Observații. 1° Din demonstrația acestei propoziții, rezultă că 
funcția f este diferențiabilă în punctul x, dacă şi numai dacă avem 


fix) — F(x) = f'(x) (x — xo) + a(x)(x — xo), xel, 
unde lim a(x) = 0 şi a(x) = 0. Funcţia a este perfect determinată de 


această egalitate în toate punctele x = xp din I. 

2° Propoziția precedentă afirmă că noțiunile de derivabilitate şi de 
diferențiabilitate sînt echivalente, în sensul că dacă funcția are una din 
aceste proprietăţi, atunci are şi cealaltă proprietate. 

3° Din egalitatea prin care se definește diferențiabilitatea rezultă 


fl) = fie) + f'(xo)(x — Xo) + a(z)(z — xo), x Sl. 
Această egalitate este tocmai formula lui Taylor de ordinul întîi. 
Egalitatea 
f(x) — F(x) = f (2o) (4 — xo) + a(x)(x — xo), x&l, 
se scrie de asemenea 
Jx) — f(x = [S (xo) + a(x) (x — xo), xal 


și avem lim [f'(x )+al(x)] = f'(x). Aceasta înseamnă că, pentru valori 
Xa 
ale argumentului suficient de apropiate de xp, avem 


Foo) + a (3) = f'(x) 


ȘI deci 
F(x) — F(x) = f'(x) (x — x0), = Xo, xal. 
Așadar, creşterea f(x) — f(xo) a funcției se poate aproxima cu produsul 
f'(x) (x — xo) dintre derivata în x, şi creșterea x — x a argumentului 


(pentru creşteri ale argumentului suficient de mici). 
Să notăm cu / creșterea de la x, la x a argumentului, k = x — ze. 
Atunci x = ¥% + A, şi deci, pentru / suficient de mic, 


Fo + h) — flo) = f'(xo)h, x+h&l. 
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Această relație este foarte utilă, deoarece în loc să calculăm valorile func- 
ției în punctele xo şi o + > din I pentru a afla creşterea funcției, această 
creştere se poate obține mai uşor, dar cu aproximaţie, făcînd produsul f'(xo)h, 
care este o funcţie liniară în A. 

Să observăm că în această relație trebuie să avem atît x, & J, cît și 
Xo+ hel, pentru a putea scrie diferența f(*o + A) — f(xo), dar 
produsul f'(x )h are sens oricare ar fi 4 & R 


Definiție. Funcția liniară / — f'(x )h definită pentru orice 4 & R 
se numește diferenţiala functiei f în punctul x, şi se notează df(xo): 


df(xo) (4) = F (xo)h. 
Relația de aproximație se scrie atunci 


flo + 4) — flo) = Afla) (h), to + he. 

Trebuie observat că, în timp ce derivata funcției f în punctul x, este 

un număr, f'(xo), diferenţiala funcţiei f în punctul x, este o funcție liniară, 
h > f' (0), definită pentru orice $ & R. 

Deoarece diferenţiala df(xg) este o funcție, ea are un grafic, care este 

o dreaptă ce trece prin origine şi are coeficientul unghiular tg x= f'(x) 

deci este paralelă cu tangenta la graficul funcției f (în punctul Me (Xo f(20)) 


„| 


Ff tth) -7 (2) 


Fig. 105 


(fig. 105). De aici rezultă și interpretarea geometrică a diferențialei. Avem 
MN = f(x + h) — f(x), NP = df(xo)(h). Relaţia de aproximaţie 


Fo + A) — flo) = df(xo) (A), xo+hsl, 


exprimă faptul că segmentul PM poate fi făcut oricît de mic, dacă se ia 
creşterea A suficient de mică. 
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Diferențiala funcției într-un punct oarecare za] este 
dft) (4) = f'(x) - h, haR. 
Pentru funcția identică ọ(x) = x definită pe R, avem ọ'(x) = 1, deci dife- 
rențiala sa dọ(x,) verifică egalitatea 
do(x0) (h) =À, haR. 


Pentru orice x & I avem dọ(x) (A) = h, h & I, deci de(2) = de(xe). 
Atunci 


If (xe) (A) f (žo)A = f'(xo), oricare ar fi A = 0, 


de(ze) h 
deci 


df(xo) , 
—— = Xal. 
delz) (xo) 


Derivata f'(x) este egală deci cu raportul constant dintre diferenţiala 
sa df(xo) şi diferenţiala funcției identice, dọ(xo). 
Pentru un punct arbitrar x & I avem atunci 


df(x) , 
—— = f(x). 
dọ(7), fx) 


Pentru diferenţiala funcției identice ọ(x) = x se foloseşte notația dx, 
astfel încît 


LA = f'(x). 


Se justifică astfel una din notațiile derivatei, specificată la începutul 
capitolului. 

Diferențiala dx a funcției identice se numeşte, mai simplu, diferenţiala 
lui x. Uneori se întrebuințează și denumirea „diferenţiala variabilei indepen- 
dente”, dar această denumire este improprie, deoarece noțiunea de diferen- 
țială se referă numai la functii. 

Din ultima egalitate se deduce 


afix) = f(x)dx, 


adică diferenţiala funcției f este egală cu produsul dintre derivata sa şi dife- 
rențiala lui x. 

Trebuie observat că pentru o valoare fixată x a argumentului, avem 
dx(h) = h, oricare ar fi h S R. 


Exemple. |) Pentru f(x) = sin x, x € R avem 


df(x) = d sin x = cos x dx. 


23 — Analiza matematică, vel. I 
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2) d In x = Ż dx. 
% 


3) dë = e dx. 

l dx 
1 + z? 
5) d(x? + 3) = 2xdx. 


Regulile demonstrate anterior pentru derivate se păstrează şi pentru dife- 
rențiale : 


d(u + v) = du + dy; d(u — v) = du — dy; 
d(«u) = adu; 
d(uv) = v du + udv ; 


d” ntt, 


4) d arctg x = 


v v? 


unde 4 şi v sînt funcții derivabile. 


prenpų. y al til Dă D= bă 
x— 1] (x — 1)2 


(x — 1) dz — (x + l) dx, "— 2dy 


Cmte O T L, E y 


2) d sin x cos x = cos x d sin x + sin x d cos x = 


= cos 4 - cos dz + sin 4(—sin +)d+ = cos?4da — sin?rdx = (cos?y — sin?x) dx. 


2. Diferenţiala funcţiilor compuse 
Fie două funcţii derivabile u: I > J şi e: J > R şi funcția compusă 
f=gou:I—R: 
f(x) = ẹ(u(x)), xl. 

Funcţia f este de asemenea derivabilă. Diferenţiala sa este 

df(x) = f'(x)dx = p'(u(3))u (x)dx 
sau 

dle(u(«))] = p'(u(x)) - w'(x)dx. 
Dar 

u'(xjdx = du(x), 
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deci 


d[e(4(2))] = g'(u(x))du(x). 


Dacă nu se mai pune în evidență argumentul x, atunci ultima egalitate se 
scrie 


de(u) = ọ'(u)du. 


Trebuie observat că în această egalitate u este o funcție, dar că egali- 
tatea are aceeaşi formă ca şi cînd u ar fi argumentul funcției ọ. 


În exemplele următoare, 4 este o funcție derivabilă : 


1 


1) du = nu”-~ du; 7) d arc sin u = —— du ; 
V1i—u 
— 1 . —— 1 b 
2) d Vu = zyz t; 8) d arc cos u = yra 
3) d sin u = cos udu; 9) d arc tg u =. l -du ; 
(2A 
4) d cos u = — sin u du; 10) d arc ctg u = — — du; 
u? 
5) d tg u = du; 11) d In u = 4 du ; 
cos? 4 u 
6) d ctg u = ——— du; 12) de* = e" du. 
sin? u 


3. Diferenţiale de ordin superior 


Fie funcția f:I > R şi xl. 


Spunem că functia f este hferentiabilă de două ori în punctul x, dacă 
este derivabilă într-o vecinătate V a lui xo și dacă derivata f' este diferențiabilă 
în Xo 

Aceasta revine la a spune că f este derivabilă de două ori în e. 


Diferențiala de ordinul doi în x, se notează d?f(x,) şi se defineşte prin 
egalitatea 


df(xo) = f” (xo)d2. 


În mod analog, spunem că f este diferențiabilă de n ori în punctul xe, 
dacă are derivată de ordinul n — 1 într-o vecinătate a lui x, şi dacă derti- 
vata f(””) este diferențiabilă în xo. 

Aceasta revine la a spune că f este derivabilă de n ori în e. 
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Diferențiala de ordinul n în x, se notează d”f(%,) şi se defineşte prin 
egalitatea 


Afara) = f” (xo)dx". 


Diferențiala de ordinul n în Xo este o funcție de argumentul dx; mai 
precis, este un polinom de gradul în dx. 


§ 9. Aplicațiile derivatei în fizică 


Mărimile fizice se schimbă cu timpul (variază în timp). O asemenea 
mărime fizică se descrie în matematică printr-o funcție f(?), unde argumen- 
tul £ semnifică timpul, iar valorile f(z) ale funcției reprezintă măsura mărimii 
respective, la momentele tł. De cele mai multe ori este convenabil să utili- 
zăm ecuația y = f(î), unde y semnifică măsura mărimii respective. Este 
important adesea să se cunoască „viteza de variație” a unei mărimi, care 

Yvo yve ee yv o vo eo v v a E df e A 
este o nouă mărime fizică şi a cărei măsură este derivata FF a funcției f în 
Li 


raport cu timpul. 


1. Viteza în mişcarea rectilinie 


Să considerăm un mobil M în mişcare rectilinie (v. fig. 75). Dacă ale- 
gem un punct de referință O, un sens pozitiv de parcurgere pe dreapta pe 
care se mișcă mobilul şi un moment inițial £ = 0, abscisa s a mobilului M 
la un moment / este dată de o ecuație 


s = fl) 


numită legea de mişcare a mobilului. 

s are semnificația „spațiului parcurs de mobil” din momentul inițial 
pînä la momentul ż. 

La începutul capitolului, s-a definit viteza v(t) a mobilului la un 
moment $, ca fiind limita 


jim PP — fo) =i — uta). 


th t-— 
Aşadar 
v(to) = f'(to) 
adică, viteza în miscarea rectilinie este derivata spatiului în raport cu timpul. 
ds 


În scris: v = s = 2. 
dt 
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Dacă viteza este constantă spunem că mişcarea este uniformă. Mişca- 
vea mobilului este uniformă dacă și numai dacă legea de mișcare este de forma 
s= + Bl, BER. 

ntr-adevăr, dacă s = «t + f atunci v = s’ = a = ct.; reciproc, dacă 
viteza este constantă, v = «a = ct., adică s’ = «, atunci s = at + B. 

În particular, dacă viteza este nulă, v = 0, atunci legea de mişcare 
este s = B = ct., adică mobilul nu se mişcă. Reciproc, dacă mobilul nu se 
mișcă, avem s = B = ct., deci v = s’ = Q. 

Viteza este pozitivă, dacă şi numai dacă mobilul se mișcă în sensul 
pozitiv al axei. 

Într-adevăr, v > 0 dacă şi numai dacă funcția f(t) este crescătoare. 

Aceasta înseamnă că dacă î, < t atunci f(t) < f(t), deci mobilul se 
mișcă de la s, = f(t) la sa = f(t) în sensul pozitiv al axei. In mod ase- 
mănător : 

Viteza este negativă, dacă și numai dacă mobilul se mişcă în sensul nega- 
tiv al axei. 

Dacă v(t) = O și dacă înainte de to și după to viteza are semne diferite, 
atunci în momentul t mobilul își schimbă sensul mişcării (în acest moment 
mobilul „se întoarce”). 

Dacă v(/,) = 0 şi dacă viteza are acelaşi semn înainte și după żẹ mobilul 
are un moment de oprire în punctul sọ = f(t) după care își continuă mişcarea 
în același sens ca și mai înainte. 


2. Acceleraţia în mişcarea rectilinie 


„Viteza de variaţie” a vitezei v cu care se mişcă mobilul se numește 
acceleratie. Aşadar: 

Accelerația în mişcarea rectilinie este derivata vitezei în raport cu timpul 
sau derivata a doua a spațiului în raport cu timpul. 

Pentru accelerație folosim litera a: 


Dacă acceleraţia este constantă, spunem că mișcarea este uniform accelerată. 
Mişcarea mobili este umform accelerată dacă şi numai dacă legea de 
mişcare este de forma s = at? + Bt + y. 
Într-adevăr, dacă accelerația este constantă a = A, atunci v = At +8 


şi deci s == AË + BE + y. 


Reciproc, dacă s = at? -+ Bi + y, atunci v = 2at + ß, deci a = 2a = ct. 
Mişcarea mobilului este uniformă dacă şi numai dacă accelerația 
este nulă. 
= În adevăr, mișcarea este uniformă, s = at + f, dacă şi numai dacă 
viteza este constantă, v = a = ct., deci dacă şi numai dacă? accejeraţia este 
nulă, a=v al. ~ 
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Un exemplu important de mișcare uniform accelerată este căderea 
corpurilor în vid, în care legea de mișcare este : 


| 
s = — ph. 
> È 


Accelerația mișcării este egală cu accelerația gravitației g. 


3. Viteza şi accelerația unghiulară 


Să considerăm un mobil M care”se mișcă pe o traiectorie circulară 
(fig. 106). Poziţia mobilului în fiecare moment ? este perfect determinată 
de unghiul la centru « format de raza OM cu o dreaptă fixă OA, măsurat 
în sens trigonometric. Așadar, mişcarea 
YA mobilului este dată de o ecuație a = f(?). 
Unghiul la centru descris de mobil, 
în intervalul de timp dintre un moment to 
şi un alt moment £, este f(t) — f(to). 
Raportul 
FU) — S(t) 


i — to 
se numeşte viteza unghiulară medie a mo- 
bilului în intervalul de timp de la £, la ż. 
Limita 


AO — fl 
Fig. 106. tim Ata = f'(to) 
— to 

(dacă există şi este finită) se numeşte viteza unghiulară a mobilului în mo- 
mentul 7. Aşadar: 

Viteza unghiulară în mişcarea circulară este derivata unghiului la centru, 
în raport cu timpul. 5 

Dacă viteza unghiulară este constantă, spunem că mişcarea circulară 
este uniformă. 

Derivata a doua a unghiului la centru într-o miscare circulară se numește 
accelerație unghiulară. 

Mişcarea circulară este uniformă dacă şi numai dacă accelerația unghiu- 
lară este nulă. 


4. Debitul unui lichid 


Să considerăm un lichid în scurgere printr-un tub. Să notăm cu Q(4) 
cantitatea de lichid care trece printr-o secțiune a tubului, în intervalul de 
timp £, începînd de la un anumit moment de referință, pe care-l notăm cu 0. 
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Diferența Q(t) — Q(t) exprimă cantitatea de lichid scursă între momen- 
tele tọ şi £. 

Dacă în intervale de timp egale se scurg cantități de lichid egale, se 
spune că scurgerea lichidului are debit constant. 

În acest caz se numeşte debit cantitatea de lichid scursă în unitatea 
de timp. 

Dacă debitul lichidului nu este constant, considerăm debitul mediu 


Q) — 9(?0) 
i — t 


în intervalul de timp dela î la £. Limita 
lim 9 L69 = O'(4 
tt t — lo g ( o) 
se numeşte debitul scurgerii lichidului în momentul ż,. Asadar: 
Debitul este derivata cantității de lichid în raport cu timpul. 


5, Intensitatea curentului electric 


Un curent electric care trece printr-un conductor se poate asemui cu 
un lichid în scurgere printr-o conductă. Putem vorbi şi în acest caz de canti- 
tatea de electricitate Q(£) scursă prin conductor într-un timp £, începînd de 
la un anumit moment de referință. 

Putem vorbi de asemenea de debitul de electricitate. Debitul de elec- 
tricitate se numește intensitatea curentului electric. Aşadar: 


Intensitatea curentului electric este derivata cantității de electricitate 
în raport cu timpul. 


6. Densitatea unei repartiții liniare de masă 


Problema definirii densității unei bare liniare a fost pusă, la începu- 
tul acestui capitol, ca una din problemele ce conduc la noțiunea de de- 
rivată : 

Densitatea unei repartiții liniare de masă este derivata masei în raport 
cu lungimea. 


Capitolul VII 
INTEGRAREA 


§ 1. Mulţimi măsurabile în sensul lui Jordan 


1. Mulţimi pe dreaptă măsurabile Jordan 


Vom nota cu : clasa mulțimilor care sînt reuniuni finite de intervale 
mărginite (închise, deschise sau semideschise). Se verifică imediat că P are 
următoarele proprietăți : 

]) Reuniunea a două sau mai multe mulțimi (în număr finit) din P es- 
te tot o mulțime din P. 

2) Diferența a două mulțimi din P este tot o mulțime din P. 

(Într-adevăr, se observă că diferenţa a două intervale este vidă, un 
interval, sau o reuniune de două intervale.) 

Clasa P a reuniunilor finite de intervale mărginite este un clan*. 
Să observăm că orice mulțime P a p se poate pune sub forma reuniunii 


* Fie E o mulțime. O clasă x nevidă de părți ale lui E se numeşte clan, dacă reu- 
iunea A U B şi diferența A — B a două mulțimi A și B din x aparțin lui x. Rezultă 
atunci că intersecţia A N B a două mulțimi 4, BE x aparţine lui x deoarece 4 fì B = 
== A — (A — B). Prin inducţie completă se arată că reuniunea și intersecția unei familii finite 
de părţi din x aparțin lui x. 

O funcţie m: X —» X definită pe un clan X% cu valori într-un spaţiu vectorial X se 
numeşte funcție aditivă de mulțime, dacă A, B €x şi AN B =Ø implică m(4 U B) = 
= m(4) + m(B). Funcţiile aditive de mulţime se numesc măsuri aditive sau, mai simplu, măsuri. 

O măsură u:X— R cu valori reale se numeşte măsură reală; dacă în plus u(4) >90 
pentru orice A EX, u se numește măsură pozitivă. Din definiția măsurii rezultă următoarele 


n n 
proprietăţi: (i) m U 4; = Un (45), dacă mulțimile 4; 'sînt disjuncte două cite două. 
j=] f=] 
(ii) m(A — B) = m(4) — m( B), dacă B C A(m este substractivă). 
O măsură pozitivă u are în plus următoarele proprietăți: 
(232) u(4) -< (B), dacă A C B (u este crescătoare). 


îmi $=l 


”# n 
(qiu) eiL 4 < `> u(4;), oricare ar fi mulțimile 4; din % (u este subaditivă). 
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unei familii (Z )ı<i<n de intervale care n-au în comun, două cîte două, decît 
cel mult o extremitate. Dacă notăm cu m(I) lungimea unui interval, se 
defineşte măsura sau lungimea m(P) a mulțimii P din P prin egalitatea 


m(P) =} m). 

Se demonstrează că m(P) nu depinde de familia (I;)icicn de inter- 
vale care n-au în comun decît cel mult extremități şi a căror reuniune 
este P, ci depinde numai de P. 

Funcția reală m :(D —> R definită pe clanul 2 al reuniunilor finite 
de intervale mărginite, are următoarele proprietăți: 


1) m(P) > 0, oricare ar fi Pa; 
2) m(P U Q) = m(P) + m(Q), dacă P NQ = 9. 


Lungimea m este o măsură aditivă pe clasa P. 
Rezultă atunci că măsura m are, încă, următoarele proporietăți : 


3) m(Q — P) = m(Q) — m(P), dacă PC Q; 
4) m(P) < m(Q), dacă PC Q; 
5) m(P U Q) < m(P) + m(0), oricare ar fi P, Qa P. 


Vom căuta acum să extindem noțiunea de lungime (sau măsură) de 
la clasa P la o clasă mai largă de mulțimi de pe dreaptă, pe care le 
vom numi mulțimi măsurabile în sensul lut Jordan, sau, mai simplu, mul- 
Himi măsurabile Jordan. Vom arăta că această clasă de mulțimi este tot 
un clan şi că, pe acest clan, lungimea păstrează proprietățile sale fundamen- 
tale de a fi pozitivă şi aditivă. 

Vom defini mai întîi, pentru orice mulțime mărginită, o lungime 
interioară şi o lungime exterioară. 

Fie A C R o mulțime mărginită oarecare. 

Există totdeauna reuniuni de intervale P C A (eventual P = Ø sau 
P format dintr-un singur punct) şi reuniuni deintervale Q D A, care 
acoperă pe. A. 

Oricare ar fi reuniunea de intervale PCA şi reuniunea de inter- 
vale Q D A, avem P C Q, deci m(P) < m(0). Să notăm 


m;( 4) = sup m(P), m (A) = inf m(0Q). 
„PCA ODA 
Numerele m,(A) şi m, (A) se numesc, respectiv, măsura (sau lungi- 


mea) interioară şi măsura (sau lungimea) exterioară — în sensul lui Jordan 
— a lui A, şi avem 


m(P) < m; (4) < mA) < mQ) 
oricare ar fi mulțimile P ṣi Q din P astfel ca PCACO. 
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Definiție. Spunem că o mulțime mărginită A are lungime, sau 
este măsurabilă Jordan, dacă măsura interioară şi măsura exterioară sînt 
egale : 

m(4) = mA). 

Dacă A este măsurabilă, valoarea comună a măsurii interioare și a 
măsurii exterioare se numește măsura Jordan (sau lungimea) mulțimii A 
şi se notează m(4): 

m(A) = m(4) = mA). 


Urmează că dacă A este măsurabilă, avem m(P) < m(A4) < m(Q) oricare 
ar fi reuniunile de intervale P şi Q din p, astfel ca PC ACQ. Rezultă 
de asemenea că m(A) > 0. 

Dacă A este o reuniune finită de intervale mărginite, din P, putem 
lua în particular P = A şi Q = A şi atunci 


mi(A) = sup m(P) = m(4) şi mA) = inf m(0) = m(4), 


deci m,( A) = m,(A4) = m(4), adică reuniunile finite de intervale mărginite 
sînt măsurabile, iar măsura lor, considerate ca mulțimi măsurabile, este 
egală cu lungimea lor definită anterior. 

Clasa A a mulțimilor măsurabile conține deci clasa P. Vom arăta 
că M este un clan și că măsura m este aditivă pe M. 

Observaţie. Măsura interioară a unei mulțimi poate fi diferită 
de măsura sa exterioară. 

Exemplu. Fie A mulțimea punctelor raționale din intervalul [0, 1]. 
Mulțimea A nu are nici un punct interior, deci singurele intervale con- 
ținute în A sînt punctele. Urmează că orice reuniune finită de intervale 
PC A este o mulțime finită de puncte, deci are lungimi nule şi deci 


m (A) = sup m(P) = 0. 


Orice reuniune finită de intervale QD A conține intervalul [0,1], deci 
m(Q) > m([0,1]) = 1 şi deci m,(4) = inf m(Q) = 1. 
QDA 


Avem deci m;(4) < m,(4). Mulțimea A nu este măsurabilă Jordan. 
Această mulțime nu are lungime, în sensul definiției de mai sus. 

Vom da acum unele criterii de măsurabilitate; enunțurile acestor 
criterii pot fi luate ca definiţii ale măsurabilității, echivalente cu definiția 
de mai sus, 


Propoziția 1. O mulţime mărginită 4 C R este măsurabilă 
Jordan, dacă şi numai dacă pentru orice număr s> 0 există o reuniune 
finită de intervale mărginite P, C A işi o reuniune finită de intervale măr- 
ginite 0, D A astfel ea 

m(Q.) a m(P,) < E. 
Să presupunem întîi că A este măsurabilă, deci 
m(A4) = sup m(P) = inf m(Q). 
PCA ODA 


MULȚIMI MĂSURABILE ÎN SENSUL LUI JORDAN 363 


e > 0. Există două reuniuni finite de intervale; P, și Q. din P astfel 
ca P, CA CO. şi 


m(4) < m(P.) + = 


m(Q.) < ma) + = 
Adunînd membru cu membru aceste inegalităţi, obținem 


m(Q.) < m(P,) +e, 
adică 
m(Q.) — mP.) < e, 
Reciproc, să presupunem că pentru fiecare s > 0 există două. reuniuni finite 


P. şi Q. din P astfel ca P. CA CO, şi m(Q.)—m(P,) <e ŞI să ară- 
tăm că A este măsurabilă. Avem 


(4) < m, (A) < m(Q.), 


m(P.) <m 
de unde 
m(4) — mi(4) < mQ.) — mP.) < e, 


adică m,(A) — m;( 4) < e. Deoarece e > 0 este arbitrar, rezultă că m,(A) — 
— m;(4) = 0, adică m,(4) = m,(4), deci A este măsurabilă. 


Propoziția 2. Dacă A este o mulțime măsurabilă Jordan și dacă 
pentru un anumit număr 7 avem m(P)< I< m(0), oricare ar îi reuniunile 
finite de intervale P şi O din P, astfel ea PC A CIQ, atunci I = m(4). 


Într-adevăr, din inegalitatea m(P) < I< m(0), deducem sup m(P)< 
PCA 
< I< inf m(Q), adică m(4)< I< m,(4); deoarece A este măsurabilă, 
QDA 
avem m;(A) = m,(4)= m(4), de unde I = m(4). 


Propoziția 3. O mulţime mărginită A C R este măsurabilă 
Jordan dacă și numai dacă există două şiruri (P,) şi (Q,) de reuniuni finite 
de intervale mărginite, astfel încît P, C A C Q, pentru fiecare 7 şi astfel ca 
lim m(P,) = lim m(0,). Limita comună este egală cu măsura mulțimii A: 

n= P 


na D 


m(A) = lim m(P,) = lim m(Q,). 


Să presupunem întîi că A este măsurabilă. Luînd e = = , (n = 1,2,...), 


există reuniuni finite de intervale mărginite P, și Q, astfel încât P, CA C 
CO, şi 
1 
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Pe de altă parte 
mPa) < mA) < ma). 


Rezultă atunci că 


m(4) — MP.) < MOn) — mP, < 


mQna) — mA) < m(Q,) — m(P,) < 


şi deci lim [m(4) — m(P,)] = O şi lim [m(Q„) — m(A)] = 0, adică 


n= 90 


lim m(P,) = lim m(0,) = m(4). 


n= n 00 


Reciproc, să presupunem că există două şiruri (P,) şi (Q„) de reuniuni 
finite de intervale mărginite astfel ca P,C A CO, pentru fiecare n şi 


lim m(P,) = lim m(0,). 


Deoarece 
pentru orice n, rezultă că 


m(4) = m, (4) = lim m(P,) = lim m(0,), 


n= 0 n> m 


deci A este măsurabilă Jordan. 


Propoziția 4. Dacă A, şi 4, sînt mulțimi măsurabile Jordan, 
atunci A, U A, şi A, — 4, sînt măsurabile Jordan. Dacă, în plus 4,0 
NA, = Ø atunci 


m(A, U As) = mA) + mA). 


Fie e > 0. Deoarece A, şi A, sînt măsurabile, există patru reuniuni finite 
de intervale mărginite P}, P} Qu Qa astfel ca 


PıC ACQ, P CACO, 
ŞI 
m (Q, — Pi) < Ș, mQ — P) <$: 
Să arătăm întîi că A, U A, este măsurabilă. Avem 


PU P.C A.U 4: CQ.U 0, 
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si 
(Qı U 02) — (P1 U P2) = (Q1 U Q2) O O(P: U Q2) = (Q: U Q) O 
N(CP. AO CP) = (Q N CP: A CP?) U (Q: A CP: NCP) C (9. NCP.) U 
U (Q: N CP) = (9, — Pa) U (Q: — P2) 


deci 
ml(0. U Q2) — (P1 U P2)] < m(Q. — Pı) + mQ: — Po) < 


adică A, U 4, este măsurabilă. 
Să arătăm că A, — A, este măsurabilă. Avem 


Pı — 02 C As — A2 C Q1 — Pa 


+ 


€ € 
—— — = g 
2 2 


şi 
(9, — P2) — (P1 — 02) = (Q1 NCP) N O(P: N C) = (0. O CP) N 
N (CP: U 02) = (0. N CP: O CP) U (0. AO CP: A Q) C (Q AO CP) U 
U (02 N 02) = (Qı — P) U (02 — Pa) 
de unde 
mi(Qı — Pa) — (P1 — Q2)] < MQ — Pı) + m(Q2 — Pa) < € 


adică A, — AÁ, este măsurabilă. 
Să presupunem acum că A, N 4, = şi să arătăm că 


m(A. U 42) = m(A4.) + m(4). 
Fie (P7), (07), (P2), (02) "patru şiruri de reuniuni finite de intervale 
mărginite astfel încît 
P CA, CO şi P CA, C Qi, pentru orice n aN, 
şi lim m( P?) = lim m(Q7) = m(A-), lim m( P3) = lim m(03) = m( å). 


Deoarece A, şi A, sînt disjuncte i PCA, PC A, avem Pi N P:= 
= Ø pentru fiecare n, deci 

m( P? U P2) = m( Pi) + m(P3). 
Pe de altă parte, 

m(Q7 U Q2) < m(Q1) + m(Q2). 


Atunci 


m(P!) + m(P2) < mA, U 42) < m(Q1) + m(Q2). 


Trecînd la limită în 
mA.) + mA) < mA: U 42) < m(4.) + m(42), 


aceste inegalităţi obținem 
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adică 
m(Aı U 42) = m(4.) + m(4.). 


Observație. Deoarece M este un clan, rezultă că intersecția 
A N B a două mulțimi măsurabile A și B, este tot o mulțime măsurabilă. 

Ca şi pentru reuniunile finite de intervale mărginite, măsura mulți- 
milor măsurabile Jordan are, încă, următoarele proprietăți: 


1) m(4, U 4) m(4.) + m(42); 


2) n|U 4,)< S ma); 


ii 
3) m | U A; = 2 m(A;), dacă mulțimile 4; sînt disjuncte două cîte două; 


4) m(Aı) < m(A2), dacă A, C As; 

5) m(Aı — 4) = mA) — m(42), dacă A.C 4A. 

Putem da acum criterii de măsurabilitate cu ajutorul mulțimilor mă- 
surabile înseși. De aici va rezulta, în particular, că aplicînd mulțimilor 
măsurabile procedeul de extensiune aplicat reuniunilor finite de intervale 
mărginite rămînem tot în clasa mulțimilor măsurabile Jordan. (Se poate 
depăși această clasă aplicînd alt procedeu, de exemplu, folosind reuniuni 
infinite de intervale mărginite; se obțin atunci mulțimile măsurabile în 
sensul lui Lebesgue.) 

Propoziția 5. Fie MC R o mulțime mărginită. Dacă, pentru 
orice nuriăr e > 0, există două mulțimi măsurabile Jordan A şi, B astfel ca 
ACMCB şi m(B)—m(4)<e atunci M este măsurabilă? Jordan. 

Fie s > 0 şi fie Aşi B două mulțimi măsurabile astfel ca A CMC 
C B şi m(B) —m(A4)< =. Deoarece 

sup m(P) = m(A) şi inf m(Q) = m(B), 
PCA E. QDB 


există o reuniune finită de intervale mărginite P C A şi o reuniune finită 
de intervale mărginite Q D B, astfel ca 


m(4) — m(P) < , m(Q) — m(B) < 
Atunci PC MCQ și 
m(0) — m(P) = m(Q) — m(BX+ m (B) — m(4) +m(4) — m (P) < $ + 


e 
4 


++ 


€ € 
— — = € 
4 4 


deci M este măsurabilă. 
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Corolar. Dacă există două șiruri (4,) şi (B,) de mulţimi măsura- 
bile Jordan astfel ea A,C M C B, pentru orice n &N și 


lim m(4,) = lim m(B,) 


n= D 


atunci M este măsurabilă şi măsura sa m(M) este egală cu limita comună a 
celor două şiruri de măsuri. 


Avem lim [m(B,) — m(4,)] = 0, deci pentru orice s > 0, există N(e), 
astfel încât, pentru orice n > N(e) să avem 
m(B,) m(4,) < €, 


deci M este măsurabilă. Atunci 
m(4,) < m(M) < m(B,) 
şi deci, trecînd la limită, 


m(M) = lim m(A4,) = lim m(B,). 


n= V n= D 


2. Mulţimi de măsură Jordan nulă 


Mulțimile "care 'au măsura Jordan nulă prezintă un interes deosebit. 
Reamintim întîi că avem totdeauna 


0 < m,(4) < m (4) 


pentru orice mulțime A C R. Rezultă de aici că: 

Orice multime cu măsura exterioară nulă este măsurabilă Jordan si are 
măsură nulă. 

De aceea nu vom mai spune mulțime măsurabilă Jordan de măsură 
nulă, ci, mai simplu, mulțime de măsură Jordan nulă, 


¿Propoziția 6. O mulţime mărginită ACR este de măsură 
Jordan nulă dacă şi numai dacă, pentru orice s > 0, există o familie finită 
de intervale deschise mărginite I}, Z>., ..., 7, care acoperă pe A, astfel încît 


2 mL) <s. 
Să presupunem întîi că m(A) = 0, deci m,(4A) = 0, şi fie s > 0. Deoarece 
m,(4) = inf m(Q), 


QDA 
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unde Q sînt reuniuni finite de intervale mărginite, există o asemenea 'mul- 
. € . v . e ev 
time QD A cu m(Q) < 7’ Să scriem Q sub formă de reuniune finită de 


intervale mărginite disjuncte : 


Avem deci 


£ 
dm) = mQ) <$. 
t =l 2 
Fiecărui interval J;, cu extremitățile a; şi b; să-i adăugăm intervale des- 

. > E€ : e ! E . . E . 
chise, (a; — 25: a; + = ȘI 2; — în: b; + A fiecare de lungime n" Obţu- 
nem un interval deschis 7, a cărui lungime,verifică inegalitatea 


mU) < mJ) + pt pm HA. 


Familia de intervale mărginite deschise I, I> ..., 1„ acoperă pe A şi 


Dm <D [m + 3) = mu rii 


fal i=l 
Reciproc, dacă pentru orice sœ 0, există o familie finită, de intervale 
n 
mărginite (deschise sau nu) ],, ],, ..., I„ care acoperă pe A, cu È` m(I) < e, 
i=l 


rezultă că m,(A) < e pentru orice e > 0, deci m,(A4) = 0, şi deci A este 
de măsură Jordan nulă. 
Proprietățile mulțimilor de măsură Jordan nulă sînt următoarele: 


1) Dacă A este de măsură Jordan nulă, atunci orice submulțime 
BC A este de măsură Jordan nulă. 


Într-adevăr, m,(B) < m,(4) = 0. 


2) Dacă A,, 4» ..., A, Sînt de măsură Jordan nulă, atunci reuniunea 
lor este de măsură Jordan nulă. 


Într-adevăr, reuniunea lor este măsurabilă şi 
n n 
m04) < Ema) = 0. 
i=l i=l 


Se poate da acum un criteriu de măsurabilitate Jordan, 'cu ajutorul 
mulțimilor de măsură nulă. 
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Propoziția 7. O mulțime mărginită ACE este măsurabilă 
Jordan, dacă și numai dacă frontiera sa are măsura Jordan nulă. 


Să presupunem întîi că A este măsurabilă şi fie e > 0. Există două 
reuniuni finite de intervale mărginite P și Q astfel încît PCA CO şi 


m(0) — m(P) < s. Să notăm cu P interiorul mulțimii P (obţinut din P 


prin înlăturarea extremităților intervalelor ce compun pe P) şi cu Q ade- 
rența lui Q (obţinută din Q prin adăugarea extremităților intervalelor ce 


compun pe Q). Evident, PC P şi QCOQ deci PCAC Ọ, iar m(P) — 
= m(P) şi m(Q) = m(Q) (deoarece punctele adăugate sau înlăturate au 


măsura nulă), deci M(Ọ) — m(P) < e, sau 
m(Ọ — È) < e. 


Deoarece PC A ŞI P este deschisă, nici un punct frontieră al mulțimii 
A nu aparține lui P, deci Fr A C CÊ. Pe de altă parte ACQ deci 


Fr ACOQ. Deducem atunci că Fr ACONCP = Q — P, deci Q — P este 
o reuniune finită de intervale mărginite, care conține mulțimea FrA. 


Deoarece m(Q — P) < e, rezultă că m,(Fr4) < s; e fiind arbitrar dedu- 
cem că m, (Fr4) = 0, deci m(FrA) = 0. 

Reciproc, să presupunem că m(FrA) = 0 şi fie s > 0. Există o reu- 
niune finită de intervale mărginite S D FrA, astfel ca m(S) < s. 

Să notăm cu P mulțimea punctelor din A care nu aparțin mul- 
țimii S, adică P = A — S. Avem PCA şi PAS =Ø. Dar mulțimea 
P este o reuniune finită de intervale mărginite, avînd ca extremități o 
parte din extremitățile intervalelor din S. Într-adevăr, mulțimea A — S 
nu mai are nici un punct frontieră, deci toate punctele sale îi sînt punc- 
te interioare, şi o dată cu un punct x conține un întreg interval I, 

Mulțimea Q = PU S este o reuniune finită de intervale mărginite 
și A C Q, deoarece 


Q= PUS=(4—S)US=(4N0S)US=A4USDA. 
Pe de altă parte, deoarece P N S = Ø, avem m(P U S) = m(P) + m(S 
deci m(0) — m(P) = m(PUS) — m(P) = m(P) + m(S)—m(P) = m(S) < e 
adică A este măsurabilă. 

Exemple. 1) Orice mulțime formată dintr-un singur punct, {x}, are 
măsură Jordan nulă, deoarece pentru orice e > 0, intervalul [a — > , 


a + =) , acoperă pe {a} şi are lungimea < e. 


04 — Analiza matematică, vol. I 
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2) O mulțime finită {8;, aa, -+ -, a, are măsura Jordan nulă, deoarece 
este reuniunea mulțimilor (a), (az) +, {ap}. 

3) Se poate "arăta că mulțimea triadică a lui Cantor este perfectă 
(închisă”şi fără "puncte izolate), nu este numărabilă (este echivalentă cu 
mulțimea tuturor numerelor reale) şi are măsura Jordan nulă. 

Mulțimea triadică a lui Cantor se obține astfel: Se împarte inter- 
valul [0, 1] în trei părți egale şi se scoate interiorul segmentului de la 
mijloc. Fiecare din cele două intervale rămase se împarte în cîte trei părți 
egale şi se scot interioarele intervalelor de la mijloc. Fiecare din cele patru 
părţi rămase se împarte în cîte trei părți egale și se îndepărtează interioa- 
rele intervalelor de la mijloc, şi așa mai departe, indefinit. 

4) Mulțimile numărabile nu au, în general, măsura Jordan nulă. 
Într-adevăr, în general, aceste mulțimi nici nu sînt măsurabile Jordan, 
cum este de exemplu mulțimea punctelor raționale din [0, 1]. 


3. Mulţimi neglijabile 


După cum am specificat mai înainte, putem depăşi clasa mulțimilor 
măsurabile Jordan, dacă folosim, nu reuniuni finite de intervale mărginite, 
ci reuniuni numărabile de asemenea intervale. Se obțin astfel mulțimile 
măsurabile (în sensul lui) Lebesgue. 

Noi vom avea nevoie numai de mulțimile de măsură Lebesgue nulă, 
care vor fi numite, de asemenea, multim neglijabile. 

Pentru a simplifica scrisul, vom da următoarea definiție, care, de 
altfel, va fi reluată în capitolul despre serii. Dacă («,) este un şir de 
numere > 0, atunci limita a (finită sau + 00) a şirului crescător al sume- 


n 
lor £ 5 va fi numită suma numerelor (œ„)icnc+o Şi vom scrie 
i=l I€an< +o 


co 


oo, = a. 


n=l 


Aşadar, 


DEA = lim È` a; = sup da. 
n=l n=% i=l nEN î=l 
Definiţie. Spunem că o mulţime AC R (mărginită sau nemăr- 
ginită) este de măsură Lebesgue nulă, sau neglijabilă, dacă pentru orice 
număr € > 0 există un şir (1,) de intervale deschise care acoperă pe A, 
astiel încît 


o0 


2> m(I,) < e. 


n=} 


Unele din intervalele I„ pot fi, eventual, vide. Pentru intervalele vide 7, 
avem m(I„) = 0. 
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Din propoziția 6 deducem că: 
Orice mulțime de măsură Jordan nulă este neglijabilă. 


Există însă mulțimi neglijabile care nu sînt măsurabile Jordan. De 
exemplu, mulțimea punctelor raționale din [0,1] nu este măsurabilă Jordan, 
dar, după cum va rezulta mai jos, este neglijabilă, fiiind numărabilă. 

Proprietățile mulțimilor neglijabile sînt următoarele : 


1) Dacă A este neglijabilă, atunci orice submulțime BC A este 
neglijabilă. 

2) Dacă (4,) este un şir de mulţimi neglijabile, atunci reuniunea lor 
este o mulțime neglijabilă. 


Să demonstrăm întîi prima proprietate. Deoarece A este neglijabilă, 
pentru orice s >> 0 există un şir (1,) de intervale deschise care acoperă pe 
A, deci şi pe B, astfel încît 


SS mn) < e. 
n=l 


Urmează că B este de asemenea neglijabilă. 

Să demonstrăm a doua proprietate. Fie s > 0. Deoarece mulțimile 
A, sînt neglijabile, pentru fiecare n există un şir (Imp)i<p<+o de intervale des- 
chise care acoperă pe A,, astfel încît 


5O m(In) < =. 
521 


Atunci şirul dublu (/„p) de intervale deschise acoperă reuniunea U A, 
n=l 


şi suma lungimilor acestor intervale este 


deci U A, este neglijabilă. 
n=l 


Exemple. 1) Orice mulțime formată dintr-un număr finit de puncte 
este neglijabilă, deoarece are măsură Jordan nulă. 

2) Orice mulțime numărabilă A = fa, a, ...} este neglijabilă, deoa- 
rece este reuniunea şirului de mulțimi neglijabile A, = fa). 

Rezultă că mulțimea N a numerelor naturale și mulțimea Q a nume- 
relor raționale sînt neglijabile, deoarece sînt numărabile. 

3) Există mulțimi infinite nenumărabile care sînt neglijabile. De exem- 


plu mulțimea triadică a lui Cantor este neglijabilă, fiind de”măsură Jordan 
nulă. 
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A. Mulţimi plane măsurabile Jordan 


Să considerăm planul R? ca produs cartezian R X R al dreptei reale 
ca ea însăşi. Aceasta revine la a considera punctele din plan raportate 
la două axe rectangulare. 

Vom considera apoi dreptunghiurile pline, care au laturile paralele cu 
axele de coordonate, putindu-şi conține una sau mai multe laturi, adică de 
forma 


lı X l= {(x, y) ES In y & Iz 


unde J, şi I; sînt intervale mărginite pe dreaptă, care-și pot conține sau nu 
una sau ambele extremități. Aria unui asemenea dreptunghi se definește 
prin egalitatea 


s(Iı X Ia) = ma) - mIa). 


Conform acestei definiții, punctele sau segmentele paralele cu una din axe 
sînt dreptunghiuri cu aria nulă. De asemenea, mulțimea vidă Ø C F? este 
un dreptunghi cu aria nulă. 

Vom nota cu :D clasa mulțimilor plane care sînt reuniuni finite de 
dreptunghiuri cu laturile paralele cu axele. 

Se verifică imediat că P este un clan: 


1) Reuntunea a două mulțimi din PD este tot o multime din 'D ; 
2) Diferența a două mulțimi din (D este tot o multime din P. 


(Într-adevăr, diferența a două dreptunghiuri din p este vidă, un drep- 
tunghi, sau o reuniune de mai multe dreptunghiuri din P.) Orice mulțime P 
din + se poate pune sub forma reuniunii unei familii (D,)iian de dreptun- 
ghiuri din ' care n-au în comun două cîte două, decît cel mult cîte o latură: 


P = Ù D, 


îl 


Se defineşte măsura sau aria s(P) a lui P prin egalitatea 


s(P) = 22 m (DJ): 

Se demonstrează că aria s(P) depinde numai de P, şi nu depinde de modul 
particular în care P se scrie ca reuniune de dreptunghiuri care n-au în comun 
decît cel mult laturi. 

Aria s definită pe clanul D este pozitivă şi aditivă, este deci o măsură. 

Vom căuta acum să extindem noțiunea de arie de la clasa P la o clasă 
mai largă de mulţimi plane, care vor fi numite mulțimi măsurabile în sensul 
lui Jo rdan. 
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Fie A C R? o mulțime mărginită oarecare. Se definesc aria (sau măsura) 
Jordan interioară s,(4) şi aria (sau măsura) Jordan exterioară s,(4) prin 
egalită țile 
s;(4) = sup s(P). s,(4) = inf s(0) 
PCA ODA 
unde marginea superioară se ia pentru toate mulțimile PC A din A, iar 
marginea inferioară pentru toate mulțimile OD A din P. 


Definiţie. Spunem că mulţimea mărginită A C R? are arie Jordan 
sau este măsurabilă Jordan, dacă s,(4) = s,(A4). Dacă A este măsurabilă, 
se defineşte aria (sau măsura Jordan) s(4) a lui A, prin egalitatea 


s(4) = s;(4) = s44). 


Toate propozițiile relative la mulțimile măsurabile pe dreaptă rămîn valabile 
si pentru mulțimi plane măsurabile, şi cu aceleaşi demonstrații, înlocuind 
reuniunile finite de intervale mărginite, cu reuniuni finite de dreptunghiuri 
cu laturile paralele cu axele, iar lungimea m cu aria s. 

Propoziția 1. O mulțime mărginită A C R? este măsurabilă 
Jordan dacă și numai dacă pentru orice s > 0 există o reuniune finită de 
dreptunghiuri P, C A din P şi o reuniune finită de dreptunghiuri Q, D A 
din D astfel ea s(Q.) — s(P.) < e. 


Propoziția 2. O mulțime mărginită A C R? este măsurabilă 
Jordan dacă şi numai dacă există două'şiruri de reuniuni finite de dreptun- 
ghiuri (P,) ṣi (0,) din p cu P, C A CO, pentru fiecare n ṣi lim s(P,)= 
= lim s(0,). În acest caz avem: ma 


n= 00 


s(4) = lim s(P,) = lim s(Q,). 


Propoziția 3. Dacă A, şi A, sînt măsurabile Jordan, atunci 
A U Aa şi A, — A, sint măsurabile Jordan. Dacă, în plus, 4, Q 4: = Ø, 
atunci s(4, U 42) = s(4.) + s(42). 


Așadar, clasa M“ a mulțimilor plane măsurabile Jordan este un clan, 
iar aria s este o măsură pe acest clan. 

Se demonstrează că poligoanele pline și cercurile pline sînt mulțimi 
măsurabile, iar aria lor Jordan este egală”cu aria lor obișnuită. Propoziția 
următoare arată că putem defini aria Jordan plecînd de la alte mulțimi mă- 
surabile decît de la reuniunile finite de dreptunghiuri ; de exemplu, plecînd 
de la reuniuni finite de poligoane oarecare, sau segmente de cercuri. 
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Propoziția 4. Fie MC R? o mulţime mărginită. Dacă pentru 
orice e >O există două mulţimi plane măsurabile 4 şi Bou 4 CVC BB şi 
s(B) — s(4) <e, atunci M este măsurabilă Jordan. 


Propoziția 5. Dacă există două șiruri (4,) şi (B,) de mulțimi 
plane măsurabile cu 4, C M C B, pentru orice v și 


lim s(4,) = lim s(B,) 


n>N n0 


atunci M este măsurabilă Jordan și 
s(M) = lim s(4,) = lim s(B,). 


naQ n Q 


Mulțimile A C R cu aria exterioară nulă, s,(A) = 0, sînt mulțimile plane de 
arie (sau măsură) Jordan nulă. Orice submulțime a unei mulțimi de măsură 
nulă are de asemenea măsură nulă. Orice reuniune finită de mulțimi de 
măsură nulă are măsura Jordan nulă. 


Propoziția 6. O mulțime mărginită A C R? este măsurabilă 
dacă şi numai dacă frontiera sa are arie nulă. 


- Din această propoziție rezultă că poligoanele sînt măsurabile, deoarece 
frontiera lor este o linie poligonală, care are arie nulă. 


5. Mulţimi măsurabile Jordan în spaţiul R3 


Toate rezultatele enunțate pentru mulțimile măsurabile plane rămîn 
adevărate şi pentru mulțimile măsurabile în spațiu, dacă se înlocuiesc drept- 
unghiurile cu laturile paralele cu axele, cu paralelipipedele pline cu feţele 
parelele cu planele de coordonate şi ariile s cu volumele v. 


Printre mulțimile măsurabile Jordan din spaţiu se află poliedrele (pli- 
ne), sferele, cilindrii, conurile şi toate corpurile studiate în geometrie, iar 
volumul lor Jordan coincide cu volumul lor obișnuit. 


De asemenea, pentru definirea volumului se poate pleca de la reuniuni 
finite de poliedre, de cilindri, sau alte mulțimi măsurabile, în locul reuni- 
unilor finite de paralelipipede. 


Observaţie. Toate rezultatele privind mulțimile măsurabile de 
pe dreaptă, din plan sau din spaţiu se pot formula unitar, dacă se înlocuiesc 
cuvintele : lungime, arie şi volum, prin măsură şi se desemnează, toate, prin- 
tr-o aceiași literă, de exemplu m, în loc de s sau v. Rezultatele enunțate în 
acest mod unitar rămîn valabile pentru mulțimi din spaţiul R” cu n di- 
mensiuni. 
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§ 2. Integrala în sensul lui Riemann 


1. Probleme care conduc la noțiunea de integrală: 


a) Problema ariei. Fie f o funcție pozitivă mărginită pe un 
interval [a, b]. 

Graficul său G este situat deasupra axei Ox. Ne punem problema dacă 
trapezul curbiliniu abBA mărginit de axa Ox, graficul G și dreaptele x = a 
si x = b este o mulțime măsurabilă și cum se poate calcula aria sa. l 

Să observăm întîi că, deoarece intervalul [a, b] şi funcția f sînt märgi- 
nite, trapezul curbiliniu abBA este o mulțime mărginită în plan. Pentru 
a vedea dacă este măsurabilă, vom căuta să-l aproximăm din interior şi 
din exterior cu poligoane particulare, cu laturile paralele cu axele de coor- 
donate. Anume, să considerăm o diviziune (4) a intervalului (a, b]: 


(d): a = xp <a... < | 
< Xi L Xa Coe < Xp. 


Pe fiecare interval 
parțial [,;, %;}ı1], ca bază, 
să construim dreptunghiul 
cu cea mai mare înălțime 
posibilă m; astfel încît 
acest dreptunghi să fie con- 
ținut în întregime în tra- 
pezul curbiliniu : 


m, = inf f(x). 
RIS a 
Ariile dreptunghiuri- > 
lor astfel construite sînt 
respectiv Fig. 107 
Mo. — Xo), Mala — Xi), <., Mil pa — Kils es mal — Xa): 


Reuniunea acestor dreptunghiuri este un poligon P conţinut în trapezul 
curbiliniu, a cărui arie este 


n—] 
s = s(P) = d Mila — x). 


Pe fiecare interval parțial [x;, x;+41], ca bază, să construim acum drept- 
unghiul cu cea mai mică înălțime M,, astfel încît acest dreptunghi că con- 
țină în întregime porțiunea din graficul funcției aflată deasupra intervalului 
[Xi Xa]: 

M; = sup fl). 
EIKT 
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Ariile acestor dreptunghiuri sînt respectiv 
M o( — o), Mala — Xa): o Milita — 4) sc Mn — n-a) 


Reuniunea acestor dreptunghiuri este un poligon Q, care conține în 
întregime trapezul curbiliniu, și a cărui arie este 


S = s(Q) =S Mele — x). 


4 =0 


Avem PC Q şi s(P)« s(0). Poligonul Q — P conține în întregime 
graficul funcției şi aria sa este 


sl — P) = s(0) — s(P). 


Poligoanele P şi Q aproximează trapezul curbiliniu respectiv prin 
lipsă şi prin exces. 

Cu cît numărul intervalelor parțiale este mai mare şi cu cît lungimea. 
fiecărui interval parțial este mai mică, cu atît poligoanele P şi Q aproxi- 
mează mai bine trapezul curbiliniu. 

Sîntem astfel conduşi să considerăm un şir (d,) de diviziuni din ce 
în ce mai fine (cu intervale parțiale din ce în ce mai multe şi mai mici). 
Obţinem două șiruri de poligoane (P,) şi (0,). Dacă ariile lor au o limită 
comună I, 


I = lim s, = lim Su, 


n= 00 n> DO 


atunci trapezul curbiliniu este o mulțime măsurabilă şi aria sa este I. 

Să observăm că putem aproxima trapezul curbiliniu și în alt mod: 
să alegem în fiecare interval parțial [x; x;4a] un punct arbitrar É; şi să 
construim pe acest interval un dreptunghi cu înălțimea f(£,). Ariile drept- 
unghiurilor astfel construite sînt respectiv 


(fo) (2 — 20), F(&a) (x — Ki) o es SEa — ti) e FU) — Xni) 
Reuniunea acestor dreptunghiuri este un poligon R, a cărui arie este 

n-i 

o = s(R) = X> J&E) (Xiti — 4). 
i=0 
Poligonul R este cuprins între poligoanele P și Q, PC RCQ, deci 
s(P)< s(R)< s(Q), sau 
s<o<s. 


Dacă alegem un şir de diviziuni (4,) din ce în ce mai fine, şi pentru 
fiecare diviziune în parte alegem nişte puncte intermediare i £, în mod arbi- 
trar, între ariile poligoanelor (P,), (0,) şi (R,) avem relaţia 


Su L Op L Su. 
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Dacă lim s, = lim S„, = I, atunci de asemenea lim 6, =, astfel 


n> 72—00 n= 0 
încît trapezul curbiliniu se poate aproxima și cu dreptunghiuri R, care nu 
sînt nici complet conținute în trapezul curbiliniu, dar nici nu-l conțin în 
intregime. 

b) Masa unei bare rectilinii. Să considerăm o bară 
materială rectilinie, aşezată de-a lungul axei Ox ; fie a şi b abscisele extre- 
mităților barei. Să presu- 
punem că se cunoaşte den- 
sitatea liniară f(x) a barei 
în fiecare punct xala, b], 
şi că feste o funcție con- 
tinuă. 

Dacă densitatea este 
constantă, f(x) = p, adică 
dacă bara este omogenă, 
masa sa este egală cu pro- 
dusul dintre densitate şi 
lungime, p(b — a). 

Dacă densitatea nu 
este constantă (adică dacă 
bara nu este omogenă) pro- 
cedăm în felul următor: 
împărțim bara în mai multe 
părți; aceasta revine la a 


considera o diviziune (d) a E 

intervalului [a, b]: 0 

(d): a= oLan < | 

< XC za QC... L p=. Fig. 109 


În fiecare interval parțial [+;, X; +1], să alegem un punct intermediar £,, 
și să considerăm, într-o primă aproximaţie, că, pe acest interval, bara 
este omogenă şi că densitatea sa pe acest interval este egală cu densitatea 
f(5) în punctul č; ales. Masa porțiunii din bară cuprinsă între x; 
Și sa, considerată omogenă, cu densitatea f(£,;), este f(E) (ia — 4%). 

Masele aproximative ale porţiunilor din bară cuprinse între diferitele 
puncte ale diviziunii sînt respectiv : 


F Eo) (x1 — Xo) SEa) (ra — a), -3 SE) (aa — ase e e Ema) (Xn — m-a): 
Masa totală a barei, calculată cu aproximaţia corespunzătoare divi- 
ziunii (4) şi alegerii punctelor intermediare £,, este 


Ma = SAE) (G41 — 4%). 


Eroarea comisă provine din faptul că pe fiecare interval parțial am 
considerat densitatea constantă. Ne dăm seama uşor, intuitiv, că dacă 


y 
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intervalele parțiale sînt din ce în ce mai multe și mai mici (dacă diviziu- 
nea este din ce în ce mai fină), atunci şi densitatea variază mai puţin în 
fiecare interval parțial în parte şi, deci, eroarea pe care o facem considerînd 
densitatea constantă pe fiecare asemenea interval este din ce în ce mai mică. 

Sîntem astfel conduşi să considerăm un șir (4,) de diviziuni din ce în 
ce mai fine. Dacă şirul (md,) al maselor aproximative are o limită m, este 
natural să considerăm că m este masa totală a barei. 


2. Definiţia integralei în sensul lui Riemann 


Cele două exemple anterioare, diferite, unul din geometrie şi altul din 
fizică, impun cercetarea sumelor de forma X, i F(E) (isa — 4), chiar pentru 
funcții care nu sînt pozitive. Studiul acestor sume ne va conduce la noțiunea 
de integrală în sensul lui Riemann. 

Fie [a, b] un interval (închis şi mărginit), a < b. O familie finită de 
puncte d = (xı, Xa, ..., X„) astfel ca 

a = LoL aLL... [ÍX 


g 


S Xa S a... Xa 


se numește diviziune a intervalului [a, b]. Fiecare din intervalele [x;, %;41] 
se numeşte interval parțial al diviziunii d. Un interval parțial [;, pa] 
poate conține un singur punct, dacă x, =; 

Spunem că o diviziune d! este mai fină decît o diviziune d, şi scriem 
d D d sau d C d, dacă diviziunea d’ conţine toate punctele diviziunii d (și 
eventual şi alte puncte în plus), adică, dacă fiecare interval parțial al divi- 
ziunii d” este conținut în întregime într-un interval parțial al diviziunii d. 

Lungimea celui mai mare interval parțial al unei diviziuni d = (5, 


Xis eee Xp Xp see» Xa) Se numeşte norma diviziumi d şi se notează v(d) 
Ogi<qn—l 


Evident, sa — ¥%; < v(d) şi dacă v(4) < 5, atunci x, — %; < Š, 
oricare ar fi z = 0, 1, ..., n — 

Dacă d! este mai fină decît d atunci v(d”) < v(4). (Cu cît o diviziune 
este mai fină, cu atît norma sa este mai mică.) 

Dacă însă v(4') < v(4), nu rezultă că diviziunea d! este mai fină decît 
diviziunea d. Diviziunea d' poate fi formată din intervale parțiale mai mici 
decît cele ale diviziunii d, fără ca diviziunea d! să conțină toate punctele 
diviziunii d. 


b b 2(a+b 
Exemplu. a= |a =E, ). = [a , Hato b). 


3 3 


a+b. a+b , o. | 
Avem v(d) = — şi v(d”) = ~z , deci v(d”) < v(d), dar diviziunea d” nu este mai 


fină decit diviziunea d, 


INTEGRALA ÎN SENSUL LUI RIEMANN 379 


Dacă în fiecare interval parțial [x;, x;4.] al unei diviziuni d, alegem 
un punct č, x< E, < Xa, punctele alese čo Ea, ..., Ép... Ema Se 
numesc puncte intermediare ale diviziunii d. 

Evident, pentru aceeaşi diviziune d, putem alege punctele intermediare 
(£,) într-o infinitate de moduri, dacă a < b. 

Dacă a = b, orice diviziune d a intervalului [a, b] este formată numai 
din puncte care coincid cu a. Toate intervalele parțiale ale diviziunii d au 
lungimea nulă, deci v(4) = 0. În acest caz, putem alege punctele interme- 
diare č; într-un singur mod şi anume &; = a. 

Fie f o funcție definită pe un interval [a, b]. 

Să considerăm o diviziune d a acestui interval: 


d: a =X SS a Sen LL kg SS... SA, = D. 


În fiecare interval parțial [x;, %,41] să alegem un punct intermediar £,;, 
x; < E; Xa, şi să formăm produsul f(£,) (za — %;) dintre valoarea 
funcţiei f în punctul intermediar £,; şi lungimea intervalului parțial [x;, x]. 
Obţinem astfel produsele : 


F(50) (aa — Xo) (Ea) (2—21), nea AED (Kiti — e neo S (En na). 


Suma acestor produse se notează c,(f) sau o, şi se numeşte sumă rie- 
manniană (Ge la numele matematicianului Riemann) a funcției f, corespunză- 
toare diviziunii d şi punctelor intermediare £;: 


Sa = Oa (f) -5 FE) (Xizi — 1). 


Sumele riemanniene se mai numesc sume integrale. 

__ Dacă a = b, atunci X; = X; deci Xa — %; =0 şi deci o;(f) = 0 
oricare ar fi diviziunea d a intervalului fa, a]. 

Evident, dacă a < b, pentru o aceeași diviziune d putem forma o 
infinitate de sume integrale, corespunzătoare diferitelor moduri posibile 
de alegere a punctelor intermediare č;. Notația c,(f) a sumei integrale nu 
este completă ; ea ar trebui să conțină şi punctele intermediare de care 
depinde, dar aceasta ar complica notația. 


Să observăm că dacă unul din intervalele parțiale are lungimea nulă, 
%1 — %4% = 0, „contribuția” sa în suma integrală estesnulă, astfel încît, 
dacă a < b, putem să considerăm numai diviziuni formate din puncte dis- 
tincte : 
Aa = ko LaLa CA Cha Loa L Ep = D. 


Problema care se pune acum este dacă, alegînd diviziuni din ce în ce 
mai fine, formate din intervale din ce în ce mai multe şi mai mici, sumele 
integrale se apropie din ce în ce mai mult de un anumit număr 7 (finit). 
Ajungem astfel la următoarea 


Definiție. Se spune că funcția f este integrabilă (în sensul lui 
Riemann) pe intervalul [2, b] dacă pentru orice'şir de diviziuni (d„) cu norma 
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tinzînd către 0,v(2,) — 0, și pentru orice alegere a punctelor intermediare £7, 
șirurile corespunzătoare (6,,) de sume integrabile au o limită finită comună Z. 

Numărul / se numeşte integrala functiei f pe intervalul [a,b] (în 
sensul lui Riemann) şi se notează 


[no dx sau f sau | f dx sau (1 


b 
Notația | f(x) dx se citeşte integrală de la a la b din f(x) dx. 


a 


Semnul f se numeşte semn de integrare, sau semnul integralei; a şi b 
se numesc limite de integrare : a este limita inferioară, iar b este limita supe- 
rioară ; intervalul [a, b] se numeşte interval de integrare ; funcţia f se numeşte 
funcția de integrat ; x se numeşte variabila de integrare. Variabila de integrare 
se poate nota cu orice literă, £, u, v, y, x etc. Astfel 


fo) dx = fre di = f ron du = [1 dz = fre da. 


a 


Dacă a < b, se defineşte | f(x) dx prin egalitatea 


Ge 


Exemple. 1) Orice funcție f definită pe un interval [a,a] cu extre- 
mitățile egale este integrabilă pe acest interval și 


(ro) dx = 0. 


Într-adevăr, avem og(f) = 0, oricare ar fi diviziunea d a intervalului [a, a]. Aşadar, 
a . 


dacă v(d„) — 0, atunci cg, — 0, deci f este integrabilă și | f(x)dx = 0. 
a 
2) Orice funcție constantă f(x) = «œ definită pe un interval [a, b] 
este integrabilă şi 
b 
| «x dy = a(b — a). 
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Într-adevăr, oricare ar fi diviziunea d şi punctele intermediare č; avem f(£;) = «œ, deci 


n—l n=l n—1 

oa = 9 SED — 23) = SO alzi ri) =a YO (tia — 4) = 
4 =0 $ =0 4 =0 

= alx — Foot Za — 4i eee + 4n — Ina) = alin — o) = a(b — a). 


Pentru orice şir (d,) de diviziuni cu v(d,) — 0 avem o, — «(b — a), deci f este integra- 
b 


b 
bilă și | f(xjdx = «(b — a), adică | «dy = «(b — a). 


3) Funcția f definită pe intervalul [a, b], a < b, astfel: 


f) = p ai 
1, dacă x este irațional 
nu este integrabilă în sensul lui Riemann. 


0, dacă x este rațional 


În adevăr, fie (4,) un şir de diviziuni cu v(d,) — 0. Dacă în fiecare diviziune alegem punc- 
tele intermediare E; raționale, avem f(£;) = 0, deci sumele integrale corespunzătoare Ody sînt 


toate nule şi deci lim o4, = 0. Dacă în fiecare diviziune alegem punctele intermediare E 
n— 80 


iraționale, avem f (£;) = 1 şi sumele integrale corespunzătoare 04, sînt toate egale cu 
b — a: 


n—1] n—l 
o = YO SENi — 20) = 20 (tipa ti) = tn — to =b a, 
4 =0 it=0 


deci lim og, =b — a 74 0. Așadar, pentru alegeri diferite ale punctelor intermediare, sumele 
n=% 


integrale au limite diferite. Rezultă că funcția f nu este integrabilă în sensul lui Riemann. 


Observații. 1° După o definiție mai generală a integralei dată de Lebesgue, func- 
tia din exemplul 3 este integrabilă (în sensul lui Lebesgue), și integrala sa (în sensul lui Lebes- 
gue) este egală cu 0. 

2° În definiția integrabilității este suficient să se presupună că pentru fiecare şir (dp) 
de diviziuni cu v(4,) > 0, şi pentru fiecare alegere a punctelor intermediare, şirul sumelor inte- 
grale (04) are limită finită. Rezultă atunci că toate şirurile (og) au o limită finită comună T, 


oricare ar fi şirul de diviziuni (4,) cu v(d,) — 0 și oricare ar fi punctele intermediare. 
Într-adevăr, dacă pentru două şiruri de diviziuni (da) și (d,/) cu v(d;) —»6 şi v(d”) = 0 
am avea op, — T şi og, > I” cu T # I”, atunci pentru următorul șir de diviziuni 
di, di da dg» <<, Gp d, e. 
şirul normelor 
v(di) yai) -o (E) v(dp), ... 


tinde de asemenea către 0, dar şirul sumelor integrale 

C, 0» c 6 

do A o Go Ags 
nu ar avea limită. 


3° Dacă ştim că funcția f este integrabilă pe intervalul [a, b], pentru calculul integralei 
este suficient să luăm un singur şir particular (d„) de diviziuni cu v(d„) — 0, şi de asemenea 
b 


nişte puncte intermediare particulare în fiecare diviziune. Ştim atunci că Sdp, =? | f(x) dz. 


a 
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Astfel, putem alege diviziunea d, formată din n intervale parţiale, de aceeaşi lungime, 
b —a 


și anume ; În fiecare asemenea interval parțial putem alege punctul intermediar la 
n 
una din extremitățile acestui interval sau la mijlocul său. 
Sumele integrale corespunzătoare se pot calcula mai ușor. Alegînd- diviziunea (d) cu 


un număr suficient de mare de intervale parțiale, suma integrală corespunzătoare o, poate 
n 


să difere oricît de puțin de valoarea integralei. 
În acest mod se calculează integrala cu aproximație. 
4° Să considerăm un singur şir (A,) de diviziuni, şi anume, pentru fiecare n € N, divi- 


b—a 
ziunea A, este formată din v intervale parțiale de aceeași lungime 
b—a 2(b — a) î(b — a) n(b — a) 
A:a,a+ BF a PR, cc ar =B. 
n n n 
b—a 
Avem v(A,) = , deci v(^„) —> 0. 


n 
Pentru o alegere oarecare a punctelor intermediare, să notăm cu o„ suma integrală 
corespunzătoare diviziunii A, : 


n—1 n=l 
op = XO SED — 4) = YO SE 


b— a 


n 


Se poate arăta că funcția f este integrabilă pe [a, b] dacă şi numai dacă şirul (04) are o limită 
finită unică I, independentă de alegerea punctelor intermediare ; limita Z este egală cu inte- 
b 


grala | f(x) dx. 


a 
Lăsăm demonstrația acestui fapt pe seama cititorului, ca exercițiu. 
b 


era notată Sf(2)Ax, unde 


a 


A 


b— a 


5° La începuturile analizei, suma integrală © f(E; 


/ 


b 
Ax reprezenta lungimea comună a intervalelor unei diviziuni A. Notaţia ) f(x) dx aminteşte 
â 


această notație a sumei integrale: semnul de integrare | provine din litera S prin alungire, 


iar dx provine din Ax. 

Trebuie observat că semnul de diferențială dy care apare în notația integralei nu are 
justificare teoretică, dar s-a păstrat prin tradiţie. Avantajul semnului de diferențială este acela 
că dacă f este o funcţie de două sau mai multe variabile semnul diferenţialei indică variabila 
de integrare, de exemplu 


b b 
|f y) dz sau (rc y)dy. 


Semnul de diferenţială prezintă de asemenea un avantaj la calculul integralei unei funcții 
compuse prin metoda schimbării de variabilă, unde, dacă în mod formal se interpretează dx 
ca o diferenţială, se pot da reguli simple pentru calculul integralei prin metoda schimbării de 
variabilă. 
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Se observă o analogie între definiția integralei şi definiția cu şiruri 
a limitei unei funcții. Ca şi pentru limite de funcții, se poate da o definiție 
cu e şi 5 a integralei, așa cum rezultă din teorema următoare: 

Teoremă. Funcţia f este integrabilă pe [a, 0] dacă şi numai dacă 
există un număr finit Z cu proprietatea că, pentru orice număr e > 0, există 
un număr 8(s) > 0, astfel încît, oricare ar îi diviziunea d cu v(d) < (e), 
si oricare ar fi alegerea punctelor intermediare în diviziunea d, să avem 
lo, — I| <e. 

b 


În acest caz I = | f(x) dz. 


a 


Demonstraţie. Să presupunem întîi că f este integrabilă” pe 
b 


[a, b] şi să arătăm că numărul I = | f(x) dx îndeplineşte condiția din 
a 
enunţul teoremei. 

Să presupunem, prin absurd, că numărul J ales nu îndeplinește condi- 
ţia din enunț. Aceasta înseamnă că: există un număr g > 0, astfel încât 
oricărui număr ò> 0 îi corespunde o diviziune d (care depinde /de 5) cu 
v(4) < 5, şi o alegere a punctelor intermediare č; astfel încît pentru suma 
integrală corespunzătoare să avem |o — I| > čo. 


Deoarece ò > 0 este arbitrar, să luăm ò = 1 , n= l, 2, 3, ... 
Nn 
Există deci o diviziune d, cu v(4,) < 1 şi nişte puncte intermediare £, 
n 

astfel încît |o,, — I| > so 

Am obținut astfel un şir (4,) de diviziuni cu v(4,) >O şi un șir (0,, 
de sume integrale cu |o,, — I| > £o, pentru orice n & N. Aceasta înseamnă 

b 

că I nu este limita șirului (6,,), adică şirul (o,,) nu tinde către | f(x) dx, 


a 
ceea ce este în contradicție cu ipoteza că f este integrabilă pe [a, b]. 
Reciproc, să presupunem că există un număr finit I care îndeplineşte 
condiția din enunţul teoremei ; să arătăm în acest caz că f este integrabilă 
b 


pe [a, b] şi că I=] f(x) dx. 
Fie (4,) un şir oarecare de diviziuni cu v(4,) — O şi fie (o 2, Şirul cores- 


punzător de sume integrale, pentru o alegere arbitrară a punctelor inter- 
mediare în fiecare diviziune. 


Pentru a arăta că f este integrabilă pe [a, b] trebuie să arătăm că 


Sp >. 


384 INTEGRAREA 


 —— 


Fie pentru aceasta un număr s >> 0 oarecare. Lui e ales îi corespunde 
un număr (e) astfel încît v(4) < è(e) să implice |o, — I| < e. 

Dar v(4,) — 0, deci, pentru numărul 3(s) > 0 obţinut, există un număr 
N(è(e)) = N(e), astfel încît oricare ar fi n > N(e) să avem v(d,) < 8(e), 
și deci |o,, — I| < e. 

Aşadar, pentru numărul s > 0 ales, am găsit un număr N(e), astfel 
încît pentru orice n > N(e) să avem |o}, — I] < e. Aceasta înseamnă că 
Ga, — I. 

Cum şirul (d,) cu v(4,) > 0 a fost ales arbitrar, rezultă că funcția f 


este integrabilă pe [a, b] şi că I = ( f(x) dx. 


Observație. Analogia dintre definiția integralei şi definiția limitei unei funcții 
se poate extinde şi asupra notațiilor. 
Dacă v(d„)— 0 implică cog —> I, în loc de lim og, =7 putem scrie lim cp =I 
n> o v(dn—=0 ” 
(sau, încă, og — T când v(d„) — 0). 
Dacă pentru orice şir (27) cu v(dy) — 0 avem Sdp => I, vom scrie, ca şi pentru funcţii: 
lim og = I 
v(4)—0 
(sau og —» T cînd v(d) —» 0). Cum limita I este, conform definiţiei, integrala funcţiei f, avem 
b 


(amas = am au) 
v(4)—0 


a 


b 
(sau oz(f) — (r x) dx cînd v(d) — 0). 


În definiţia integrabilității nu s-a impus condiţia ca funcţia f să fie 
mărginită. Această condiție este însă verificată de la sine, aşa cum rezultă 
din următoarea 


Propoziţie. Dacă funcția f este integrabilă pe intervalul (a, b], 
atunci f este mărginită pe [a, b]. 


Fie s > 0; deoarece f este integrabilă, putem găsi o diviziune d astfel 
încît oricare ar fi punctele intermediare £, să avem 


b 
log — I| < £ sau I — e < o < I +e, unde I =È. 
8 


Să presupunem, prin absurd, că funcția f nu este mărginită pe [a, b]; 
atunci există cel puţin un interval al diviziunii d pe care f nu este mărginită ; 
fie [%;, Xj4a] un asemenea interval, şi, pentru a face o alegere, să presu- 
punem că f nu este mărginită superior pe intervalul [x;, X;ya]: 


sup f(x) = +o. 


ELi 
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Să alegem punctele £, & [;, %1] pentru i Æ j, şi să notăm 
Q = pa KE) (aa — 4). 
Putem alege acum punctul &; & [x;, %jų}ı] astfel ca 


AE) > Rt. 


Aia — Yj 
(Evident, xy. — 4; > 0, deoarece, în caz 'contrar, intervalul [%;, *;..] 
s-ar reduce la un punct şi funcția ar fi mărginită pe acest interval.) 
Atunci FE) (iza — 4) > 1 —9 + 2e 
şi 
n—l1 
Ga = XO JE) (i — 7) = DONE) ira — i) + AE (t — 2) = 
i0 EJ 
= Q + AEN — x) > Q HI R H 2e = I + 2e, 
adică o, > I 4+42e, ceea ce contrazice inegalitățile I — e < o < I +s, 
care au rezultat din alegerea diviziunii d. 
Dacă f nu este mărginită inferior pe intervalul [x;, %;41], se alege un 
punct &; în acest interval, astfel ca f(£,;) (x;,1 — x) < I — Q — 2e şi se 
obține inegalitatea o, < I — 2e, ceea ce contrazice inegalitatea I — e < 


<o <I +e. 
: Rezultă deci că funcția f este mărginită. 


3. Criteriul lui Darboux 


Vom demonstrafacum un criteriu de integrabilitate, în care nu inter- 
vine valoarea integralei, şi care este analogul criteriului lui Cauchy de la 
şiruri, sau al criteriului lui Cauchy-Bolzano de la limite de funcții. 

Fie f o funcție mărginită definită pe un interval [a, b], a < b, şi fie m 
și M marginile sale pe acest interval: 

m = inf f(x), M = sup f(x). 
a<a<b alb 

Avem deci m< f(x) << M pentru orice x & [a, b]. 

Să considerăm o diviziune (d) a intervalului [a, b] 

4 = Xy < Vk L s. < 3, < Yii < eoo < Xp = b. 

Funcţia f este mărginită pe fiecare interval parțial [x;, x;4.]; să notăm 
cu m; şi M; marginile funcției pe acest interval: 

m; = inf f(x), M, = sup f(x). 


FRI, a EGIS; a 


Avem m, < f(x) < M,, oricare ar fi x &[x, zu] 
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Să formăm sumele 


n—ti 
S4 = Salf) = d Malaia — x), 


n—i 
Sa = Sa(/) = d Milkis — 3). 


l Sumele Sa Şi S4 se numesc sumele Darboux ale funcției f, corespunzătoare 
diviziunii d; są este suma inferioară Darboux, iar S, este suma superioară 
Darboux. Avem 


m(b — a) < u< ox Sı < M(b—a), 
oricare ar fi alegerea punctelor intermediare cu ajutorul cărora s-a format 
suma riemanniană coz. 
Într-adevăr, oricare ar fi punctul intermediar &; € [x x41], avem 
m< ms fk) < M, < M. 
Înmulţind toți termenii cu numărul pozitiv x, — %; obținem 
(iza — XS Mila — 3) S Eia — x) < Miliya — 2) < 
< M(kizi — x). 


Adunînd membru cu membru cele n inegalităţi, obținem 


n—l n—l n—l 
m Da (oara — 3) < Pa milia — 2) < Do SE) (apa — a) 
= 1= 1= 
n —] n—i 


< 2o Milki — 4%) < M d (Xiti — Xa), 


IN 


adică 
m(b — a) < s< o< Sı < M(b— a). 


Trebuie observat că, pentru o diviziune dată d, putem forma o infini- 
tate de sume riemanniene op, dar numai două sume Darboux, s4 şi S4. 

Legătura dintre sumele Darboux şi sumele riemanniene corespunză- 
toare unei aceleiași diviziuni d este dată de egalitatea 


Sa = inf Og» S; = SUD 0g, 
i Si 
unde marginea inferioară şi cea superioară se consideră pentru toate alege- 
rile posibile ale punctelor intermediare &;. 


t 


În adevăr, fie e > 0; deoarece m; = inf f(x), în. fiecare interval 


SIC 
parțial [x; x;+a] există un punct £, astfel ca f(&,) — m; < - = pă Atunci 
n—1 n—l 'n—1 
Oa — Sa = d SE) (X41 4) — 22 m(t) =R PIA ELA EAREN ES 


e < e | 
< Do (tara — 4) pa betia — 4) = ba =, 
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deci 
03 — E< sa < S4. Rezultă că s; = inf og. 
Că 

La fel se demonstrează cea de-a doua egalitate. 

S-a arătat mai sus că pentru o aceeași diviziune d, suma inferioară s; 
este mai mică sau egală cu suma superioară S}. Vom arăta acum că orice 
sumă inferioară este mai mică decît orice sumă superioară, chiar dacă suma 
inferioară şi cea superioară provin din diviziuni diferite. Pentru aceasta 
avem nevoie de următoarea 


Lemă. Dacă diviziunea d’ este mai fină decit diviziunea d, atunci 
Sa Sp, S Sr Sa 


(Prin trecerea de la o diviziune la o diviziune mai fină, sumele inferioare 
cresc, iar sumele superioare descresc.) 

Fie [x;, %;4.] un interval parţial al diviziunii 4; să presupunem că divi- 
ziunea d’ mai are un punct c în acest interval, x; < € < xy. Aşadar, pentru 
diviziunea d’ există două intervale parțiale [x;, c) și [c, x;4.] în locul inter- 
valului [x;, x;}ı] al diviziunii d. 

Să notăm 

m; = inf f(x), m = inf f(x), mm; = inf f(x). 


TEOS 1% Sc c&I<; a 
. 2 a ? . 
Avem, evident, m; < m; şi m; m;, deci 
? 17 
me — x) < m (c — xi), m; (aa — 0) ni (iu — 0) 


și prin adunarea membru cu membru a acestor inegalităţi se obține 
Li 


mia — x) < m; (e — x) + Mi (ia — 0). 


2 


Așadar, termenul m, (x, }4ı — 4) corespunzător intervalului [+;, Xa] 
în suma sg se înlocuieşte printr-un număr mai mare sau egal, m;(c — x, + 
+ m;' (iza — c) pentru a obține suma s(4'). Acest fapt rămîne valabil dacă 
diviziunea d! are în intervalul [+,;, %;4.] mai multe puncte de diviziune; pe 
de altă parte acest fapt este valabil pentru fiecare interval parțial al diviziunii 
d. Rezultă atunci că s< s4. 

Inegalitatea Sg < S4 se demonstrează la fel. 


Propoziţie. Oricare ar fi diviziunile d, şi dą avem s} < Sg. 


(Orice sumă inferioară este mai mică sau egală cu orice sumă superioară.) 
Să notămYcu'd diviziunea formată atît cu punctele diviziunii d, cît 
și cu punctele diviziunii dą. Evident, d este mai fină şi decît d, şi decît da. 
Atunci 
Si S Sa S Sa L Sau, 


Sa S Sa X Sı < Saz» 
de unde s4 < 4< Sa < S, şi deci s4 < Sas 
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Pentru fiecare asemenea diviziune d avem deci 


I— 7< < inf OFEA sup 0, < I+$, 
adică 
I — 7< S< Sa < Î + Fi 
şi deci S4 — S4 L +2 —[I—2)>e. 
Așadar, dacă f este integrabilă, atunci pentru orice e >>.0 există un 
număr (e) astfel încît v(d) < 5(s) implică S; —s,<e. 


Reciproc, să presupunem că această condiție este verificată, şi să 
arătăm că f este integrabilă. 


Rezultă mai întîi că I = I. Într-adevăr, din inegalitatea s< I< I< 
< Sı deducem, pentru v(4) < è(e), 


Oc I— I< Sı — Sase, 


— 


adică 0< I — I1=< €; deoarece s este arbitrar rezultă că Į = I. Să notăm 
cu I valoarea comună a integralelor Darboux. Avem: 


Să < 1 < Sa și SaL 04 Sa 
deci log — I| < Sa — Sa. 
Dacă v(d) < 5(2) atunci Sa — Sa < € şi deci 


lo, — I| <e, 


b 
adică f este integrabilă pe [a, b] şi | f(x) dx = I. 


Această teoremă va fi numită criteriul lui Darboux. 


Observaţie. Din demonstraţia acestei teoreme, rezultă că, dacă f este integrabilă, 
integralele Darboux sînt egale între ele şi egale cu integrala Riemann: 


| f(x)dx = | f(sjdx = | fila) dz. 


Reciproc, se poate arăta că, dacă integralele Darboux sint egale, funcţia este integrabilă în sen- 
sul lui Riemann, 

Pentru funcţia definită pe [a,b] cu a < b, prin 

fla) li dacă x este rațional 


1 dacă-4 este irațional 


avem 


f(a)dz = 0 şi í f(x)dx = 1. 


a C ce 
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4. Clase de funcţii integrabile 


Propoziția 1. Orice funcţie f monotonă pe [a, b] este inte- 
grabilă pe [2, b]. 

Pentru a face o alegere să presupunem că f este crescătoare şi că nu 
este constantă, deci f(a) < f(b). (Pentru funcţiile constante s-a arătat deja 
că sînt integrabile.) 

Fie d o diviziune a intervalului [a, b]. Avem 

fix) < Ax) < F(Xi+1) pentru x, IS Lipi 
deci m; = f(x) şi M; = f(%i}ı). Atunci 


n=—l n=l 
Sa — Sa = 2 Mia — 4) — d Mil ia — 4i) = 
n—l n—i _ 
= L (M; — m) (Xizi — 2i) =>> Faaa) — Fota) ) (tit — 3). 
Fi 0; dacă yd) <————, atunci X% — %4; <———— pentru 
e e> D <a H fo fa * 
i = 0, 1, ..., n — 1, deci, deoarece f(x;,.) > > 0, avem 
n=l 


Sa — sa = È (eia) — A] (a — 20 < a a EENE ir) — A) = 


= fa fn) — fo) = pa AP) — fo) = e. 


Aşadar, luînd (e) = 5 a: criteriul lui Darboux este verificat, 
— f(a 
deci f este integrabilă. Dacă f este descrescătoare, demonstrația se face la fel, 
ținînd seama că m, = f(%;+41) şi M, = f(x). 
Propoziția 2. Orice funcție continuă pe [2, b] este integrabilă 
pe [a, b]. 
Fie d o diviziune. Deoarece f este continuă pe intervalul compact 


[X pa], este” mărginită și-și atinge marginile pe acest interval; există deci 
două puncte x; şi x; din [x; x;+a], astfel ca 


f(x) = my f(x) = M, 
Atunci 


n—=i 


— Sa = = ; — m) (ia — = 27 (Fx) — Faci) (titi — ăi). 


Fie acum e >"0. Deoarece f este continuă pe intervalul compact Ta, b], 
este uniform continuă pe acest interval ; numărului e ales Îi corespunde deci 
un număr (e) > O, astfel încît pentru orice x’, x” a [a, b] cu |x — x” < 


< ò(e) să avem |f(x') — f(x” 
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iar reuniunea tuturor intervalelor de acest fel conține pe E,, deci suma 
lungimilor acestor intervale este > «. Atunci 


Ss = Sar m) (ia — %) > 
> > (M; — mp) (aia — x) > 293 (iza — X) > E2, 


unde X’ se referă numai la intervalele parțiale ce conțin puncte din E.n. 
Am ajuns astfel la contradicția sọ < Sa — Sa < so. Urmează aşadar că, 
oricare ar fi e > 0, mulțimea E, este de măsură Jordan nulă. 

Reciproc, să presupunem că pentru orice e > 0 avem mM, (E.) = Oşi să 
arătăm că f este integrabilă. Fie s > 0. Să alegem e' şi e” astfel încât 


oil, b) e < È şi (bae <E. 


Deoarece m, (E+) = 0, există o familie finită de intervale deschise (J;)i<i<p 
care acoperă pe Es, cu suma lungimilor <e'. Reuniunea F a acestor 
intervale este o mulțime deschisă. Diferența E = [a, b] — F este o reuniune de 
intervale și estevînchisă şi mărginită, deci compactă. Conform propoziției 
din cap. II, $ 5, nr. 7, pentru s” > 0 ales, există un număr 3” > 0 astfel 
încît oricare ar fi intervalul I C [a, b] — F de lungime < 8'| să avem 


X . g’ . e e > 
o/(1) < s”. Să alegem 5 = min 3, „ Fie acum 4o diviziune oarecare a 


intervalului [a, b] cu v(4) < è. Pentru a arăta că f este integrabilă, va fi 
suficient să arătăm că 
Sa aaa S4 < £. 


Vom împărți S — S4 în trei părți astfel: 
Sa — Sa = 29 (M; — m) (ti — 3) = = h Da Fe 


unde È, se referă la intervalele parțiale care n-au nici un punct comun cu F, 
X, se referătla intervalele parțiale conținute în F, iar 24 se referă la interva- 
lele parțiale care acoperă o extremitate a unuia din intervalele J;. 


Pentru prima sumă avem: 
XV, (M; — m) (raza — 3i) =} Op Lipa — 240) (Yiri — 4) 
< E” Èa (ia — 4) s(b—a), 


deoarece [x; %1] C [a,b] — F şi lungimea intervalelor [,, %;}ı] este 
< deci < ò 
Pentru a doua sumă avem: 


DO (M, — m) (%41 — 2%) < (M — m) Dalt — 4) < (M — m) am) < 


< (M — mb. 


INTEGRALA ÎN SENSUL LUI RIEMANN 393 


Pentru a treia sumă avem: 
a (M; — m;) (%41 — 2) < (M — m) da (aa — 2) < 2P5(U — m) < 
< e'(M — m), 
deoarece numărul extremităților intervalelor J; este 2p. Așadar, avem 
Sg — Sa < E” (b — a) + 2e'(M — m) = "(bb — a) + 2e'o([a, b]) < e 


și teorema este complet demonstrată. 
Înainte de a enunţa criteriul lui Lebesgue, vom demonstra următoarea 


Lemă. Dacă f: [2, b] — R este o funcție mărginită, atunci pentru 
orice e >> 0, mulțimea E. = (x|o/(%) > e) este închisă. 


Într-adevăr, fie x,e[a, b] un punct de acumulare al lui E... 

Să presupunem, prin absurd, că x £E., deci că w(x) < z. Există 
atunci un interval deschis Ją, cu centrul în x, cu o;(I,([a, b]) < e. În 
intervalul I, există cel puțin un punct x e E. , deci w,(+) > e. Intervalul 
I, este o vecinătate a lui x, deci o/(79() [a, 21) > of(x) > e şiam ajuns lao 
contradicție. Urmează deci că x SE, şi deci mulțimea E. este închisă. 
Teorema următoare este cunoscută sub numele de „criteriul lut Lebesgue 
de integrabilitate Riemann”. 


Teorema 2 (Lebesgue). O funcție f: [a, 5] > R este integrabil: 
Riemann, dacă și numai dacă este mărginită și mulțimea punctelor în care f 
este diseontinuă este neglijabilă (de măsură Lebesgue nulă). 


Să presupunem întîi că f este integrabilă. Atunci f este mărginită. 
Fie (e,) un sir descrescător de numere > 0, convergent către 0. În baza 
teoremei 1, fiecare mulțime E{xlos(x) > e, este de măsură Jordan nulă, 
deci este neglijabilă şi deci reuniunea lor 


Eo = U Een 
n=l 
este de asemenea neglijabilă. Dar 
E, = (alxela, b], (x) > 0), 


deci E, este formată din toate punctele de discontinuitate ale lui f. Aşadar, 
dacă f este integrabilă, mulțimea E, a punctelor sale de discontinuitate 
este neglijabilă. 

Reciproc, să presupunem că f este mărginită și că mulțimea E, a 
punctelor de discontinuitate ale lui f este neglijabilă și să arătăm că f este 
integrabilă. 

Fie 3 > 0. Deoarece E, este neglijabilă, există un şir (Z„) de inter- 


vale deschise care acoperă mulțimea E , astfel încît lim $` m(I „) < 8. Pentru 
n= îl 


crtice e > 0, avem E. CE,, deci (I„) constituie o acoperire a lui E, . Deoarece, 
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conform lemei precedente, E. este o mulțime închisă și mărginită, deci 
compactă, din acoperirea (1) se poate extrage o acoperire finită (I; Jici<se 
n(e) 


a lui E, . Deducem că m,(Es )< > m(I)< 3.Cum è > Veste arbitrar, rezultă 
î=l 


că m(E,) = 0, deci E, este de măsură Jordan nulă. Conform teoremei 1, 
deducem că f este integrabilă şi astfel teorema este complet demonstrată. 


Observaţii. 1° Se spune că o proprietate punctuală definită 
pentru punctele dintr-o mulțime ECR are loc aproape peste tot pe E dacă 
mulțimea punctelor din E în care nu are loc este neglijabilă. Cu această 
denumire, o funcție este continuă aproape peste tot, dacă mulțimea punctelor 

sale de discontinuitate este neglijabilă. Criteriul lui Lebesgue se poate enun- 
ţa acum astfel: 


O funcție f: [a, 2] > R este integrabilă dacă și numai dacă este 
mărginită, şi continuă "aproape peste tot pe (2, b]. 


2° Din criteriul lui Lebesgue rezultă imediat că funcţiile continue 
şi funcțiile monotone sînt integrabile, deoarece la funcţiile continue mulți- 
mea punctelor de discontinuitate este vidă, deci neglijabilă, iar la func- 
tiile monotone mulțimea punctelor de discontinuitate este cel mult numă- 
rabilă, deci de asemenea neglijabilă. 


§ 3. Proprietăţile funcţiilor integrabile 


Cu definiția integralei cu şiruri sau cu s și 8, se pot demonstra atit 
proprietățile funcțiilor integrabile cît şi proprietăți ale integralei. 

Cu criteriul lui Darboux sau cu criteriul lui Lebesgue se pot demon- 
stra numai proprietăți de integrabilitate, dar nu se pot demonstra proprie- 
tăți ale integralei, deoarece integrala nu apare în enunţul acestor criterii. 
Folosirea citeriului lui Lebesgue simplifică mult demonstrațiile. 


1. Spaţiul funcţiilor integrabile 
__ Liniaritatea integralei 


Propoziția 1. Dacă f şi g sînt integrabile pe [a4, b] ṣi «, B8 a R, 
atunci functia «f + Bg este integrabilă pe [a, b] şi 


| (af + Bg) = a fr p fe 


a 
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Vom da întîi o demonstraţie folosind direct definiția cu şiruri a integra- 
bilității şi a integralei. Fie d o diviziune oarecare a lui [a,b]; să alegem 
arbitrar punctele intermediare £,. Avem 


oala + Be) = II Left) + PEE ana — a) = 


n—] n—l 


= a DAEN (isa — X) + PD — %;) = xcalf) + Bolg). 


Fie (4,) un şir de diviziuni ale intervalului [a, b] cu v(4,) > O. 
Pentru fiecare diviziune 4, avem: 


Salaf + Be) = «oa, (J) + Boz, (8). 


Deoarece f şi g sînt integrabile, avem 
b 


onl) > (4 o4,(8) > f g, 


á 


deci 


ude + 8) sare ța 


Rezultă că af + Bg este integrabilă pe [a, b] şi că 
b b è 
f (of + Be) = a f f+B fa 


Să dăm acum o demonstrație a integrabilității funcției af + Bg folo- 
sind criteriul lui Lebesgue. Să observăm întîi că f și g sînt mărginite, fiind 
integrabile, deci funcția af + Pg este de asemenea mărginită. Dacă notăm 
cu A mulțimile punctelor de discontinuitate a lui f şi cu B mulțimea punc- 
telor de discontinuitate a lui g, mulțimile A şi B sînt neglijabile, deci AU B 
este de asemenea neglijabilă. Mulțimea punctelor de discontinuitate ale 
funcției «f + Bg este conținută în AUB deci este neglijabilă, deci af + 
+ pg este integrabilă. Egalitatea din enunț se obține acum astfel: Deoarece 
ştim că toate funcțiile care intervin în egalitate sînt integrabile, putem 
alege un şir particular de diviziuni (4,) ale intervalului (a, b] cu v(d,) => 0 
şi în fiecare diviziune putem alege punctele intermediare č, într-un mod 
particular (de exemplu la extremitatea stîngă a intervalelor parțiale) ; să 
formăm sumele integrale relative la funcțiile f, g şi af + Bg. 
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Deoarece ştim că toate aceste funcţii sînt integrabile, avem 


Ga„(af + Be) > f (af + Bg) 


oal) > í f ŞI oale) > fe 


Pentru sumele integrabile, se arată ca mai sus că avem egalitatea 
Salaf + Be) = xo., (f) + Boa, (8) 


de unde, trecînd la limită, obținem 
b 


b d 
for) = af fte fe. 
a 4 a 
Observaţii. 1° Mulțimea funcțiilor integrabile pe intervalul [a,b] este un spațiu 
b 


vectorial, iar aplicația f —» | f este o funcțională liniară pe acest spaţiu. 


a 
b b b 


2° Egalitatea | (af + Bg) = a| + JE rămîne adevărați chiar dacă a >b. 


(7 a a 
3° Dacă f + g (sau f — g) este integrabilă nu rezultă că f şi g sînt integrabile. 


Propoziția 2. Dacă f şi g sînt integrabile pe (2, b] atunci funcția 
fg este integrabilă pe [a, b]. 


Deoarece f şi g sînt integrabile, ele sînt mărginite, iar mulțimile A şi B 
ale punctelor de discontinuitate sînt neglijabile. Rezultă că funcția fg este 
mărginită şi că mulțimea punctelor sale de discontinuitate este conținută 
în AU B, deci este neglijabilă, și deci fg este integrabilă. 


Observație. Mulțimea funcțiilor integrabile pe [a, b] este o algebră. 
b 
Integrala | f nu este însă o funcțională multiplicativă pe acest spaţiu; 


a 
în general avem: 


b b b 
| Je = | / | g. 
Propoziția 3. Dacă feste integrabilă pe (2, b], dacă f nu se anu- 


lează pe [a, b] şi dacă funcția F este mărginită, atunci 7 este integrabilă 


pe [a, b]. 
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w . 1 . YV A . A 
Într-adevăr funcția F este continuă în aceleași puncte în care este 


continuă şi f, deci $ este continuă aproape peste tot pe [a, b] şi fiind măr- 
ginită, prin ipoteză, este integrabilă pe [a, b]. 


Propoziția 4. Dacă f şi g sînt integrabile pe [a, 2] și dacă 
funcția f* este definită pe [a, b] atunci f este integrabilă pe [z, b]. 

Într-adevăr, f şi g sînt mărginite şi continue aproape peste tot, deci 
fe este mărginită şi continuă aproape peste tot, deci este integrabilă. 


__ Corolar. Dacă f> 0 și dacă f este integrabilă pe [z, b] atunci 
Vf este integrabilă pe [a, b]. 


2. Proprietăţi de monotonie ale integralei 


Propoziția 5. Dacă f este integrabilă pe (2, b] şi f > 0, atunci 


Să observăm întîi că pentru orice diviziune d a intervalului [a, b] 
şi pentru orice puncte intermediare £, avem 


calf) = BAEN — 4) > 0 


deoarece f(£,) > 0 şi xyr — 4, >0. 

Să alegem acumțun şir particular (4,) de diviziuni ale lui (a, b] şi în 
fiecare diviziune să alegem punctele intermediare £, într-un mod particu- 
lar. Pentru sumele integrale corespunzătoare avem: 


b 


San) > (7 


a 


Dar pentru fiecare n avem, ca mai sus 


Sa S) > 0 
și trecînd la limită obținem 


(/>0. 


4 


Observaţie. Dacă f>0 şi a< b avem (f< 0. 
b 


398 


INTEGRAREA 
Corolarul 1. Dacă f şi g sînt integrabile pe (2, b] ṣi dacă f< g 
atunci 
b b 
(f< (e. 
Într-adevăr, g — f > 0 şi f — g este integrabilă, deci 


|v 


Dar 


de unde 


R Ua > 


b 
f< (e. 
Observație. Dacă f< 2 şi a=< b avem | f> | g. 
b 


Corolarul 2. Dacă f şi g sînt integrabile pe [a, b] şi dacă m < f< 
<M şi g > 0, atunci 


a 


b b b 
m(g dx < | fe âx< M |g dx. 
Într-adevăr, deoarece g> 0, din inegalitățile m< f< M deducem 
mg < f< Me şi deci, prin integrare 
b b 
mear | fe dx < < ( Mg dx 
de unde i i 


b 


m [e.ax< f je dx < M f gax. 


Observație. Dacă m< f< M şi g> o0 şi dacă a< b, atunci 


a 


m je dx > | ed > (gds 


b 
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Corolarul. 3. Dacă f este integrabilă pe [a, b] și m <f<M 
atunci 


m(b — a) < (f< MO — a). 


a to qi 


Într-adevăr, se ia g(x) = 1 în corolarul 2, şi se observă că 
b 
| gdy =b— a. 


Observaţii. 1° Corolarul 3 rezultă si din inegalitățile 
b 
m(b — a) < sa< S< Mb — a) şi s< | f< Se 


2° Dacă m< f< M şi a< b, avem mla — b) > (s> M(a — b) 
b 


Propozitia 5. Dacă f este integrabilă pe fæ, b] atunei funcția 
|f| este integrabilă pe [2, b] şi 
d 


| fdz < | f(x)dx. 


Într-adevăr, f este mărginită şi mulțimea A a punctelor sale de dis- 
continuitate este ‘neglijabilă. Rezultă că |f| este mărginită. Deoarece |f| 
este continuă în orice punct în care f este continuă (și, eventual 'şi în alte 
puncte), rezultă că mulțimea punctelor de discontinuitate ale lui |f| este 
conținută în A, deci este neglijabilă, şi deci |f] este integrabilă. 

Pentru a demonstra inegalitatea din enunț, plecăm de la inegali- 


tatea 
— fl f< Ifl 


de unde, prin integrare obținem 


b 
şi deoarece ( |f| > 0, deducem 


a 


{|< is 
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Observaţii. 1° Dacă |f| este integrabilă, nu rezultă că f este 
integrabilă. 


Exemplu. Funcţia f definită pe [a, b], a < b, astfel: 
1, dacă x este rațional 
fa) =i l, dacă x este irațional 


nu este integrabilă, deoarece mulțimea punctelor sale de discontinuitate 
este [a, b] şi nu este neglijabilă. Avem însă |/(x)!==1, deci |f| este continuă 
şi deci este integrabilă. 


Corolarul 1. Pentru orice îuncţieiintegrabilă f avem 


| | f(x)dx |< | | flu] 


fie că a < b, fie că a >b. 


Dacă a< b, avem f If] > 0 deci 


fre dx |< f iflas =| fiian 


jar dacă a>b, avem b< a, deci 


Corolarul 2. Dacă f este integrabilă şi dacă |f| < M, atunci 


ii flx) dæ |< M|b — a| 


fie că a < b, îiecă a >b. 


Într-adevăr, dacă a< b, atunci 


| laz< M(b — a) = M |b — a| 


b 
f7 az|< 
deoarece b — a > Q0; iar dacă a `> b, atunci 


brea- rale M(a — b) = M| a — bl. 
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Corolarul 3. O funcție f: [a, b] — R este integrabilă pe [a, b] 
dacă şi numai dacă partea pozitivă f* şi partea negativă f- sînt integrabile 


pe (a, d]. 
Se ţine seama de egalităţile 
1 
f= A+A [isp 
şi 
1 
F=- [A= A 
Corolarul 4. Dacă f şi g sînt integrabile pe (a, b], atunci anvelopa 
superioară sup (f, g) şi anvelopa inferioară inf (f, e)'sînt integrabile pe[a, b]. 
Se ţine seama de egalitățile 


sup (S, 8) => (f +g + If — el) 
inf (f, 8) = — sup ( — f, — 8): 


3. Formule de medie 


Propoziția 6. Dacă f şi g sînt integrabile pe [a, b] ṣi dacă g => O, 
există un număr u cuprins între marginile m și M ale funcției f, astfel ca 


b b 
|f dx = efe dx. 


Din inegalitatea m< f< M deducem mg< fe < Me (deoarece g >0) 
şi deci . 


m | g dx< (e dx < mfe dx. 


b 
Să observăm că, deoarece g > 0 şi a< b, avem | g dx > 0. 


a 
ò 


Dacă (e dx = 0, atunci din aceste inegalităţi deducem de asemenea 


a 
b 


| je dx = 0, deci, luînd un număr oarecare u&[m, M], avem 


d b 
(dar=ufg dx = Q. 
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b 
Dacă | g dx > 0, atunci 


a 


b 
fr dx 
a 

b 
feas 
a 


b 
fr dx 


8 
b 
fear 
[rd 


b b 
(e dx = JE dx. 


m< <M 


și, luînd u = 


, avem m<u<M şi 


Acestă egalitate se numeşte formula mediei pentru integrale. 


Corolarul 1. Dacă f este continuă, iar g este pozitivă și integra- 
bilă pe [a, b], există un număr £ a (a, b) astfel ea 


b b 
| fe dx = JE) fe dx. 

În adevăr, f fiind continuă pe [a,b], îşi atinge marginile pe acest 
interval ; există deci două puncte x, şi xa în [a, b] astfel ca f(x.) =m şi 
(xa = M şi deci f(x) < u< f(x), unde p este astfel ca 


b b 


| fe dx = ue dz. 


Dar, fiind continuă, f are proprietatea lui Darboux: ea nu poate 
trece de la valoarea f(x.) la valoarea f(x) fără a trece prin valoarea interme- 
diară u ; există deci un punct če [a, b] astfel ca u = f(E), şi deci 


b 


(e dx = f(6) (e dx. 


Observaţie. Propoziția 6 şi corolarul 1 rămîn valabile şi dacă 
g< 0. 
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Corolarul_2. Dacă f este integrabilă pe (2, b], există un număr 
cuprins între maiginile funcției f, astfel ea 


b 


(făx = (b — a). 
Se aplică formula mediei pentru funcția g(x)==1, ţinînd seama că 
b b 
(eas = ţi . dx =b—a. 


Corolarul 3. Dacă f este continuă pe (2, b] , există un punet 
č e (a, b), astfel ea 


(faz = fE b — a) 


Se aplică corolarul 1, pentru funcția g(x)==1. 


Observaţie. Propoziția 6 şi corolarele sale sînt valabile fie ca 
a< b, fie că aob. 


4. Proprietatea de ereditate 
Aditivitatea integralei ca funcție de interval 


Aditivitatea integralei ca functie de interval. Proprietatea enunțată 
în propoziția următoare se numeşte proprietate de ereditate*. 


Propoziția 7. Dacă f este integrabilă pe [a, b] atunci f este 
integrabilă pe orice subinterval [a', 5&5] C [a, b]. 


Într-adevăr, f este mărginită pe [a, b], deci este mărginită şi pe [a' b']. 
Pe de altă parte mulțimea A a punctelor de discontinuitate din [a, b] este 
neglijabilă, iar mulțimea A” a punctelor de discontinuitate din [a', b'] este 
conținută în A, deci A’ este neglijabilă, şi deci f este integrabilă pe [a', b]. 
Proprietatea exprimată de egalitatea din propoziția 8 se numeşte 
proprietatea de aditivtitate a integralei, considerată ca funcție de interval. 


* O proprietate care se referă la o clasă € de părți ale unei mulțimi E este ereditară 
dacă de îndată ce are loc pentru o mulțime A € € are loc pentru orice submulțime A4'C A 
din €. 
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Propoziția 9. Dacă f este integrabilă pe [a, b], atunci oricare 
ar fi punctul c & [2, b] avem 


a fafs 


c b b ` 
Dacă c = a, atunci f f=0 şi f f= ( f, deci formula este verificată. 


De asemenea, formula este verificată dacă c = b. Să `resupunem deci că 
a< c< b. Funcţia f este integrabilă pe intervalele [a, .} şi [c, b]. 
Fie (4,) un şir de diviziuni ale intervalului [a, c] cu v(d,) > 0. Atunci 


oricare ar fi punctele intermediare alese în fiecare diviziune dy. 


Fie (da) un șir de diviziuni ale intervalului fc, b] cu v(da)—>0. 
Atunci 


b 
| | 7 
N c 


oricare ar fi punctele intermediare alese în fiecare diviziune dą. Pentrus 
fiecare n&N să notăm d, = dp U da. Am obținut astfel un”şir de diviziuni 
(d„) ale intervalului [a, b] şi avem de asemenea v(4,) — 0, deoarece v(4,) < 
< v(d) + v(d,). Atunci 


b 
02, — (7 
4 
Dar 
< 
Odp, = Cap + 02, 
A 
Trecînd la limită, obținem 


-em o ob 


fj f. 


== 


a Ua 
s 
-+ 

—— 


C 
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c b b 
Observație. Egalitatea | f+ | f = | f este adevărată, oricare 


á 
ar fi ordinea de succesiune (după mărime) a punctelor a, b şic. De exemplu, 


dacă a < b < c, avem (s+ (7-a deci 
a b 


hiiit 


Au loc Și proprietăți reciproce proprietăţii de ereditate. 
7 


——— înc aaar i 


Într-adevăr, f este mărginită pe a, c] şi [c, b] deci este mărginită pe 
[a, b]. Pe de altă parte, mulțimea A a punctelor de discontinuitate din 
[a, c] şi mulțimea B a punctelor de discontinuitate din [c, b] sînt negli- 
jabile. Mulțimea punctelor de discontinuitate din [a, b] este AUB, deci 
este neglijabilă și deci f este integrabilă pe [2, b]. 


sati ia f este integrabilă pr intervalele (2, a], [a.,a2],...-, 
[aa ] atunei 4 este integra bii pe la, . 


—— -= - . - 


z) 


Fie (x„) un şir crescător din [a, b], convergent către b. Avem +, <b 
pentru orice z, deci f este integrabilă pe orice interval [a, x„], deci mul- 
țimea E, a punctelor de discontinuitate din [a, x, ale lui f este neglijabilă. 
Cum orice punct de discontinuitate x < b al lui f se află într-o mulțime 
E, urmează că | mulţimea punctelor de dişcontinuitate ale lui f este formată 


de reuniunea U E, ŞI, eventual, din b, deci este neglijabilă, şi deci f este 
integrabilă pe [a, b]. 


Propoziția 10. Dacă f este mărginită pe [4, b] şi este integrabilă 
pe orice interval compact [x, 3] eu a < x, atunci f este integrabilă pe [z, b]. 


Corolarul 1. Dacă f și g sînt egale pe [a, b], cu excepția unui 
număr finit de puncte Cu, Ca, ..., Cu, Şi dacă una din ele este integrabilă 
pe [a b], atunci şi cealaltă este integrabilă pe [z, b] şi integralele lor sînt 
egale. 


Să presupunem că f este integrabilă pe [a, b]. Atunci f este integrabilă pe orice interval 
compact din [a, b] şi este mărginită pe [a,b]. 
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Rezultă atunci că şi g este mărginită pe (a, b] şi integrabilă pe orice interval com- 
pact din [a, b] care nu conține nici unul din punctele c,, ca, ..., cp, deci este integrabilă 


pe [a, b]. 
Fie acum un șir (dp) de diviziuni ale lui [a, b] cu v(dp) = 0. În fiecare diviziune d, 


să alegem punctele intermediare £, diferite de punctele c4, Ca ..., cp. Atunci f(£;) = g(Ep. 
deci 
oanl f) = YOSE (tita — 73) = JOEN — i) = cane). 
$ 4 


Prin trecere la limită obținem 


d b 
ar 


Corolarul 2. Dacă f este integrabilă pe [a, b] şi dacă se modifică 
valoarea functiei în mod arbitrar într-un număr finit de puncte din (a, b] 
atunci funcţia obţinută este de asemenea integrabilă pe (2, b] şi are aceeași 
ntegrală ea şi f. 


5. Integrarea pe o reuniune de intervale 


Fie f o funcţie definită pe un interval mărginit I, de forma [a, b), sau (a, b] sau 


(a, b 
Fie f, şi fa două extensiuni ale funcţiei f la intervalul închis I = [a, d]: 


f(x), dacă zel; 
fala) = 
d, dacă xz Æl; 
f(x), dacă EI; 
d, dacă x Æ I. 
Funcțiile f, şi fa sint de asemenea mărginite pe Į = (a, b] şi sînt egale pe I cu excep- 


ţia, eventual, a extremităților a şi b. 
Dacă una din funcţiile f, şi fa este integrabilă pe [a, b], atunci şi cealaltă este integra- 
b b 


fa(2) = | 


bilă pe [a, b] şi integralele lor sînt egale, | fad = | fad. 


a a 
Aşadar, integrabilitatea şi integrala unei extensiuni fı a lui f nu depind de valorile 
date extensiunii în punctele a şi b, ci numai de funcția f însăși. 
Sîntem conduși astfel la următoarea: 
Definiție. Se spune că funcția f este integrabilă pe intervalul Z, 
dacă o extensiune a sa f, la intervalul Z este integrabilă. Integrala funcției f 
b 


pe intervalul 7 se notează | fdx sau, încă, | fdx şi este egală prin definiție 
I a ' 
cu integrala extensiunii f, pe intervalul 7 = [a, b]: 
b b 
(rar = (ras = | jax. 


i a a 
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Din propoziţia 10 rezultă 


Propoziția 11. Funcţia feste integrabilă pe Z dacă și numai dacă 
este mărginită pe I şi este integrabilă pe orice interval compact conţinut în T. 


Toate proprietăţile integralelor definite pe un interval compact [a, b] rămîn valabile 
şi pentru integralele funcțiilor definite pe intervale mărginite oarecare. 
Fie acum f o funcţie definită pe o reuniune de intervale mărginite și disjuncte, A = 


= UIU... U m. 


Definiție. Se spune că funcția f este integrabilă pe mulțimea 4,- 
dacă este integrabilă pe fiecare din intervalele Z., I}, ..., I„. Integrala 


functiei f pe mulțimea A, notată | f dx, este egală prin definiție cu suma 
A 
integralelor pe cele n intervale : 


(ra = (rar + [ras + + ra 
A PA I, In 


Se verifică de asemenea uşor că toate proprietăţile integralelor definite pe un interval 
rămîn valabile pentru integralele funcţiilor definite pe o reuniune de intervale: 

1) Orice funcție integrabilă pe A este mărginită pe A. 

2) Orice funcţie continuă pe A este integrabilă pe A. 

3) Orice funcţie definită pe A şi monotonă pe porțiuni este integrabilă pe A. 

4) Mulțimea funcţiilor integrabile pe A este o algebră, iar integrala este o funcțio- 
mală liniară: 


( of paz = a ( faz + p (gaz. 
A A A 
5) Dacă f este integrabilă pe A, atunci |f| este integrabilă pe A şi 


| fax 


v 


< | ftolaa. 


A 


6, Integrala este o funcțională pozitivă (şi monotonă) 


p>0o rar >o şi [<e> |rar< | sar): 
A A A 


7) Formula mediei: dacă f şi g sînt integrabile pe A şi dacă g>0 (sau g-<0) 
atunci există un număr yu cuprins între marginile m şi M ale funcției f, astfel ca 


fear- u (eas 


A 


Pentru fiecare interval 7; cu extremitățile a; şi b;, a; < b; să notăm cu m(I;) lungi- 
mea sa: 
m(I;) = bi — a. 
Să notăm de asemenea cu m(4) suma lungimilor m(I;}) ale intervalelor I; care o 
compun 
m(A) = m(I) + mIa) +... + mIn) = (b; — a) + 
+ (be — aa) + ... + (bn — an). 
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8) Dacă f(x) = « pe A, atunci 


(ax = am(A). 
A 
Într-adevăr : 
b; 
% n n n 
| aa = DI fas | a dx = Dat; — a;i) = a > (b; — aj) = am(A). 
f i=l i, i=] z; i=l i=l 


Luind în formula mediei g(x) = 1 rezultă că: 


9) Dacă f este integrabilă pe A, există un număr y cuprins între marginile m şi M 
ale lui f astfel ca 


(jax = um(4). 
A 


10) Proprietatea de ereditate. Dacă f este integrabilă pe A, atunci f este integrabilă 
pe orice submulțime 4’ C A, care este reuniune a unei familii finite de intervale. 


11) Proprietatea de aditivitate a integralei ca funcție de mulţime. Dacă f este inte- 
grabilă pe A şi dacă A este reuniunea”unui număr finit de multimi A, A% ..., An, dis- 


juncte două cîte două, unde A,, ..., Ap sînt reuniuni finite de intervale, atunci 
n 
(ra= | fax = | ra 
A n i=l A. 
U 4; ' 


Mulțimile care sînt reuniuni finite de intervale mărginite formează un clan M: reuniunea, 
intersecția și diferența a două astfel de mulțimi sînt mulțimi de același fel, 


Lungimea m(A) a mulțimilor A e Ml este pozitivă şi aditivă: 

1) m(4) > 0; 

2) m{A U B) = m(4) + m(B), dacă A N B = Ø. 

Fie f o funcție definită pe R și integrabilă pe fiecare mulțime A eM. Să notăm 


u(4) = (raz 
4 


Proprietatea de aditivitate a integralei, ca funcție de mulțime, se scrie astfel ; 
u(4 U B) = u(4) + (B) dacă AN B= Ø. 


Aşadar, funcția u —> (4) definită pe // este o măsură reală. Ea se numeşte integrala nede- 
finită a funcţiei f. 

Dacă funcția f este pozitivă, atunci integrala sa nedefinită este o măsură pozitivă. 

Se spune că măsura y este absolut continuă în raport cu măsura m, dacă m(4) = 0 
implică u(4).=0. 

Din formula mediei 


continuă în raport cu măsura m. 
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Observaţie. Dacă funcţia f nu este definită pe toată dreapta, ci numai pe o 


mulţime Me M, o prelungim pe toată dreapta, dîndu-i valoarea zero pe QM. Să notăm 
tot cu f prelungirea astfel obţinută. Atunci 


js- | f dei | f= o ami 4 n m = Ø. 


ANM 


§ 4. Primitive 


1. Integrala nedefinită 


Fie f o funcție definită pe un interval I (mărginit sau nemărginit) şi 
integrabilă pe orice interval compact conținut în I. Fie a un punct oarecare 
din I, pe care îl menţinem fixat. Pentru orice punct y & I, funcția f este inte- 
grabilă pe intervalul compact [x, «] sau [«, x] (după cum x < a sau a< x). 

Să notăm 


F(x) = | A) ät. 


a 


xuncţia F(x) este definită pentru orice punct y & I. 
Dacă a şi b sînt două puncte din I, avem 


a b b 
(s+fs=f r, 


deci 


sau, cu notația de mai sus, 
( f = F(b) — F(a). 


Observații. 1° Să presupunem că a< x şi nă notăm I, = [a,x]. 
Atunci 


= fu dt = poa 4). 


Așadar, valoarea funcției F într-un punct a > a este egală cu valoarea 
integralei nedefinite y a lui f, pentru intervalul I, = [a, x]. 

Din această cauză, funcția de punct F(x) se numește de asemenea, 
prin abuz de limbaj, integrala nedefinită a funcției f. 
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2° Pentru fiecare punct « & T obținem cîte o funcţie F(x) = | fedt. 


(e4 
Cunoaşterea integralei funcției f pe orice interval compact din I ne 
permite să definim funcția F. Reciproc, dacă am putea determina pe altă 
cale funcția F, am putea apoi calcula foarte uşor integrala funcției f, din 
egalitatea 


Vom arăta mai departe că, pentru anumite funcții, acest lucru este po- 
sibil. Pentru aceasta va trebui mai întîi să studiem proprietățile funcției F. 


x 


Propoziția 1. Fuancția F(x) = (45 dt este continuă pe Z. 

Fie x, un punct oarecare din I. Să presupunem întîi că xp nu este œ 
extremitate a intervalului Z ; există atunci un interval fa, b] conținut în Z, 
şi care conţine în înfertorul său pe x. Funcţia f este integrabilă pe [a, b], 
deci este mărginită pe acest interval. Fie 

M = sup f(ċ). 
a<i<b 

Pentru orice x & (a, b) avem 


(a) — Flag)! =| fj a |< | FOI < Mis — zol: 


Dar 
lim |x — x| M = 0 
şi deci 
lim F(x) = F(x9), 
zeta. b) 


adică F este continuă în punctul xp, relativ la intervalul (a,b). Dar inter- 
valul (a, b) este o vecinătate a lui x, deci F este continuă în punctul xo 
şi relativ la intervalul I. 

Dacă x, este extremitatea stîngă a intervalului I, se consideră un 
interval [xo b] CI cu xo < b. Funcţia f este integrabilă şi deci mărginită 
pe intervalul [xə b]; fie M = sup f(t). Pentru orice + & (xo 0], avem 

x<i<b 
x 


F(x) — Plx)! = E ar|< È IOI dt < Me — x), 


de unde, iarăși, se deduce că lim F(x) = F(x), adică F este continuă în xo. 


x>% 
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Dacă x, este extremitatea dreaptă a intervalului I, demonstraţia se 
face la fel. 

Observaţii. 1° Dacă funcția f este mărginită pe întregul inter- 
val I, nu mai este nevoie să demonstrăm propoziția separat pentru punctele 
interioare, şi separat pentru extremități. Notînd, în acest .caz, 


M = sup |f(?)| 
teI 


avem, pentru orice x' &l şi x” El, 
LF) — F = [SA d < MIx — x". 


x 


Aşadar, dacă f este mărginită pe I (în particular, dacă intervalul I este măr- 
ginit şi f este integrabilă pe I) funcția F este lipschitziană pe I, deci este 
uniform continuă pe I, şi cu atît mai mult, continuă pe I. 
2° Relația lim F(x) = F(x) înseamnă : 
2> Xa 
x Zo 


lim ( fÀ di = | FA) di. 


1—3 
% 


Această egalitate ne permite :să calculăm integrala pe intervalul 
[&, xo], cunoscînd integrala pe celelalte intervale compacte conținute 
în [a, xo]. 

Propoziția 2. Funcția F este derivabilă în orice punct x & I 
în care funcția f este continuă și F'(x0) = f(%0). 

Fie s > 0; deoarece f este continuă în x, există un număr (e) > 0, 
astfel încît pentru orice t & I cu |t — xo} < è(e), să avem |F) — f(x9)| < e, 
sau 

flo) — e < FE) < flo) + e. 


Fie x > xp cu % — X% < 8(e). Pentru orice £ & [x x] avem 


F% — e < F) < f(x) + e, deci 


| (fa) — e) at [10 is È (Wæ) să, 


adică 
[f(o) — £] (x — xo) < F(x) — F(x) < [f(o) + e] (x — xo) 

și, împărțind cu x — xœ 0, 

F(x) — F(x) 


X — Xe 


f(*) — e < < f(x) + e. 
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Fie x < Xp cu Xp — % < (e). Pentru orice ¿ & [x, xp] avem 


flo) — e < fi) < f(xo)+ e deci 


Xo Xo 


| [f(x0) — e] dt < (o dt < | [f(o) + e] dé, 


z x 


adică 
[f(co) — e] (xo — x) < F(x) — F(x) < [f(o) + e] (0 — x) 
și, împărțind cu x, — x > 0, obținem 


F(x) — F 
fro) — e< FER < fir) + e 
sau 
F(x) — F(x, 
fx) — E< SAA < f(e) + e. 


Aşadar, oricare ar fi x = xp cu |x — Xo| < è(e), avem 


fata) — e PD < fi) + e 


4 — Xo 
sau 
F(x) — F(x) __ 
Da PA f(x) | < e. 
Rezultă atunci că 
lim F(x) — F(x) — HEAP 
XXa X — Xo 


deci F este derivabilă în x, şi F(x) = f(x). 


Observații. 1° Dacă F este derivabilă într-un punct xo & I, 
nu rezultă că f este continuă în xo. 
În adevăr, plecînd de la o funcție g continuă pe Z (deci integrabilă pe orice interval 
compact din 7) şi punînd 
x% 
Fia) = fa a 


% 9 


avem F'(20) = g(%0); dacă modificăm valoarea funcţiei g numai în punctul x, obținem o 
funcție f care este integrabilă pe fiecare interval compact din I și are aceeași integrală ca 
şi g, deci 


F(x) = (ro dx. 
Dar f(x) = 8(%o), deci F'(xo) # f(x). 


2° Este posibil ca F’ (xo) = f(xe) fără ca f să fie continuă în xo, după 
cum va fi arătat mai departe pe un exemplu. 
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Corolar. Dacă f este continuă pe întreg intervalul Z, atunci 
funcția F este derivabilă pe I şi F =f. 


Aşadar, dacă funcția f este continuă pe I, funcţia 


z 


F(x) = | f(t) di 


este o primitivă a lui f, oricare ar fi « €E I, şi avem 
b 
(fa) dx = F(b) — F(a) 


oricare ar fi a şi b din I. 


2. Formula lui Leibniz-Newton 


b 
Egalitatea | f(x) dx = F(b) — F(a) reduce calculul integralei unei 


funcții continue f, la găsirea unei primitive F a lui f. Se impune astfel un 
studiu mai detaliat al primitivelor. 

Să reamintim mai întîi definiția primitivelor. 

Fie f o funcție definită pe un interval I care nu se reduce la un punct. 


Definitie. Se spune că funcția f are primitive pe intervalul 7 dacă 
există o funcție F definită şi derivabilă pe 7 şi a cărei derivată să fie egală 
cu f. 

Dacă F' = f, atunci F se numeşte functie primitivă a functiei f sau, 
mai simplu, primitivă a lut f. 

Cu această definiție, corolarul precedent se enunță astfel : 

Orice functie continuă pe I are primitive pe I. 

Dacă F este o primitivă a lui f, adică dacă F” = f, atunci funcția 
F + C este de asemenea o primitivă a lui f, oricare ar fi numărul realC, 
deoarece 


F +CY=F' +C =F =f. 


Aşadar, dacă f are o primitivă F, atunci ea are o infinitate de primitive. 
Intreaga familie de funcții (F + C)cer, obținute dinj primitiva F prin 
adăugarea unei constante arbitrare C, este formată din primitive ale lui f. 

Mai mult, familia (F + C)cer conține toate primitivele lui f. Într-a- 
devăr, dacă ® este o primitivă oarecare a lui f, adică dacă Ọ' = f, atunci 
®' = F’, deci funcțiile Î şi F diferă printr-o constantă,  — F = C, sau 
® = F + C, adică O se obține din F prin adăugarea unei constante conve- 
nabile şi deci O face parte din familia (F + C)cer. 
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Pentru familia de primitive (F + C)cen se foloseşte notația mai sim- 
plă F + C, unde se subînțelege că constanta arbitrară C parcurge toate 
numerele reale. 

Fie F, = F + C, o primitivă oarecare a lui f. Atunci 

F,(b) — Fila) = (PO) + Ci) — (Fla) + C1) = FO) — F(a). 
Așadar, diferența F(b) — F(a) este aceeași, oricare ar fi primitiva F a lui f. 


Propoziția 1. Dacă feste o funcție continuă pe Z și dacă a, bal], 
atunci 


(Ax) dx = PO) — F(a), 


orieare ar fi primitiva F a lui f. 


Într-adevăr, dacă « & I, egalitatea aceasta este adevărată pentru 
primitiva 


F(x) = | KA dt. 


Deoarece diferența F(b) — F(a) este aceeaşi, oricare ar fi primitiva F 
a lui f, rezultă că egalitatea este adevărată oricare ar fi primitiva F a lui f. 
Egalitatea din enunţul propoziției precedente se numeşte formula lut 
Leibniz-Newton. Ea reduce calculul integralei unei funcții continue f la 
găsirea unei primitive particulare F a lui f. 


Diferența F(b) — F(a) se mai notează F(x) Í 


a 


” — F(b) — F(a). 


& 


F(x) 


Cu această notație, formula lui Leibniz-Newton se scrie 


unde F =f. 

Formula lui Leibniz-Newton este valabilă nu numai pentru funcțiile 
continue, ci și pentru o clasă mai largă de funcții integrabile, acelea care 
au şi primitive. 

Propoziția 2. Dacă îuneţia f este integrabilă pe intervalul 7 = 
= [a, b] şi_dacă are primitive pe acest interval, atunci 


| fix) dx = F(b) — F(a), 


oricare ar fi primitiva F a lui f. 
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Fie F o primitivă oarecare a lui f, adică F' =f. 
Fie d o diviziune a intervalului [a, b]: 


a = Xo <A < e.a < Xi < Xizi < e.. o < Xp =b. 


Funcția F este derivabilă, deci continuă pe fiecare interval parțial 
[%;, %41], astfel încît îi putem aplica teorema creșterilor finite pe acest 
interval: există un punct & & [x; Xi}ı] astfel ca F(x) — F(x) = 
= F' (8) (apa — 4%) sau 

F(x) — E(x) = AE) — i) t= 0, 1, 2, ..., n — 1. 
Adunînd membru cu membru aceste egalități, obținem 
n—] n—l 
2 [F(x — F(x] = d AE) (Xiti — X) 
sau 
F(@) — F(a) = o,(f). 
Fie acum (d„) un şir de diviziuni cu v(4,) > 0. Dacă pentru fiecare 


diviziune d, formăm suma integrală c,,(f) cu punctele intermediare £,; 
rezultate din formula creșterilor finite, avem 


oa, (J) = F(b) — F(a). 


Aşadar, şirul (64„(f)) este constant, deci o,,(f) > F(b) — F(a). Pe de altă 


parte, funcția f este integrabilă și v(4,) — 0, deci şirul! sumelor integrale 
tinde către integrală: ` 
b 


oaf) > | Ha) da. 


Limita şirului fiind unică, deducem 


şi propoziția este demonstrată. 
Înmulțind ambii membri ai egalității cu — 1, obținem 
b 
— | fa) da = — F(b) + F(a) 


a 


sau 


ct 3 


f(x) dx = F(a) — F(b) = F(x) | | 
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Așadar, şi în cazul funcțiilor integrabile care admit primitive, formula lui 
Leibniz-Newton este adevărată, oricare ar fi relația de inegalitate dintre 
limitele de integrare. 


Observații. 1° Există funcții integrabile care nu au primitive. 


Exemplu. Funcţia 
l, dacă Oscasl 


ra=] 


2, dacă 1< x2 


definită pe intervalul [0, 2] este integrabilă pe acest interval, fiind monotonă. Această func- 
ție nu are însă proprietatea lui Darboux pe [0, 2], deci nu poate fi derivata altei funcții, 
adică nu are primitive pe acest interval. 


Se pot da exemple de funcții care au primitive, dar care nu sînt inte- 
grabile. 

2° Există funcții care sînt integrabile şi au primitive, fără a fi con- 
tinue. 

Exemplu. Fie funcția 


l 
x? sin —, dacă 0 < xxl 
F(x) = % 


0 „ dacă y = 0 
definită pe [0, 1]. Funcția F este derivabilă pe [0, 1] şi derivata sa f = F’ este 
1 1 
2x sin — — cos —, dacă 0< xl 
f(a) = æ d 
0, dacă x = 0. 


Aşadar, f are primitiva F. Funcția f este de asemenea integrabilă pe [0, 1], deoarece 
este continuă și deci integrabilă pe orice interval compact [x, 1] cu z > 0. Funcția f nu 
este însă continuă în 0, deoarece nu are limită în acest punct. 


Avem deci F'(0) = (0), fără ca f să fie continuă în O. 


Fie f o funcţie definită pe un interval I şi F o primitivă a sa. 
Mulțimea F + C a tuturor primitivelor sale se numeşte — prin abuz 
de limbaj — integrala nedefinită a funcţiei f şi se notează | f sau ) fdxsau 


| f(x) dx: 


kamea 


(fax =F +C 


sau 


o 


Pentru a face distincție, integrala propriu-zisă | f(x) dx se numește 


a 


integrală definită. 
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Deoarece F'(x) = f(x), ultima egalitate se scrie 
( F' (x) dx = F(x) + C. 


Aşadar, dacă se pleacă de la o funcție şi se aplică întîi operația de derivare, 
iar apoi „operația de integrare”, se regăsește funcția inițială cu aproximația 
unei constante aditive. 

Reciproc, dacă, plecînd de la o funcție, se aplică întîi „operația de 
integrare” (şi se obține o familie de funcții), iar apoi operația de derivare, 
se obține funcția inițială. 


Într-adevăr 


| (An) ax) = (Fla) + CY = F' (2) = fa). 


Dacă semnul d, care apare în notația integralei nedefinite, se inter- 
pretează ca o diferențială, se obţin alte relații utile pentru calcule: 


| dF(x) = F(x) + C. 


d | fa H) f(x) dx. 
Într-adevăr : 
{ d F(x) = | F'(x) dx = F(x) +C 
şi 
d ( fx) dx = (F(x) + C) =d F(x) = F'(x) dx = f(x) dx. 
Exemple. 


1) (o az= [ovaz=o0+c=c; 
2) (ar = (ar=7+ c; 
3) (arraz = | az = s + C; 


1 1 d 
4) | sin 2x dx = — — cos 2x + C, deoarece | — 7 cos, 24) = sin 2%; 


a 
a 
„ia 


5 5 7 
5) (5x5 + 7)dx = z st 1-74 40C, deoarece (š 9 + 7x) = 526 + 7. 
seei Ea) Xan ineat 
Observație. Fie f o funcție definită pe o mulțime E, care este 
o reuniune (finită sau infinită) de intervale disjuncte. Dacă există o funcție F 


definită şi derivabilă pe E astfel ca F’ = f, funcția F se numeste, încă, pri- 
mitivă a lui f. Orice funcție de forma F + C este de asemenea o primitivă 
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a lui f. Familia (F + C) nu conține însă toate primitivele lui f: există şi 
alte primitive care nu se pot obține din F prin adăugarea unei constante; 
adică, diferența a două primitive ale lui f poate să nu fie constantă. 


Exemplu. Fie F o primitivă a lui f şi fie Z unul din intervalele din care este formată 
mulțimea E. Funcţia O definită pe E astfel: 


D F(x) + 1, dacă zel 
(3) = F(x) + 2, dacă x ÆI 


este de asemenea o primitivă a lui f, deoarece pentru orice xv E E avem Ọ'(x) = F(x) = 
= f(x). Dar diferența O — F nu este constantă pe E: 


l, dacă x EI, 


Plz) — F(a) = Ë dacă x Æ I 


deci primitiva O nu se poate obține din primitiva F prin adăugarea unei constante. 


Integrala nedefinită | f(x) dx (mulţimea tuturor primitivelor lui f) 


conține deci şi alte funcții pe lîngă cele ale familiei (F + C). Egalitateea 
| fa) de = Fla) +C 


nu mai este adevărată în acest caz. 


În continuare, toate funcţiile considerate vor fi presupuse definite pe 
un interval, chiar dacă nu va fi menţionat acest fapt în mod explicit. 


Pentru funcțiile definite pe un interval, egalitatea 
| fa) dx = Fa) +C, (F= f) 


este adevărată. 


3. Tabloul primitivelor imediate 


Din tabloul derivatelor unor funcții elementare, rezultă următorul 
tablou de integrale nedefinite (numit tabloul integralelor imediate, sau 
al primitivelor imediate). 

Funcţiile se consideră definite pe un interval conţinut în domeniul 
jor maxim de definiţie. 


1) (0 dx =C; 


nl 


1 
dx = — ——— C dacă n = înt . 
pi x ZI + acă n = (n întreg) ; 


3) | x" dx = a” + C dacă n = — 1, (n întreg); 
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sati 


+ C dacă «œ = — 1 (« real); 
~+ 1 


x* dx = 


1 


a - dx = arc tg x + C = —arcctgx + K; 
4 


a? p z? 
3) | l — 1 in|] +C, a0, 
ză — a? 2a x+a 
9 l dx = arc sin x + C = — arc cos x+ K; 
yl- z? 
| ) = arc sin & + C, a =ż 0; 
a? — x? a 
0) (— dz = VII 
10) | dz în (x + VIF +C; 


11) fe ds = + C, ( dx = £ + C, a>0, a= l; 
In a 
12) sin x ds = — cos æ + C; 


13) | cos x da = sin x + C; 


14) f l dxr=tgx+C: 


cos? y 


15) ( l = — ctg + cC. 


sin? x 


Verificarea acestor egalități se poate face imediat prin derivare, con- 
form ‘formulei | F'(xjdx = F(x) + C. 
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În egalitatea de definiţie a integralei nedefinite 
(far =F +E F=f), 


constanta arbitrară C poate fi scrisă şi în alte forme; esențial este faptul 
ca ea să parcurgă toate numerele reale. Astfel, constanta arbitrară poate fi 
scrisă In C, unde C parcurge toate numerele strict pozitive, sau «C unde 


a =£ 0 şi C parcurg toate numerele reale, sau C unde « == 0 şi C parcurg 


toate numerele reale sau C1 + Ca unde C, şi Ce (sau numai una din ele) 
parcurg toate numerele reale. 


Propoziția 1. Dacă f şig au primitive pe un interval J, atunci 
funcția f + g are primitive pe I și 


(fl) + gdr = (fads + È elajas. 
Fie F o primitivă a lui f, şi G o primitivă a lui g ; funcțiile F şi G sînt 
derivabile şi 
F' = Í, G’ == 8» 
(ÀF +G =F'+G'=f-+g, 


adică F + G este o primitivă a lui f + g. 
Să notăm cu C, şi Ca constantele arbitrare ale integralelor nedefinite 
ale funcțiilor f şi g: 


( Aaaa = F(x) + Cu, (e (a)aa = G(x) + Ca, 


unde C, şi C, parcurg toate numerele reale. Să notăm cu Cı + C, constanta 
arbitrară a integralei nedefinite a funcției f + g; avem: 


Ò ta) + glaas = (E + Glo)'ax = Fla) + Go) + Ci + Ce = 
= (F(x) + Ca) + (Ga) + Ca) = | fad + | g(x)dx. 


Prin inducție completă se deduce că dacă funcțiile f, fo. - -> fn au 
primitive pe 7, atunci și suma lor f, + fe + ... + fna are primitive pe I şi 


(A +f +- fade = È fde + (fdz +... + (7 dx. 


( Integrala sumei este egală cu suma integralelor.) 
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Observație. Egalitatea | (f + g)dx = (fax + (gdz este o ega- 
litate între două multimi de funcții. Dacă F, G, H sînt nişte primitive 
particulare, respectivi ale funcțiilor f, g şi f+ g: 

F' =f, @ =g, H' =f +g 
egalitatea H = F + G poate să nu fie adevărată. 


Exemplu. 


fa) = 2x, gl) = 373, 
F(x) = a; G(x) = 3, 
Avem F'(x) = f(x), 


f(x) + g(x) = 2x + 3242; 
H(x) = z2? 4 2—1. 
G'(2) = g(x), H’ (x) = f(x) + g(x). 
Dar F(x) + G(r) = 22? 4 xy 5 l = H(7). 


Propoziția 2. Dacă f are primitive pe un interval 7 și « este un 
număr real, atunci funcția «f are primitive pe /j iar pentru « + 0 avem 


| «f(x)dx = « (Adz. 
Fie F o primitivă a lui f; funcția F este derivabilă şi 
F' =f. 
Atunci funcția «F este de asemenea derivabilă şi 


(«FY = aF’ = af, 
adică aF este o primitivă a lui F. 


Dacă «œ +0, să notăm cu Č costanta arbitrară a integralei nedefi- 
% 
nite a funcției f: 


(fax = Fla) + => 


unde C parcurge toate numerele reale. Să notăm cu C constanta arbitrară 
a integralei nedefinite a funcției af; avem: 


| af(a)âa = | (aF(x)}'dx = aF(x) + C = a| F(a) + <) = af f(x)dx. 


În particular, luînd « = — 1, obținem 


| (Ads = — | faze. 


Atunci 


| A — gidar = (Ards — f ela)az. 
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Observații. 1° Egalitatea y afdx = a ( fax pentru a +0 este 

SI, 
o egalitate între două mulțimi de funcții. Dacă F şi H sînt respectiv primitive 
Particulare ale funcțiilor f şi «f, egalitatea H = aF poate să nu fie adevă- 


rată. 
2° Pentru a = 0, avem 


| fds = (0ds =c şi a ( făx = 0f fax = 0. 


În acest caz egalitatea 
| afdx = a | fdx 


nu mai este adevărată, deoarece mulțimea din membrul stîng este formată 
din toate funcţiile constante, iar mulțimea din membrul drept este formată 
dintr-o singură funcție, funcția identic nulă. 

3° Fie P(x) = apă” 4 an1 PL n + ax +a un polinom defi- 
nit pe un interval. J. Aplicînd cele două propoziții, deducem că 


n+ y” 


Han F... Hap ao + C. 
1 n 2 


| P(x)dx = a, 


n 
Exemple. 


5x3 — 2x? — 73 + 3 3 
n | a ian] 5x? — 2x — 7 + — | dr = 
x x 


1 x? 
= 5 max — 2 asaza cars m-a 3ta la +c 
x 


— 1 1 
2 dr = — \——— dx = —arc tg x + C = arc ctg x C; 
a (3 gă-+ gz + 
3) [2 sin z — Jaz=2( sin az -3f da = —2 cos x — 3tg+ + C. 
cos? y cos? yx 


Cele două propoziții de mai sus permit să se calculeze primitivele unei 
funcții f, dacă se poate scrie ca o combinație liniară de funcții cărora le 
cunoaştem primitivele 
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Alte metode de calcul al primitivelor sînt: integrarea prin părți (me- 
toda de calcul a primitivelor prin părți) şi schimbarea de variabilă (metoda 
de calcul a primitivelor funcțiilor compuse). 


Să observăm mai întîi că 
| fax + € = ( fax. 
Într-adevăr, dacă F este o primitivă a lui f, atunci 


| äx=F+K, 


unde K parcurge toate numerele reale. Atunci 


(fax + C=F+R+C, 
unde K + C parcurge de asemenea toate numerele reale, deci 


| fär =F +K +C, 
de unde 


| fax +C =| fax. 


Propoziție. Dacă f şi g sînt două funcții definite pe un interval / 
şi au derivate continue f’ şi g' pe I, atunci 


( ferdx = fe — $ f'eds. 


Funcţiile f şi g sînt continue (fiind derivabile). Deoarece f’ şi g’ sînt 
continue, prin ipoteză, funcțiile fg’ şi f'g sînt de asemenea continue, şi deci 
au primitive, astfel încît integralele care apar în egalitatea de mai sus 
au sens. Rămîne de demonstrat această egalitate, Avem : 


(fe) = fe + fE, 
deci funcția fg este o primitivă a funcției f'g + fe”, deci 


( (f'g + fg)dx = fg + C. 
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Dar 
| (fe + fejda = $ f'edx + $/eraz, 
deci , 
| fedx + (rara = fg + C, 
de unde 
(e'da = jg — (feâx + C. 
Dar 


(feax — C = ( f'gdx, 
astfel încît 
(Je'dx = fe — $feăz. 
Egalitatea | fg'dx = fe — | f'gdx se numeşte formula de integrare 
prin părți (pentru integrale nedefinite). 


Observaţii. 1° Formula de integrare prin părți este o egalitate 
între două mulțimi de funcții. Dacă F, este o primitivă particulară a lui 
je”, iar F, este o primitivă particulară a lui f'g, este posibil ca F, =Æ fg — Fa. 

2° Dacă notăm funcțiile cu 4 şi v, formula de integrare prin părţi 
se scrie 

( uv'dx = uv — | vu'dx. 
Dacă, acum, se interpretează dx ca diferențială, avem v'd = dv şi 


u'dx = du, astfel încît formula se scrie 


| udv = uv — | vdu. 


3° Dacă se dă de calculat integrala | fdx, căutăm să scriem funcția f 
sub forma f = - v' (sau expresia fdx sub forma fdx = udv) şi apoi aplicăm 
formula de integrare prin părți. Dacă se poate calcula integrala | ve'dy = 


= | väu din membrul drept, atunci rezultă şi integrala din membrul stîng. 


Exemple. 
1) Să se calculeze | In x dx. 
Luăm u = ln x, dv = dz. 


1 
Deci du = — dx, v = x. 
x 
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Atunci 

| maaz= | vav =w- oa = ma h ar=rmz-r+c= 
= x(n x — 1) +C. 

2) Sä se calculeze | arc tg x dz. 


luăm u = arc tg x, dv = dr, 


deci du = dx, v = x. 
2 
Atunci 
| are tg zaz = È uav =w — È vau = zarctgz -È dz = 
| + x? 


1 
= y% arc tg z — g PU +) +C. 


3) Să se calculeze | xet dx. 


Luăm u = x, dy = ẹ? dx, 
deci du = dx, v = g. 


Atunci 


| rraz =| uav =w- | oiu =r fear c= 
3 


= eř{ y — 1) + C. 
4) Să se calculeze | x sin x dx. 


Luăm u = z, dv = sin y dx, 


deci 
du = dx, v = — cos x dx. 


Atunci 
| #sin zax = f u av = uv — È v au = —x cos z + È cos z az = 


= — ¥ cos x + sinx +C. 
Observație. Dacă am fi luat 
u = sin x, dv = ydy 
am îi obținut 


g? 
du = cos x dz, v= 7 
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Atunci 


x? x? 
| asin az = osia) z cos 7 d7 


şi am îi obţinut în membrul drept o integrală „mai complicată”. 


Alegerea funcţiilor u şi v trebuie făcută în mod judicios pentru a obţine o integrală 
mai ușor de calculat. 


Deşi formula de integrare prin părți este valabilă pentru orice funcţie u şi v cu deri- 
vată continuă, această formulă este de un folos practic numai atunci cînd ajungem la o 
integrală pe care știm s-o efectuăm. 


Uneori este nevoie să aplicăm succesiv de mai multe ori formula de 
integrare prin părți pentru a ajunge la o integrală cunoscută. 


5) Să se calculeze I = | %3 sin x dx. 


Luăm 
u = 42, dy = sin 4 dx, 
deci 
du = 2x dx, v = — COS 7. 
Atunci 


` 


I = | aa sin xdx = | æa = uv - (vän = -#1 cos x + 2 | cos z dz = — 2 cos 4 + 2], 


unde am notat J = | x cos x dx. Mai aplicăm o dată metoda de integrare prin părți, luînd 


u = x, dv = cos y dx, 
deci 
du = dry, v = sin v, 
Atunci 


C 
J = fa cos dx = | u av = uv — ( v du = z sin z — È sin z ax = z sin z + COS 4 +3 
şi deci 
I = — x? cos y + 2] = — zx? cos y + 2x sin x + 2cos4 +t C, 
adică 


(aa sin zaz = — x? cos 4 + 2x sin x + 2 cosx +C. 
Observație. Dacă în integrala J = (= cos x dx am fi luat 


u = cos x, dv = dz 
am fi avut 
aa 
du = —sin x dx, v = — 
2 
deci 


xa ga 
J = cos säs = Ẹ cos x + xsin za = 7 coss +I 


şi am fi ajuns la integrala inițială 7, şi nu am fi putut calcula această integrală. 
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Se poate da o formulă de integrare prin părți de ordinul n (pentru 
integrale nedefinite) : 


Propoziţie. Dacă functiile 4 și v au derivate de ordinul 7 con- 
tinue pe un interval Z, atunci 


| ol dy = un 4 (— Din 2 p (— Dup p... 


4 (— 1) pont 4... + (— 1)! u”- v + (— 1)” (e) vdx. 
Într-adevăr: - 
(um glnA) dy — pf) p”-k-1) — | m+n gasi dx, 
k = 0, 1, 2,..., n — 1, deci 
( — 1) fa v-a) dx = (— 1 u ya- + (— Iri (en pt) d% 
sau 
(— 1) ( u ptr dy — (— 1&+ (aer pin-t-D dy = (— 1)? u® pm 


Adunînd membru cu membru cele n egalități pentru k = 0, 1, 2,..., n — 1 
și reducînd termenii asemenea din membrul stîng obţinem: 


n—] 


(mor dx — (— 1) (ue) vdx = 5 ( — 1 u® pi, 
k=0 
adică 


n—l 
| om dx = > (— E u™ plm + (— | ul) vdx. 


k=0 e; 


Exemplu. Sä se calculeze | xhe? dx, 


Luăm 
u = x”, v”) — e7 
deci 
w = ny) v1) = e7 
u” = n(n — 1)” u(”—2) = ex 
ulk) = n(n — 1) ... (n — k + La vl”—k) = e7 
u"—1) = nly v = ef 


u”) =n! v = ež. 
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Atunci 
n 
| ae dx = YO (nn — 1)... (n — k + 1)" e + (=1" f erar = 
k=0 
n 
= că XO (Di n(n — 1) ... (n — k + Dn. 
Rk=0 


Metoda de calcul al primitivelor prin schimbarea de variabilă rezultă 
din următoarea : 


Propoziție. Fie funcțiile u(x): I > J şi f(t): J — R, unde 7 şi 
J sînt intervale. Dacă u(x) este derivabilă pe Z, iar f(£) are primitive pe J, 
atunei îuneţia f(u(x)) - u'(x):I = R;are primitive pe I. În acest caz, dacă 


(0 =F0 +C, 
atunci 
(Aiuta) - (ajaz = Plata) + C. 
În adevăr, fie F(:) o primitivă a lui f(t) pe I : 
F'(A = JO şi | Ad = FA + C. 


: 
. 


Deoarece funcţiile u(x): I > J şi F(t): J > R sînt derivabile, funcția 
compusă F(u(x)): I > R este derivabilă şi 


[F(u(x))] = F'(u(x)) - a) = fut) - w(x), 


deci funcția F(u(x)) este o primitivă a funcției f(u(x)) - 4'(x) pe I 


| futa) (adx = Puts) + C. 


ervaţii. Dacă se interpretează dx ca diferențială, atunci 
'(x)dx = du(x) şi egalitatea precedentă se scrie 


| futa) uta) = Pula) +C; 
dacă nu se mai pune în evidență variabila x, se obține 
( flujdu = F(u) + C. 


În această egalitate, u nu este variabilă independentă (ci funcție), 
dar egalitatea are aceeaşi formă ca și cînd u ar fi variabilă independentă. 


Practic, pentru a calcula integrala nedefinită 


i) (x)dx 
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se procedează astfel: se face înlocuirea u(x) = t şi se diferenţiază ca. o ega- 
litate de funcţii: du(x) = d? sau v'(x)dx = dż. 
X'ăcînd aceste înlocuiri în integrala inițială, se obține (formal) succesiv : 


( futa) - u'(2)dx = | foar = F(t) + C = F(u(x)) + C. 
Se atrage atenția că egalitatea 
| futa) ax = hsoa 


este formală, în sensul procedeului practic de mai sus. 
Ea nu trebuie interpretată ca o egalitate obişnuită de funcţii. Întra- 
devăr, funcția f(4(2)) - u'(%) este definită pe intervalul Z, deci şi primitivele 


sale | f(u(2x))-u'(x)dx sînt funcţii definite pe I. Pe de altă parte, funcția f(£) 


este definită pe intervalul J, deci primitivele sale | f(t) di sînt definite 


pe J. Aşadar, funcţiile | ftua))u (dz şi funcţiile ( fidt sînt definite pe 


intervalele diferite I şi J, deci aceste funcții nu pot fi egale. Dar chiar 
dacă I = J, cele două mulțimi de funcții nu sînt egale, decît dacă 
u'(x) = 1, adică dacă u(x) = x. 


2x 
Exemple. 1) Să se calculeze | dx 
42 A+ 3 


Facem înlocuirea x? + 3 = ţ și, diferenţiind, obţinem 27 dz = dt. 
Atunci 


2x dx d? init C = în L3 c 
= — = In = . 
m43 ; | + lz? + 3| + 


Putem proceda şi direct, astfel: 
( = (Ea | al 4 3 PE In C 
————— = -o Ga = = — = = 
42 + 3 42 4-3 z2+3 (t + 5) u “ lul -+ 
= În |x? + 3| + C. 


2) Să se calculeze | sin x3 + x? da. 


Facem înlocuirea¥z? = t, deci 3x2 dy = dż. Atunci 
, 1 1 | 1 
| sin m. xdr = 3 sin +8 - 342 dx = 3 sin rar = — Z cost + C = — 2 Cos să + C 


sau 


1 
[sin m atar = [sta a EL as = (sin + dt) = g fain vu = 


1 | 
= — —cosu C = — —cos42 + cC. 
3 t 3 + 
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Aplicînd acest procedeu, din tabloul primitivelor imediate, se obțin 
primitivele unor funcții compuse: 


1) (u u'dx = + Cc; n întreg, n + — l; 
2) (ax = — +C; n întreg, n +1; 

n (n — l)u”: 
3) [artar ax = -= +C; a real, a + —l; 
4) (ax = în C+C; 
5) (= =2Vu + C; 

Vu 

u’ , 
6) | pi = arctgu +C; 

w . , 
7) | da > arc sinu +C; 
8) (e -wăâz=e+C; 
9) (sin u - wdx = — cosu + C; 
10) ( cos « u' dx = sinu + C; , 
11) f “ dx=tgu+Cj; 

cos? u 
12) ( La dx = — ctgu + C. 

sin? u 


În aceste formule, u esteo funcție de x. Verificarea acestor formule 
se poate face şi direct, prin derivare. 


Folosind egalitatea formală 


| fata) to)az = È f) dt, 
se poate calcula integrala din membrul stîng, dacă se cunoaşte integrala 
din membiul drept. Să observăm că în integrala din membrul stîng apare 
derivata u'(x). 
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Dacă se dă integrala 
(futa) dx, 


nu se mai poate aplica propoziţia de mai sus. Totuşi, şi în acest caz putem 
folosi schimbarea de variabilă dacă funcția u(x) verifică condiții supli- 
mentare : 


Propoziţie. Fie funcțiile u(x): I > J şi f(:J — R, unde I 
și J sînt intervale. Dacă funcția f(£) este continuă pe /, dacă funcția u(x) 
este strict monotonă și derivabilă pe 7, iar inversa sa v(/): J —> I are deri- 
vată continuă {v (ż) pe J şi dacă 
( fb (tdt = F + C, 
atunei 


(adz = Fiul) + C. 


Să observăm că, deoarece v este funcția inversă a lui 4, avem 
v(u(x)) = x pentru orice x & I, 
u(v(t)) = t pentru orice taJ, 


ŞI | 
u'(x) - v'(u(x)) = 1 pentru orice x & I. 


Deoarece f(t) şi v'(£) sînt presupuse continue, produsul lor f(?)v'(£) 
este o funcție continuă pe J, deci are primitive pe J. Fie F(?) o primitivă 
a funcției f(v'(7): 


F'() = FALH, (Sdt = FO) + C. 
Deoarece funcţiile u(x): I > J şi F(t): J —T sînt derivabile, funcția com- 
pusă F(u(x)):1— R este derivabilă și [F(4(x))]) = F'(u(x)) - w(x) = 


= f(u(x)jv'(u(x)) - u’ (x) = flu(x)), deci funcția F(u(x)), este o primitivă a 
funcției f(u(x)) pe I şi 


( f(auta))dz = Flu(a)) + C. 
Observație. Practic, pentru a calcula integrala nedefinită 


(futa) dx 


se procedează astfel: 
Se face înlocuirea 
u(x) = t, 


unde u(x) trebuie să fie o funcție strict monotonă pe I. 
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Se rezolvă în raport cu y ecuația u(x) = t£ şi se obţine 
x = v(t). 
Se diferențiază această ultimă egalitate : 
dx = v'(t)dt. 


„Se înlocuiesc în integrala inițială u(x) şi dy şi se obține (formal) suc- 
cesiv : 


(seada = (jivna = FU) + C = Fula) + C. 
Si de data aceasta, egalitatea 
(raas =| FOr pa 


este formală. Ea nu trebuie considerată ca o egalitate obişnuită de funcții, 

În aplicațiile curente condiția ca derivata v'(t) să fie continuă este 
verificată, deoarece în aceste aplicații intervin funcţii elementare. Așadar, 
trebuie să ne fixăm atenția asupra condiției ca funcția u(x) să fie strict 
monotonă, adică ecuația 

u(x) = 
să aibă, pentru fiecare £ € J, o singură soluție x = v(t) & I. 
1 
Exemple. 1) Să se calculeze | == aa, (x œ 0). 


Se face înlocuirea Va = t, (4>0), deci 


x = ť şi dx = 2t dt. 
Atunci 


1 i 1 
(pa r erka arer aa 
1 + yz 1-4 14 1+ 


= 2(6 — la(1 +0) + C = 2 Vx — m + Va +C. 


x 
2) Să se calculeze ( Via 4 (x < 1). 


Se face înlocuirea 
Vi—x=t (t>0), deci 


1 — x = £ sau 3 =] — £, de unde da = —2ċ dt. 
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Atunci 


| 2 ax = cama = -2(u-ma= 


1 
3 


i 1 — 
]+c=ufġr-1)+c=2 vi=z| (1 — 2 - n) +c, 


= —2 + — — 
3 
3) Să se calculeze [vi — x? dx, (—1 < x < 1). 


T 
Se face înlocuirea x = sin, deci / = arc sin x, [- > <i< =) 


dx = cost dż. 
Atunci 
(vi — x? dx = (vi = si cos dr = | Vest F cos £ ar = | cos i di = 
l I sin 24 1 , — 
= zu cos 2 ar= = + | = — (arcsin x + x V1 — x3} +C, 
2 2 2 2 
sin 2/ , —— m 
deoarece = sin ż cos î = sin t Vl — sin? ¢ = VI — z. 


ani 


dx 
4) 98 se calculeze | - , (r< x<, x% #0). 
Sin 4% 


x 
Se face înlocuirea tg > = 4, (—co << œ, t #0), deci x = 2arctgişi 


ł 
Apoi, sin x = —————— = —— , astfel încît: 
1 +2 


(a 1442 2at (La n a cine Zic 
sin 4 2 1 a A+ e = ez|+c. 


este definită pe o mulțime care conţine punctele 


Observaţie. Dacă funcţia 


m z 


- a A . % 
—x Şi x, nu mai putem face înlocuirea tg 3 = î, deoarece pentru x = —x şi x =, funcţia 


x 
tg 3 nu este definită. 


28 — Analiza matematică, vol. I 
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6. Primitivele funcţiilor raţionale 


Problema găsirii primitivelor este inversă aceleia a derivării. Pro- 
blema găsirii primitivelor este însă mult mai dificilă decît problema deri- 
vării. 

Am văzut că derivatele funcțiilor elementare sînt de asemenea funcţii 
elementare, pe care le putem calcula totdeauna. 

Primitivele funcțiilor elementare nu sînt însă totdeauna funcţii ele- 
mentare. Pentru unele funcții elementare nici nu se ştie dacă primitivele 
lor sînt tot funcţii elementare. Nu există reguli de calcul al primitivelor 
decît pentru clase restrinse de funcţii elementare. 

Vom arăta acum că primitivele funcțiilor raționale sînt funcții ele- 
mentare, şi că, dacă se cunosc rădăcinile polinomului de la numitor, pri- 
mitivele funcțiilor raționale se pot calcula. 

Derivatele funcțiilor raționale sînt de asemenea funcţii raționale. Pri- 
mitivele funcțiilor raționale nu sînt însă totdeauna funcţii raționale, ci pot 
fi funcții logaritmice sau funcții arc tg ; de exemplu 


(>d = In| x], | } dy =arc tg x. 
x 1+ 22 
Se va arăta mai departe că primitivele funcțiilor raționale sînt com- 
binaţii liniare de: funcții raționale, funcții logaritmice și funcții arc tg. 
Se numesc fracții simple funcțiile de forma 


A Ax -+ B 
(x — x)” ? (ax? -+ bx + c)” 
definite pe un interval I, unde n este număr natural, iar trinomul ax? + 
+ bx +c nu are rădăcini reale (deci a #0 şi c +0). În cazul fracției 


, rădăcina x a numitorului nu aparține intervalului Z. 

(7 — xo)” a a , Ş 

Primitivele fracţiilor simple sînt funcții elementare, care se pot tot- 
deauna determina, aşa cum se arată mai jos: 


nf ! dy 

(x — 20)” 

1) Dacă n = L (- — dx = ln |x — x] + C. 

2) Dacă n > 2 lL dr = —— 
) Dacă 4 > Dap. n De = ao 


II) | de (b? — 4ac < 0, deci a +0, c #0). 
lax? + bx + 0c)” 
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Vom considera pe rînd mai multe cazuri posibile: 


1 l 
3 = Ž 
(3 = — arc tg +C 
x? $ a? 2 Jx? +4 a? 2 
Atunci 
Ax + B A 2x 1 A 
5) | —— dz = — d B — 2 2 2 
) (dr pa x + | da z P + a) + 
+ arctg +c. 
a a 
Dacă n > 2: 
9 [~ti [da > — at Ci 
(x? + a?)” 2 J (32 + æ)” 2 (n —1)(x? + a)" 
7 (2 artja] l dar- 
(x2 + a)” 2 J (x2? + a2)% (x2 -p a2)n 
A 1 1 
= — 2 B ( —L— 
2 a iri! | (2 $ at)" 


Ultima integrală se calculează cu ajutorul unei formule de recurenţă : 
8) In > aa = ft = aa i anii PO 
(x? + a2)” a? (x? + a2)” a? (x? + a?)” 
1 1 y? 1 
a (32 + a)” 7 j (x3 + aè)” d a? ma = Jh, 
adică 
1 
În — -n [Ina J]. 
a 


unde 
pa ă 
= \ —— d 
J | (x? + a?” % 
Pentru calculul integralei J se aplică metoda de integrare prin părți, 


luînd 
u = x, dv = da, 
(x? + a?)” 
deci 
| 


2(n — Iar ani 
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Atunci 
% l % 
— a — . dy = — — o 
J ja a p aa T” ju îm jodu On 1 (e F a T 
— t r dx, 
2(n — 1) J (7? + a?) "T! , 
adică 
1 x 1 
= — —— — m 4+ — l, .. 
J 2(n — 1) (ara + a3)” + 2(n — 1) "T? 
Atunci 
x 1 
In = a? lm n=l — J] = [1 mta E a = 
1 | 1 x 2(n — 1) — 1 
= = | —— —— + m1 nal 
a? |2(n — 1) (32 + a3)" 2(n — 1) | 


Am obținut astfel următoarea formulă de recurenţă: 


1 1 x 2n — 3 
= — —— I . 
În a? Fe — 1) (23 + an + 2(n — 1) n| 


Tinînd seama că 


l 1 x 
I =f dx = — arc tg — C, 
1 x? + a? a 57 + 
obținem succesiv : 
lil % l x 1 % 
I, = = |-— — I |= . — arc tg > + C 
2 alna at? | 2-a? ara e dp To 


_ Al — 
s ale tă z| 
111 x 3 
ITE TT Fa + a2 + apare te e IN c= 


l % ; 3 x 
— tg- +C, 
4a? (x? + a Sat x? + a? + ai 8a5 asc 57 = + 


le = ea iu i 
a2 6 


6 (x? + a?) 
l x 5 x 15 x% 


6a? (z3 + a + 24at (x? + a?) 48a? x3 4 a? 48a" 


arc tg — Z 4C. 
Observație. Procedînd ca mai sus, pentru integrala 


1 
= ( — dy, 
(x2 — a?)” 
unde n > 2, obținem următoarea formulă de recurenţă : 


In = — Tla a te Ina 


a2|2(n — 1) (28 — a2)”1  2(n — 1) 
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“Ţinînd seama că 
X — a 


x+ a 


+C 


dx = Lin 
x? — a 2a 


h=|z 


se obțin succesiv integralele J», Ja, etc. 
nu este fracție simplă, deoarece numitorul are rădă- 


Funcţia —— 
(3, g? — a?)” 


cini reale şi distincte, anume —a și a. 
Să trecem acum la cazul general: 


9) | At E ax, (în — 4ac <0, deci a +0, c #0). 
(ax? + bx + c)” 


Trinomul ax? + bx + c se poate scrie ca o sumă de două pătrate: 
b c b c b? 

as? + bx + c= af a 4 2st t)=aj(s+ 2) +t- 5l- 
a a 2a 


4ac — b? 


4a? 


= a||x + 2] + | undex = > 0. 


A b b . b * 
Se face înlocuirea x + z7 z, deci x = 2z — z şi dx = dz. 
& a 


Atunci 
bA 
Ax+B Ax+B eiT at 
x 
2b n “=| b 2 da = z] 2 p k3” -= 
re afẹri ra P4 
2a 
O OA í z 2aB — bA í | 
a” ) (22 + k3)” art (22 + k3)” 


Prima integrală este de tipul 4 sau 5 (după cum n = 1 sau 7 > 2), 
iar a doua integrală este de tipul 3 sau 6 (după cum n = 1 sau 7 > 2). 


Efectuînd aceste integrale şi făcînd apoi înlocuirea z = x + = , obținem 
a 
integrala inițială. 


Observație. De multe ori este mai simplu să punem în evidență 
la numărător derivata 2ax + b a trinomului ax? + bx + c de la numitor 
(dacă A = 0): 


2 2ax + 2a E 
(4+8 araf tA ap AA ap 
(ax? + bx + c)” (ax? + bx + c)n 2a ) (ax? + bx + cyn 
2 B b 
a — — 
A 2 
=- ax + b dx P A dx 
2a J (ax? + bx + c)” lax? + bz + o0)” 
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Pentru prima din aceste integrale avem : 


da + b 
m dy = 2 
are x = İnjax? + bx +c|+C 
si, dacă x > 2, 
( 2ax + b dx = — | Lc 
(ax? + bx + c)” (n — 1) (ax? + bx + c)" 


Pentru a doua integrală 


1 
| + da 
(ax? + bz + c)” 
aplicăm apoi procedeul de mai sus: se scrie trinomul ax? + bx +c ca o 
bd bd bd A LJ b . 
sumă de pătrate şi se face înlocuirea + + > 2. Se obține 
a 


rere dx = } | a dz, 
(ax? + bx + c)” a” (22 + k?” 
iar ultima integrală este de tipul 3 sau 6 (după cum n = 1 sau 7 > 2). 
Exemple : 
1) rera IL, = —“ 4 1 arc tg + C. 
(x? + 12 2(x2 +1) 2 


2 |i L= —Ž 1—2 l t c 
) II % = = ai "sat 8 2 gx +c. 


5x 5 2x 5 1 5 
3) | asa — 7 fă = TO + C = — r H C. 
(x2 + 8)? 2 J (32 + 3)? 2 6(x? + 3)6 12(22 + 3)6 


4 57 5 2% a z| 1 d 5, 213 7 , * G 
= x% — = — — a — 
far 2 ja 43 pg pr) piete [a 


(mitima integrală este de forma | dx cu a = v3] . 
x? -+ a? j 
—3% + 4 3 2x 1 î 3 
5) | aa = ->h tin —— +I 
-| (2? + 5P 2 J (x? + 5? (x? + SP 2 (x? + 5) 
1 — 
Ultima integrală este de forma I, = (a dz cua=VY5, 
(x2 + a?) 
deci 
7 1 % i t x +c 
= — = arc tg ~= 
25 m sp sya Eye 
și deci 
—3z + 4 3 24 + 2 A X +c 
— dă = —————— + — + —arcte —= . 
(x! 4 5)? 245) 5m5 Sys 55 
3 3 3 1 
6) oera — dr = — | — dr. 
2%? + 4x +7 2 


5 5 
je] P) ees 
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Se face înlocuirea xy + 1 = z, deci d = dz. Atunci 


3 3 1 3 il 
( dă = — dz = — — arc tg — += 
242 + 4x +7 2 5 2 P z 
z? + — — — 
2 2 2 
S s\Ž +C Ve +1+c 
= = ar — 3 = Z arc — (X 
yio Vs Vi 8 
3 3 1 3 1 
n aarun” a EA CAII A ICE Chd 
` X X 
a + + 3] la + 2] 
3 
= 3 la 


5 
Ținînd seama că în ultima integrală a = yž , avem 


Ia = 
SaL’ 
sta 
+ V 2 t Vè. | C 
— Z at — (4 , 
raya CE Vgtot 
deci 
(ar a 2(x + 1) 3 y2 5 
leapan asetan asya e V20tUrC 
6x — 4 6x— 6+2 Oy — 
x? — 24 +5 x? — 2x 4 5 x? — 24 4+5 


—— dz = 3 ln(z? — 2 5 2 \ —— 
Hin n( # +o) + Ear 
Dar 4? — 2x + 5 = (x — 1} + 4 şi făcînd y — 1 =z, deci dx = dz, obținem 


1 1 1 1 z . 
— dr = \ — dr = dz = — tg — — 
err | aa | e z arte at 


Atunci 
x— l 
(x2? — 2x 4+ 5) + are tg — > +C. 


x? — 2x 4+ 5 
5x — 3 5 — 3 
| cade — dz. 
(x? — 2x + 5) [(z — 1} + 4} 
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Facem înlocuirea + — | = z, deci x = z + 1 şi dx = dz. 


Atunci 
5x — 3 5z+5—3 52 + 2 
Pereri TEET dr = [a 7 
-5| = aof ap op 2 = +21; 
2 )(z2+ 4P (22 + 4)2 2(22 + 4) 2(2 — 2% + 5) 
1 z 1 l x— ıl 1 
= appt + C = 8 (a 2x45) * act + e. 
Așadar 
| 5x — 3 dr= — 5 4 x— 1 + Lacie? +c 
(2 — 2x + 5} 2 (x2? — 2z 4+5 4 32— 234 4+5 


Primitivele oricărei funcții raționale R(x) = m definite pe un inter- 
% 


val I (pe care numitorul Q(x) nu se anulează în nici un punct) sînt funcții 
elementare care se pot totdeauna determina (dacă se cunosc rădăcinile 
numitorului Q(x)). 

ntr-adevăr, dacă grad P > grad Ọ, etectuînd împărțirea, obţinem 


PA _— Pal), 
Q(x) ta Qla) | 
unde C(x) şi P(x: sînt două polinoame : C(x) este cîtul împărţirii, iar P,(x) 
este restul împărțirii, şi grad P, < grad Q. 
Atunci 


oda = ( C(a)âx + ( aa dx. 


Integrala polinomului C(x) se poate efectua, astfel încît am redus cal- 
culul integralei funcției raționale Erei la acela al integralei funcţiei raţio- 
p 


Pa(2) 
(x 


nale —-— cu gradul numărătorului mai mic decît gradul numitorului. 


a cu grad P, < grad Q se 


Se ştie din algebră că funcția rațională 
poate 'scrie (într-un singur mod) ca suma de fracții simple 


P) _ EA Bx+C__ 
Q(x) = A (x — 2)” > (ax? + bx + c)” 
astfel încît 


CARRIE 


Bx + C 
x ——— A dx 
ag + 5) 


(ax? + bz + c)” 


— Xe)” 


P(x) 


Aşadar, integrala funcției raționale —— DU se poate totdeauna efectua. 
x 
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Observaţie. TȚinind seama de faptul că primitivele fracțiilor 
simple sînt de forma k In (ax? + bx + c) sau k arc tg (ax + b) sau funcții 
raționale, sau combinații liniare de această formă, rezultă că primitivele 
oricărei funcții raționale sînt combinaţii liniare de funcții de această formă. 


Pentru descompunerea funcției raționale TI în fracții simple se pro- 
X 


cedează în felul următor: 


Fiecărei rădăcini reale x, a numitorului Q(x), de ordinul n de multi- 
plicitate, îi corespunde, în descompunerea menționată, o sumă de y fracții 
simple, de forma 


A Ap A A 
n n—i — -+ a’ + 2 1 , 
(£ — x)” (2 — Xo)” (4 — do)? X — Xo 


Fiecărei rădăcini complexe x, a numitorului Q(x), de ordinul n de 
multiplicitate, îi corespunde în descompunerea menționată o sumă de n 
fracții simple, de forma 

Bnx + Cn Bus + Cn-1 Bax + Cs Bax + C: | 
(ax? + bx + c)” (ax? + bx -+ c)” (ax? + bx + c)? ax? + bx 4c 


unde trinomul ax? + bx + c are rădăcinile x, şi conjugata complexă a lui x,. 


Pentru determinarea coeficienţilor A,, B,, C, etc., se poate aplica 
metoda coeficienţilor nedeterminați: 
n identitatea 


P(4) _ An 4 Bax + Cn 


1) ZA PI NE h n H E MT 
0) Q(7) ra) + x — o t (ax? + bx + c)” T.t 
Bz + C, 
ax? + bx +c 


se aduc la acelaşi numitor Q(x) fracțiile din membrul drept şi se obține 
identitatea 


Pix) — Pal) 
Ql) Qla) 


de unde P(x)= P(x). Polinomul P,(x) conține coeficienții Ap, BC... 
Egalînd coeficienții termenilor de acelaşi grad ai polinoamelor P şi P,, se 
obține un sistem de ecuatii din care de determină A4,, B,, Cpo.. 

O altă metodă pentru determinarea coeficienţilor A,, Bp, Cp... 
este următoarea: În identitatea (1) se dau valori particulare variabilei x şi 
se obține un sistem de ecuaţii din care se determină 4,, B, Cp... 


2x? + 24 + 13 


(x — 2)(x? + 1)? dx (pe un interval 7 care nu conține 


Exemple. 1) Să se”calculeze f 
punctul 2). 
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Avem 
2x3 + 2x + 13 _ A mi Bx+C Da +E 
w Y e araa ep 2+1 O 
A(x? + 12 + (Bx + Oe — 2) + (Dx + E(x? + Da — 2) 
7 (x — 2)(x? + 1)? 


deci 2%? + 2x + 13 = 4(22 + 1)2 + (Bx + C)(x — 2) + (Dz + E(x? — 2x2 +4 x — 2) = 
= (4 + D)a4 + (E — 2D)? + (24 + B + D — 2E)x? + (C — 2B — 2D + E)x + 
+ (4 — 2C — 2E). 
Atunci 
A+D=0, E — 2D = 0, 24 + B+ D—2E =2, 
C — 2B — 2D + E = 2, A — 2C — 2E = 13, 
Se obține: A = 1, = —3, C = —4, D = —l, E = —2, deci 
2x? + 2% +13 _ 1 3x + 4 z+ 2 
(x — 2)(42 + 1}? X—2 (324 12 z?+1 
Aşadar : 
2x2 + 2x + 13 1 34 + 4 x +2 
i E | zar da = [râs 
SA Din E — haretgr +C 
2241) ml 


Pentru determinarea coeficientului A se poate proceda astfel : 
În identitatea inițială se înmulțeşte cu  — 2 (pentru x = 2): 


24? +24 413 — | Br+C Da+E 
(+12 7 (x? + pe t x3 + 1 


Identitatea aceasta este valabilă pentru orice x x 2; atunci ea este valabilă şi pentr 
x = 2. Aşadar, făcînd x = 2, obținem A = 1. 


De-a 


Atunci 
2x? + 2x + 13 _ l Bă + C Da +E 


(2 — 2r + 12 O a —2 1 (ar! za 1. 


Înmulţind acum cu (x? + 1)2, obținem: 


2x2? + 2 13 2 12 
Ss Be 0 (Dr + Eta + E HL, 
x — # — ó. 


Această identitate este valabilă pentru orice număr real y æ 2, dar şi pentru orice 
număr complex yx 2. 
Făcînd x = i obținem 
—2 + 2: + 13 
Za = Bi + C 
VĂ — 


Sau ~~ 
2i + li= —B — 2Bi + Ci — 2C. 
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Egalînd părțile reale şi părţile imaginare, obținem 


—B — 2C = 11, 
—2B + C = 2, 
de unde B = —3 şi C = —4. 
Atunci 
2x7 + 2x + 13 1 34 + 4 Da +E 


(x — 2)(32 + 1)? PET a (L epl 


Făcind în această identitate = 0, obținem 


13 1 ILE 
—2 2 i 


de unde E = —2. În sfîrşit, făcînd + = 1, obţinem 


Yi N: 
de unde D + E = —3, deci D= —3 — E = —1. Aşadar, 
2x2? + 2x + 13 _ l 3x | 4 4 +2 


(x — 2) (pT —2 (ar ara 


542 — 20x + 17 
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2) Să se calculeze | ———————— d (pe un interval I, care nu conţine punctul 2). 


(x —2) 
Avem 


5x2 — 20x + 17 A B C 
DI ST + + 


(x — 2) -2 (r-H y2 


Înmulțind cu (x — 2)3, avem 
57? — 20x + 17 ZA + B(x — 2) + C(x — 2). 
Făcînd 4 = 2, obținem A = —3. 
Derivind ambii membri, avem 
10 — 20 = B+ 2C(x — 2) 


şi făcînd x = 2, obținem B = Q. 
Derivind din nou, avem 10 = 2C, de unde C = 5. 


Așadar 
5x3? — 20x + 17 3 5 
w- Temp a 
deci 


[FA | ap s-a 3 5 In 2 + C 
(x — 2) ia pt t| aa" la — 2| + C. 
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1 
3) Să se calculeze | 
x2 


— Q2 


dx (pe un interval 7 care nu conține punctele — ași a}. 
Avem 


Înmultim cu x — a: 


+ = ( 
= x— aj; 
x+a x+a a) 
1 
se face + = a. Obținem A =z . 
a 
În identitatea inițială, înmulțim cu x +a: 
1 "fa 
— = (a +a) +B 
x —a x-—a 
1 
şi facem x = —a. Obţinem B = — z 
a 
Aşadar 
1 1 1 1 | 
x? — a: 2a x —a +a 
deci 
( d ( : d d Lu [—1 |] +C 
g = — % — = — |in iy — — mă =: 
x? — a? 2a x—a x+a d 24 | a lx + al] + 
l x—a +c 
= — În 
2a x+a 
7. 


Integrarea funcțiilor continue 


Fie f o funcție continuă pe un interval I, a şi b două puncte din I. 
Pentru integrarea acestei functii se poate folosi formula lui Leibniz-Newtom 


b 


? 
a 


(la) ax = F(x) 


unde F este o primitivă (oarecare) a lui f, iar 


F(x) |° = Fb) — F(a). 


& 


Formula lui Leibniz-Newton se obține formal din integrala nedefinită. 
| fl) dx = F(x) +C, 


înlăturînd constanta arbitrară C şi scriind în ambii membri limitele de: 
integrare. 
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Pentru funcțiile continue (ca şi pentru funcţiile integrabile care admit 


primitive), anumite proprietăți ale integralei se pot demonstra, mai simplu 
cu ajutorul primitivelor, fără a recurge la sumele integrale: 


1) far) dr = a ffas 


2) È (a) + gi) ldx = T dx + (g(a) dz 


f(5) (b — a), unde & este cuprins între a şi b. 


Într-adevăr, dacă F este o primitivă a lui f şi G este o primitivă a lui g 


(Ands = Fla) |, = FO) — Fla), 


b 


( e(odz = 


a 


x)| = G(b) — Gla), 


atunci : 
1) «aF este o primitivă a lui af, deci 


"= aF(b) — aF(a) = a[F(6) — F(a)] = 


(a da 


2) F + G este o primitivă a lui f + g, deci 
F(b) + G(b) — (F(a) + G(a)) = 


fofoa af(x) F(x) 


= a: F(x) 


b 


$ LE) + ela) = (Fi) + G) |*= 


= F(b) — F(a) + G(@) — Gla) = F(a) |" + Gi) |" 
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— F(b) = F(0) — F(a) = F(x) 


4) Aplicînd teorema creşterilor finite funcției F, există un punct £ 
cuprins între a şi b astfel ca 


F(b) — F(a) = F(E) — a) = f(5)(8 — a), 


deci 


J(x)dx = F(b) — F(a) = f(&)@% — a). 


l A U o 


b v . w’ 
are următoarele proprietăți : 


4 


Să observăm că simbolul F(x) 


=a F(x) 


a 


i = F(x) 


a 


(aF (x)) 


? 
a 


b 
e 


+ Ga) 


(F(x) + G(x)) 


4 


Aceste proprietăţi au fost verificate în cursul demonstraţiei proprie- 
tăților 1 şi 2 ale integralei. 


$ 5. Metode de integrare 


Ca şi pentru integralele nedefinite, pentru calculul integralelor defi- 
nite ale funcţiilor continue se pot aplica două metode de integrare: inte- 
grarea prin părți şi schimbarea de variabilă. 


1. Integrarea prin părţi 
Propoziția 1. Dacă f şi g sint două funcţii definite pe un inter- 


val J, eu derivate f’ şi g’ continue pe acest interval, și dacă a şi b sînt două 
puncte din I, atunci 


fe' dx = fg , — (re dx. 
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Într-adevăr, fe este derivabilă pe I şi 


(fe) =fe +, 
adică fg este o primitivă a funcţiei f'g + fg’, deci 


re + Je) dz = Je | 


Dar 
d b b 
| S'e +e’) dx =È f'g dx +È yg dx, 
deci 
b d 
(re dx + (fer ax = 
de unde 


(w dx = fe | — (re da. 


Această egalitate se numeşte formula de integrare prin părți (pentru 
integralele definite). 


Observaţie. Propoziția rămîne adevărată şi dacă derivatele f' şi g' nu siut con- 
tinue, ci numai integrabile. Cum f şi g sint de asemenea integrabile (deoarece fiind deriva- 
bile, sînt continue), rezultă că produsele f'g și fg’ sînt integrabile, deci şi funcția (fo) = 
= f'g + fe” este integrabilă. Funcţia (fg) are şi primitive, deci i se poate aplica formula lui 
Leibniz— Newton, şi demonstraţia continuă ca mai sus. 


Pentru integralele definite se poate de asemenea da o formulă de 
integrare prin părți de ordin n: 


Propoziția 2. Dacă f şi g sint două functii definite pe un inter- 
val I, care au derivate de ordinul 7, f™ şi g™ continue pe Z, și dacă 
a, bl, atunci: 


fe™dx = fan | 


v 


a 


b b 
+ (= pigra + (o Def gea) + + 


+ (— 17 f®g"-+-0 


b 
b 
Aaa + (= peg] + (> D ( peeaz 
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Într-adevăr, 


b 
f™g"-» dx = fagn- |. — | føruge--n ax, k = 0, 1, 2, ... 0—1, 


2 to o 


deci 
b 


+ (Oprah yeroge-n dx, 


a 


b 
a 


(— 1} | fingu-b dy = (— 1 fig 


Ro o 


Adunînd membru cu membru cele 4 egalități și reducînd termenii 
asemenea, se obține formula din enunţul propoziției. 
Exemplu. Dacă P(x) este un polinom de grad < n, iar a şi B <0 
sînt numere reale, avem 
b 
| Paa) dx = e [> — 
Într-adevăr, în formula de integrare prin părți de ordinul n, luînd 
f(x) = P(ax), f'(x) = aP' (ax), f(x) = P” (ax), .. 
op fETP (x) = TP" (ax), f(x) = a" P™ (ax), 


K z n— Br n— Br i Br 
a = ce ea Ë, aE, 


aP’ (« a” PM) (a b 
a (o EEE] 


B? g” +i 


3 xj = —, 
g» g(x) g” 


obținem : 


b 
| Plan) dx = [Pan $ — Pax) +... + 
b 


+ (= Dra a Prea) E) + (= | a" Pr (ax) S dx. 


Observînd că P™(«x) = constant, deoarece P(ax) este un polinom de 
grad < n, avem 

b pa b e 
| x” P™ (ax) Sd = a” P™ (ax) (Zdr = a" P™ (ax) 


eRx Jo 


B”+i 


4 


și înlocuind în egalitatea precedentă, se obţine formula de mai sus. 
Luînd în această formulă B = — a = 0, obținem egalitatea următoare 


— b 
e7% 
a 


b 
| == P(an) dx = — 


| Plar) + P'(ax) +... + Pr (a)| 
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Observaţii. 1° Formula este adevărată şi dacă se presupune că derivatele f(n) 
şi gl) nu sînt continue, ci numai iutegrabile. 

2° Din formulele de integrare prin părți pentru integralele definite, se pot deduce 
formule de calcul al primitivelor luînd una dintre limitele de integrare variabilă; 


(e aa = fel, - frear 


a 


(jeas = flat — fiaela) — ( f'g dx. 


Atunci 
(zaz = (æ dz + C = f(a) g(#) — | f'gdz — flo) ata) +C = fla) g(s) — (re dz. 


Formula lut Taylor. Din formula de integrare prin părți de ordinul 
n se poate deduce formula lui Taylor cu restul sub formă de integrală. 


Propoziția 3. Fie f o funcție definită pe un interval Z ṣi a a T. 
Dacă f are derivată de ordinul n -+ 1, continuă pe ZJ, atunci pentru orice 
x G&G I avem: 


F =F) + Spa) EEEa H + E a) + 


(z — 4)” (+1) 
+ (e2 foto) di 


Se aplică formula de integrare prin părţi de ordinul n funcțiilor F(î) = 
= ntd dă —— şi G(£) = f'(£), definite pentru ż & I. Funcţiile F şi G au derivate 


de ordinul n continue pe T: 


F = e, G (t) = fO+D() ; 
n 


P) = E; Gr) = f); 
Fe- =t O=O 
Fo) =1; GH = f'A. 


{> (t) G (£) dt = F(t) G0 (4) i + (— 1) F(t) G”-a(4) | 4 
sas + (— 1)” F” (t) G(t) j + (— n| F™ (t) G(t) dż 
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adică 


(— 1) ea fu» (5 + 


(=z ferny dt = EE f | + 
n! . ni a 


+.. HC D — pf dł = — e 2 fa) — 


— (— DEEE fe-la)... (a — x) f'(a) + (HL) — fa); 


(n—1)l 
ținînd seama căj 
(— x)” = (— 1)" (x — 8”, 
(a — x} = (— 1}}(x— a}, k=1,2,...,7, 
obținem 


(— 1 (e= pei) ai= (1) EE poa) (EEE poa) — 


ear) = (E AA + C Da), 
de unde, împărțind cu (— 1)” şi scoțîind pe f(x), se obține 


Ka = F + Eta) + E a +. p pa) + 


+ (E pet a 


Observaţii. 1° Ca şi la formula de integrare prin părți, formula lui Taylor, cu 
restul sub forma integrală, este valabilă şi dacă derivata f(”+:) nu este continuă, ci numai 
integrabilă. 

2° Dacă f(”+1) este continuă pe I, din restul sub forma integrală 


Ra(a) = je EE peng 


se poate deduce restul sub forma lui Lagrange 


(x — a) 
yy} = = f(” +) 
Rola) PET -fi +98), 


unde £ este cuprins între a şi x. 
Într-adevăr, să aplicăm funcțiilor 


F(t) = f”+9{8), 
G,(t) = e- 
ni 
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formula mediei pentru integrale : 
z 3 
( OGA = ut | cupa 
8 a 
unde E este cuprins între a şi x. Se poate aplica formula mediei, deoarece funcțiile F,(7) 


n 
şi G,(?) sînt continue pe /, iar funcția G,(t) = 


păstrează “același semn pe intervalul 


cu extremitățile în a şi + (dacă a < x, atunci a < t < x, deci x — t > 0; dacă x <a atunci 
x<i<a deci y— t <0). 
Înlocuind în formula precedentă pe F, şi G, obținem 


+ 


(x — i)” ing » (CA (z — DP j 
Ra(z) = je 0 207 amo) dt = f! w f z dt =f n |- mD! = 
(a — apti 
= fn (0 — 
f (6 (n + 1)! 


2. Transcendențà numărului e 


Din exemplul de la nr. 1 deducem că dacă P(x) este un "polinom de gradul & şi 
« și 0, avem 
1 


ae P(ox) dx = —e—9%*Q(ax) 


1 


= —e”*Q(a) + Q(0), 


O? 


unde am notat 
Q(x) = P(x) + P(x) + ... + PW(a). 
Înmulţind cu e% în egalitatea de mai sus, obţinem, chiar pentru « = 0, 
1 


2000) = Qla) + az | -0s Pta) dz = Ola) + Rio), 


unde am notat 
1 


R(a) = «e | e—a P(«x) dz. 
o 
Pentru demonstrarea transcendenței numărului e, vom folosi polinomul 


($ — 1)! 


de grad np + p — 1, unde $ este un număr prim oarecare. 

Derivata de ordin p a factorului (x — n)? este pl, deci derivata de ordin p a polinomu- 
ui P(7) are numai coeficienți întregi, multipli ai lui p. Urmează că derivatele de ordin r > p 
ale lui P(x) sint polinoame cu coeficienți întregi divizibili cu p, deci pentru i = 0, 1, 2, ...,n, 
Pir)(i) este un număr întreg multiplu de p. 


P(x) = (x — ljb(x — 2)2 ... (x — n)? 
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Deoarece numerele 1, 2, ..., n sînt rădăcini de ordin p ale lui P(x), rezultă că P(x) 
şi primele sale p — 1 derivate se anulează pentru x = 1, 2, ..., n. De asemenea, P(x) şi 
primele sale p — 2 derivate se anulează pentru + =— 0. Urmează că pentru +=, 
t= 1, 2, ..., n, avem 

Q(5) = Phi) + ... + Phna+rP-—0() = Kp, 
iar pentru + = 0 avem 
Q(0) = P(2—1)(0) + P(5)(0) + ... + P(ptYP—1)(0) = P(2-5(0) + K'p = 
= (—1)2n(n 2 + K'p 
unde K şi K’ sînt numere întregi. 
Să presupunem, prin absurd, că e este un număr algebric, soluție a ecuaţiei 
ao + a + ... apă = 0 
cu coeficienții ag, a, ..., ay întregi şi să arătăm că ajungem la o contradicție. Avem deei 
do + ae + ... + ape” = 0. 
Să considerăm polinomul 
Pa) = (e — Deta — 29... (e — ne 
x) = (x — x — a... (a —n 
(2 — 1)! 


cu prim oarecare şi să înmulțim în egalitatea precedentă cu Q(0) 


SS aj * e1Q(0) = 0. 


4=0 


Folosind egalitatea e*Q(0) = Q(a) + R(a) pentru o = t, è = 0, 1, ..., n, obţinem 


2000) + $O Qi = — Do aiR) 
1 =1 i=l 
de unde 


(—1)Pnao(n 2 + K”p = — DO aiR(i) 
i=l 
unde K” este întreg. Luînd p > |a| şi p > n, primul termen al sumei din membrul sting 
nu are factor prim numărul p, deci nu este multiplu de p şi deci primul termen al egalităţii 
este un număr întreg = 0. Vom arăta că membrul drept al egalității este cuprins strict 
între —1 şi 1, şi vom ajunge astfel la o contradicție. Avem, pentru i = 1, 2, ..., n: 


1 
\ ie—i* P(îx) da 
0 


$ 
IR()| = et = et | =Po är < eti sup |P(4)| < 
1<:<i 
0 
eii(n 1)P ne” (nl) 


Se- e-n! 


deci, notind M = max |ag|, avem 


Iin 
A aR |< Y^ jail IRG MS RI < Men 1 PE 
i i 3) | < Men 1 ———- 
dz (i plai! OIS da! ii 
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$ 
Dar lim I- = 0, deci, luînd p suficient de mare, obţinem ca ultimul termen să fie 
boa 
E 
<ł, deci 3 a;R(i)| < 1 şi am ajuns la contradicția enunțată mai sus. Așadar, numărul 
i=l 
e este transcendent. Acest fapt a fost demonstrat de Hermite. 


3. Transcendența numărului x 


Demonstrația foloseşte proprietățile funcțiilor simetrice elementare de rădăcinile une; 
ecuaţii şi următoarele două observații din teoria ecuaţiilor algebrice. 

1) Dacă y este un număr algebric (real sau complex), soluție a ecuației cu coeficienți 
întregi 


q(x) = ap” + ... +a =0 
atunci iy, (îi = V=1), este de asemenea algebric. 


Într-adevăr, punînd y’ = ty, avem y = —iy', deci p(—îy”) = 0, de unde ẹ{(—iy)ẹliy) = 
= 0, iar membrul stîng al ultimei egalități este un polinom în y’ cu coeficienți întregi, 

2) Dacă y este un număr algebric, soluție a ecuației ọ(x) = 0 atunci Y = Yāp este de 
asemenea un număr algebric, soluție a unei ecuații algebrice canonice, cu coeficienți întregi, 
în care coeficientul lui x” este 1. 

Această ecuaţie este 


æ 
a lo (=) = 0. 
n ap 


Să presupunem prin absurd că m este număr algebric, şi să arătăm că ajungem la 
o contradicţie, Din cele două observaţii de mai sus, rezultă că există un număr întreg c, 
astfel încît numărul mic să verifice o ecuaţie canonică cu coeficienți întregi : 


x” + ay + ... + 731 = 0. 


Să notăm cf, CBaè -.-, CBa rădăcinile acestei ecuații. Printre aceste rădăcini se află 
şi mic: există deci m astfel încît Bm = iz, deci 
l + ebm — 0 
deoarece ebm = et? = cos r + isin r = —i. Atunci 


(1 + eba) (1 + eB}... (1 + en) = Q. 


Să dezvoltăm produsul din membrul stîng: vor apare puteri ale lui e avind exponenți sume 
formate din numerele B, ..., Ba. Dacă o asemenea sumă este nulă, puterea lui e este |. 
Aşadar, după dezvoltare, vom obține o egalitate de forma 


C + e% -p e% +... + exs = 0, 


unde C este întreg iar aj, 2, ..., aş sînt sume > 0, formate din numerele ßB4,...> Bøe Dar 
Că, Ca, ..., COs sint rădăcinile unei ecuații algebrice cu coeficienții întregi, deoarece cB,,. . .,03p 
sint rădăcinile unei ecuații algebrice cu coeficienți întregi, deci şi sumele formate cu acestea 
sînt rădăcinile unei ecuaţii algebrice cu coeficienți întregi şi printre aceste sume se află și 
CO, Ca, -.., Coş. Să considerăm polinomul de grad sp + p — 1. 
(cx)P—t 

— (că — ca)Ê (cx — ca)? ... (cx — caş)P, 


“e-n! 


unde p este un număr prim. Atunci (p — 1) !P(x} este un polinom în cz, cu coeficienți intregi. 
Notînd 


P(x) 


Qla) = P(x) + P'(a) + ... + Pptp- (x) 
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S 
şi înmulțind cu Q(0) în egalitatea C + > e“i = 0, obținem 


=l 


CQ(0) + $> e*i Q0) = 0 
izi 
şi deoarece e“: Q(0) = Q(«;) + R(a;), avem 


s 


CQ(0) + 2 Ql) = — $O Raj). 


sl {=l 
Ca şi în demonstrația transcendenței lui e, deducem că derivata PC) (x) se anulează pentru 


x = 0 dacă r < p — 1 şi pentru x = «ş; dacă r < p. Pentru r `> p, coeficienţii derivatei 
P(r) (x) sînt întregi şi divizibili cu p. Dar P(’) (x) este un polinom în cx, deci 


SO Plai), r>p 


il 


este o funcţie simetrică întreagă de co, caz, ..., Coş, cu coeficienți întregi divizibili cu p. Avem 


de asemenea 
P1) (0) = cP 2 (—ca)P (—caz)P ... (—caş)?. 


Aşadar 
S 
CQO) + X> Qla) = CPH- (0) + Kp 
tel 
unde K este întreg; luînd p mai mare decit numerele C, c şi decît produsul ac * &gC ... sc 


s 
deducem că CQ(0) + > Qla) este un număr întreg = 0. 
l =l 
' 8 
Să evaluăm acum > R(a,) şi să arătăm că are modulul < 1. Avem 
i=l 
|R(o)| $ He M 

unde H = max (ja,|, ..., læsi) şi 


M = sup |P(a)| < (EDP Ele), 


|z| <H ($ — 1)! 
deci 
sS pb 
R(x) | < K ——— 
2 ' ($ -— 1)! 
RP 
unde K și K’ sint constante. Deoarece lim pyi = 0, pentru p suficient de mare 
pao — 


s 


> R(a;) 


ial 


putem realiza ca < I. Atunci egalitatea 


s S 
CQ(0) + $> 2l) = — Yo Ra) 
1=1l i=l 
nu poate avea loc, deoarece, după cum s-a arătat mai sus, membrul sting este întreg, şi am 


ajuns la o contradicție. 
Aşadar, m este transcendent. Acest fapt a fost demonstrat de Lindemann. 
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4. Schimbarea de variabilă 
(integrarea funcţiilor compuse) 


Fie intervalele I și J, şi funcţiile 


u(x): I >J, JJ] >. 
Propoziția 1. Dacă f(t) este continuă pe J, iar u(x) are deri- 
x) continuă pe J, şi dacă a şi b sint două puncte din Z, atunci: 

b #{b) 
| Aula) - w(x) dx = È f) dt. 


u(a) 

Această egalitate se numeşte prima formulă de schimbare de variabilă. 

Funcţiile f(t) şi f(4(%)) - w'(x) sînt continue, respectiv, pe J şi I, deci 
au primitive pe aceste intervale. Fie F(ż) o primitivă a funcției f(t) pe inter- 
valul J: 

F'( = JO. 
Atunci funcția compusă H(x) = F(u(x)), definită pe Z, este derivabilă 
pe Z şi 
H (x) = EF'(u(x)) - w(x) = flu(x)) - ua), 


adică H este o primitivă a funcției f(4(x)) - u'(x). 
Aşadar 


Practic, pentru a calcula integrala 


b 
| futa) uta) da, 
se face înlocuirea 
u(x) =t 
şi se diferențiază formal 
` u(x) dx = dt. 


Limitele de integrare a şi b se înlocuiesc cu limitele de integrare t 
Și 2, care se obțin tot din egalitatea u(x) = t, înlocuind pe x respectiv 
cu a şib: 
t = u(a), t, = u(b), 
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se obține 
b 


(futa) - w(x) de = | f(t) de. 


Observaţii. 1° Funcţia u(x) nu este presupusă monotonă. 

2° Nu este nevoie ca derivata u’(x) să fie continuă, ci numai integrabilă. 

Într-adevăr, deoarece funcţia f(4(+)) este de asemenea integrabilă (fiind continuă, ca 
funcţie compusă a funcţiilor continue u(t) şi f()), produsul f(4(4)) - w(x) este o funcție integra- 
bilă și avînd şi primitivă (funcția H(+)), se poate aplica formula lui Leibniz-Newton și demon- 
strația continuă ca mai sus. 


3° Formula de schimbare de variabilă se poate scrie şi astfel 


flu()) u (t) dt, 


o 
= 
G3 

Fi 
R 
| 
a U F 


unde s-a notat cu x variabila din J şi cu £ variabila din I, iar între limitele 
de integrare există relaţiile: 


x = u(a), B = u(b). 
B 
În acest fel putem calcula integrala | f(x)dx cu ajutorul integralei 


b 
| flult)) - u'(t) dt, făcînd următoarele înlocuiri : 
x = u(t), dx = u'(£) dt. 

Limitele a şi b se aleg astfel ca u(a) = a şi u(b) = B. Dacă ula’) = «a 
şi u(b') = B, se pot alege a' şi b' limitele integralei din membrul drept. 
Nu este nevoie ca funcția u(t) să fie biunivocă. 

1 
Exemplu. Să se calculeze (vi — 2. 
0 


Se face înlocuirea z = sin, deci dx = cost dt. 


T 
Putem alege 4 = 0 și fa = 2kr + z’ k întreg, deoarece 


4, = sint, = sin 0 = 0, x, = sint, = sin (24r + $) = 1. 


Atunci o 


Te 7 
2R1 — < 
1 7 3 2kr + 3 


(VI = aar = | V1 — sin% cos t dt = \ | cos £ | cost dé. 
0 0 0 
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Dar 


2(n+ ljr 


| cos ţ| cost dt =0, oricare ar fi n € N. 
2nr 


T 37 
Într-adevăr: pentru 2nr -< t-< 22nn + 3 şi 2ur + Z LiL (2n + ijr avem cost > 0 deci 
| cos é | = cost şi 


1 1 
|cos 7| cos £ = cos? = — + — cos 2. 


x 3r 
Iar pentru 2nr + Z <L $ L 2ur + z avem cos ¿< 0, deci jcos t| = — cos şi 
1 1 
jcos ż| cos î = —cos? t = — | — + — cos 2t]. 
2 2 
Atunci 
2n +2 onn 
2(n+-i)r niz 2 2(n+1)r 
| |cos é| cos £ dt = | cos? tdt — ( cost di + | cos? ¿ di = 
ann ZnT Innt 2nm i 
2 2 
2un4+ annt 2(n4+1)r 
- aa! i Le in 24 + [gr faina 0 
= | — $ + — sin — |— — sin — — sin = U. 
2 | 2nr 2 2nm+ 2 2 4 ana 
Așadar 
TT 
Zina 2r 47 
| cos #1 cos £ ât = (| teos #1 cos £ àt + (| leos #1 cos? di + ...+ 
0 0 2r 
7 zZ z 
2ka 2kr+ Z 2kn+ 7 
+ Icos £| cos 4 dł + | |cos £| cos £ dł = | cos? t dt = 
2(k—1)r 2hr 2kr 
i 1 oint n 
= | — ż¿ + — sin 2? = — . 
2 4 2k 4 
T 
Pentru calcul, alegem desigur cazul cel mai simplu: 4 = 0, h= — > 


Observaţie. Din prima formulă de schimbare de variabilă se deduce o formulă 
de calcul pentru primitive, luind una din limite variabile 


x u(x) 
| futa) - (pax = | feat 


u(a) 
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Propoziția 2. Dacă f(/) este continuă pe J, iar u(x) este striet 
monotonă pe J, dacă inversa sa v = 1: J > I are derivată continuă v' 
pe J, şi dacă a, b & I , atunci 


b u(b) 
(fo) ax = È AOA a. 
4 ula) 


Această egalitate se numeşte a doua formulă de schimbare de variabilă. 
Să observăm mai întîi că, deoarece v = u-!, avem 


u(v(?)) = t pentru orice ta], 
v(u(x)) = x pentru orice x & I, 
ŠJ 
Funcția f(u(x)) este continuă pe I. 
IŠSJSR 
x > u(x) > Aus). 
Fie F(x): I > R o primitivă a funcției f(u(x)): 
F'(x) = flu(x)), zel. 
Să considerăm funcția compusă H(î) = F(v(5): J > R: 
, J>ISR 
t — v(t) > F(v(t)). 
Deoarece F şi v sînt derivabile, funcția H(t) = F(v(t)) este derivabilă pe J 
şi avem | 
H't) = Fo0)) vH = flut) - 00) = fot), 
deci H(t) este o primitivă a funcției f(t) - v'(7). Atunci 
u(b) 


| 10700 at = H |" = Fo) 


v(a) 
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paaa 


se face înlocuirea 
u(x) =t. 
Se rezolvă apoi în raport cu x, x = u-1(î) = v(t) (sau se face de la început 
înlocuirea x = v(t)); apoi se diferențiază, formal, egalitatea 
x = v(t). 
Se obține 
dx = v'(7) dt. 

Limitele de integrare a şi b se înlocuiesc cu limitele de integrare î, şi tz 
care se obțin tot din egalitatea u(x) = ż, înlocuind pe x respectiv cu æ şi b: 
tb, = u(a), ta = u(b). 

Se obține 


Observații. 1° Nu este nevoie ca derivata v'() să fie continuă, ci numai inte- 
grabilă, 

2° Derivata v'(?) poate fi nulă în unele puncte t € J; adică funcţia u(x) poate să nu fie 
derivabilă în punctele corespunzătoare x = v(t) el. 

3° În practică, de cele mai multe ori derivabilitatea lui v şi continuitatea derivatei 
v’ sînt verificate. Ceea ce trebuie verificat totdeauna este ca funcţia u(x) să fie biunivocă 
adică ecuația u(x) = î să aibă, pentru fiecare t € J, o singură soluție, x = v(t) € I. Rezultă 
atunci că funcţia u(x) este strict monotonă, deoarece este biunivocă şi continuă. 


1 
Exemplu. Să se calculeze Va + 1)dx. 
0 
Avem 
l 
Vaz 1)dz = | Va VVa +1 dz. 
0 0 


Facem inlocuirea 


VV + 1l = ¢, deci ¿> 0; 


pentru z, = 0 avem 4 = 1, iar pentru 3, = l1 avem t, = y2. 


Apoi 

Vz+i=at, 
deci 

yx = {2 — ] 
şi 

x = (t — 1, 
deci 


dy = 4t(42 — i)dt. 
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Atunci 
1 y2 
| vzv Va ldx = | (E — 1) 402 — 1)di = 
0 l 


Vz Va 
= EG — 1)? di = 4 ( (49 — 274 + tat = 


Observaţie. Din a doua formulă de schimbare de variabilă se deduce o formulă 
de calcul al primitivelor, luînd una din limitele de integrare variabilă 


[= u(x) 
( fute)az = ( fve at, 
a ula) 


§ 6. Integrale reductibile la integrale raționale 


l. Consideraţii preliminare 


Pentru funcțiile continue, formula lui Leibniz-Newton reduce pro- 
blema calculului integralei la aceea a găsirii primitivelor. 

Primitivele funcţiilor raționale se pot calcula totdeauna cînd se cunosc 
rădăcinile polinomului de la numitor şi deci se pot calcula şi integralele 
funcțiilor raționale. 

Pentru prescurtare, integralele funcțiilor raționale vor fi numite 
integrale raționale. 

Dacă, printr-o schimbare de variabilă, o integrală se transformă într-o 
integrală rațională, spunem că integrala inițială este reduchibilă la o inte- 
grală rațională. 

Integralele reductibile la integrale raționale pot fi de asemenea cal- 
culate. Luînd una din limitele de integrare variabilă, se obțin primitivele 
unor funcții care nu sînt raționale. 

Se pune astfel problema găsirii unor clase de funcţii ale căror integrale 
sînt reductibile la integrale raționale. 

Pentru aceasta să considerăm mai întîi prima formulă de schimbare ' 
de variabilă: 


Ka u(z3) 


( futa) . u'(x) dx = | fË dt. 


Xa u(x) 
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Dacă funcția f(t) este rațională (și numai în acest caz), integrala din 
membrul drept este o integrală rațională și deci integrala din membrul 
stîng este reductibilă la o integrală rațională și poate fi calculată. 


Aşadar: Integralele de forma 


( Riula) - uita) dx, 
unde R(t) = a este o functie rațională, iar u(x) este o functie oarecare cu 


derivata continuă, sînt reductibile la integrale rationale, prin schimbarea de 
variabilă u(x) = t. 


Integralele de forma | R(u(x)) dx nu sînt însă, în general, reduc- 


Xa 
tibile la integrale raționale. 
Evident, dacă u(x) este rațională, funcția compusă R(u(x)) este de 
asemenea rațională. 
Vom încerca să găsim citeva clase de funcţii u(x) care nu sînt rațio- 


Xa 


nale, dar pentru care integralele | R(u(x)) dx sînt reductibile la integrale 


ıı 
raționale, prin schimbarea de variabilă u(x) = t. Pentru aceasta folosim 
a doua formulă de schimbare de variabilă 


fa 


| R(u(%)) dx = ( R(5 - v(t) dt, 

m i, 
unde u(x) este o funcție brumivocă pe intervalul I = [x,, Xa], iar v(t) este 
inversa sa (de asemenea biunivocă) cu derivata v'(t) continuă pe intervalul 


A 


] = u(I) cu extremitățile în ż şi £: 
b = u(x,)e le = u(x). 


Dacă funcția v'(t) este rațională, atunci functia R(t) v'(t) este rațională 
și deci integrala din membrul stîng este reductibilă la o integrabilă rațională. 

Funcţia v'(t) este rațională, dacă şi numai dacă primitiva sa v(t) este 
de forma 


k În z(ċ), k arc tg r(t), r(t) 
sau o sumă de funcții de acest fel, unde v(ż) este o funcție rațională biun- 
vocă definită pe J, iar k = Q. 


Prin inversarea funcțiilor v(t) de această formă, obținem funcțiile 
u(x) căutate. 
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Ne vom mărgini aici la următoarele cazuri: 
1) v(t) = k ln £, (k = 0); 
2) v(t) = k arc tg t, (k = 0); 


3) v(t) = 2 te, (xð < yB n aN); 


yi” + 8 

4) v(t) = FE, (a8 = yB, a= 0, y= 0); 
yt + 5 

5) olt) = ECE, (a8 = yB, «0, y = 0). 
yt? + ô 


Să găsim pentru fiecare din aceste cazuri funcția u(x) corespunzătoare: 
1) v = kint, RAO. 
Dacă punem x = kin £ avem e? = t, şi deci, notînd a = = 
u(x) = e”. 


2) v(i) = k arc tg t, k £0. 


Dacă punem x = karc tg t, avem tg = = $ şi deci 


Dacă punem 


atunci 

ai” + xò = a” + B 
şi, rezolvînd în raport cu 7”, 
2r +6, 


yx— a 


” ză + PB y; 
Vă — a 


p* 


de unde 
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şi notîind — ô = a, B = b, y =c, — « = d, rezultă 


niax+b 
Ma) = y EE 


În particular, unii din coeficienții «, B, y, 8 pot fi nuli, şi deci şi 
unii din coeficienții a, b, c, d pot fi nuli. Să remarcăm însă că avem ad Æ bc, 
deoarece 


xð =£ yB. 


În cazul cînd n = 1, u(x) este rațională. Vom considera numai cazul 
cind n > 2. 


4) (i) = EP, a= yB, a= y0. 
yt +ò 

at? + B 

yt + 68 

yst + Bz = ate 


Dacă punem x = , atunci 


sau 
xl? — yxt + B— dx =0 
şi, rezolvînd în raport cu f, avem 


Po yx 4 Viu? + 4a5x — 4af 
2a 


În faţa radicalului se ia un singur semn, acela pentru care t aJ 


A l . ww . 
Iuind a = 7 (ceea ce nu micşorează generalitatea, deoarece putem 


împărți la numărătorul şi la numitorul fracției var cu 2a) şi, notînd 
y? =a > 0, 4aâ=8, —4ap=c, 
obținem 
u(x) = ey ax + Vaz + bx +e, a > 0, 
unde e =] dacă y>0 şi e = — l dacă y<0. 
5) v(t) = =t E, «ò= yB, a= 0, y= 0. 
at + B 


Dacă punem x = , atunci 
y+ 5 


yx + dx =at +B 
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sau 
pată — at + $x —fB=0 
şi, rezolvînd în raport cu £, avem 


a + V — 4822 + 4Byx + a? 
2yx 


t = 


În fața radicalului se ia un singur semn, acela pentru care t & j. 
Luînd y = 5- (ceea ce nu micşorează generalitatea) şi notînd — 4y5 =a, 
4By = b, «æ = c > 0, obținem 
Ve Va Fiare 


¥ 


u(x) = 


unde s = 1, dacă « > 0, si e = — 1, dacă «a < 0. 


Observaţie. Dacă «a = 0 sau dacă y = 0, cazurile 4 şi 5 se 
reduc la cazul 3. 


2. Integrale de funcții exponențiale 


( R(e%) dx, a =+ 0, 


Ta 


unde R(4) = a este o funcție rațională. Pentru ca integrala să aibă 
u 


sens, adică pentru ca funcția de integrat să fie definită pe intervalul de 
integrare, se impune condiția : 


Q(ez2) = O pentru orice x & [x;, Xa]. 
Integrala aceasta se reduce la o integrală rațională, făcînd înlocuirea 


ea = t. 


; 1 1 A 
Într-adevăr, avem x = — In, deci dx = — dż; notînd 
a al 


f = e% Şi t, = 6% obținem 
e az h 1 € 
| R(e%2) dx = | R(t) — dt = | R(t) dt, 
at 


Xi h fi 


unde funcția R,( = R(® = este rațională. j 
a 
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Observaţie. Lund una din limitele de integrare variabilă, 
se obține o primitivă a funcției R(e%) pe intervalul [x,, Xa]. 


2 
eâă, 
Exemple. 1) Să se calculeze í dx. 
0 


1 
Se face inlocuirea e2% = deci 4 = = In î și dx = z; dt. 


Avem fı = e? = 1 șiii, = e. Atunci 


7 e e 
¿ 1 1 1 
T A TE 
A D 1 + JI +t 27 23 1+7 
0 1 1 
ml e l-+e 
nasa. = ia (1 e) -m2 > ite -a 4/ te, 
Ti 2 2 
27 
Pentru calculul unei primitive a funcției IJ aa (pe un interval oarecare) procedăm 
e 
astiel : 
27 
z ce 
a A) Lat "în (1 Ni 
rap “=? 1Â+2 > aate E 
0 1 


1 DP — 
=z + e) — Im 2] = nV 1 F e7 — In V2, 
. boc. 


p2% 


2) Integrala ţ dx nu are sens, deoarece funcţia de integrat nu este definită 


— e 


—1 
in punctul 0 din intervalul de integrare, iar în jurul acestui punct funcţia este nemărginită. 
(Mai departe, la capitolul despre integrale generalizate, se va da un sens acestei integrale). 


3. Integrale de funcţii trigonometrice 


În mod obişnuit, se numesc integrale trigonometrice integralele de 
forma 


(R (cos x, sin x) dx, 
P(u, v) 


este o funcție rațională de două variabile. 
u, V 


unde R(u, v) = 


80 — Analiza matematică, vol. I 
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Pentru ca integrala să aibă sens, adică pentru ca funcția de integrat 
să fie definită pe intervalul de integrare, se impune condiția 


Q (cos x, sin x) z2 0, pentru orice x & [xi %2]. 


Această integrală se reduce la o integrală rațională, fäcînd înlocuirea 


tg — =t 


OÍR 


sau, în anumite condiții, una din înlocuirile 


tg x =t, cos x= t, F sin x =tŁ. 
I) Înlocuirea tg = = î. Dacă xÆ (2k + 1)r, (k întreg), adică 
dacă Í% (2k + 1) = avem 


1 — tg 2 2 tg 4 
a S 2 
COS X = , SIN X = , 
1 + tg? — 1 + tg? — 
deci 
x z 
1 — tg? — 2 tg — 
. 2 2 ' x 
R (cos %, Sin x) = R —— —— = R* (tg =) 
æ x 
l+tg^ 1+tg> 
+ îs 2 ttes 
unde R* este o funcție rațională de o variabilă. 
a) Dacă — n < xı <<, atunci — = < = < = pentru orice 
x & [xuv %2], deci tg = este definită pe [x,, 32] şi 
Xa £y 
| R (cos x, sin x) dx = | R* [tz =] dx. 
T Yi Í 
Se face înlocuirea 
tg — =t, 
deci 
l=- 2t 
COS x = , Sin x = 
144 l+ e 
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şi x = 2 arc tg £, deci 


dx = 2 


= dz, 
1 +2 


Notînd ż = tg = şi la = tg, avem 


Xa ta fa 


| R (cos x, sin 3) ds =| RE z 2 dt =| Ru) dt, 
1+ 1 +14 

EA li ĉi 
unde R, este o funcție rațională. Am redus astfel integrala inițială la o 
integrală rațională, în cazul cînd intervalul de integrare [x,, x2] este con- 
ținut în intervalul (— r, t). 

Sä observăm că această condiție a fost impusă numai de schimbarea 
de variabilă folosită, dar că integrala poate avea sens și fără ca această 
condiție să fie îndeplinită, dacă O (cos x, sin x) nu se anulează pe intervaluł 
de integrare. 

În acest caz se procedează astfel: 


Aa 23 
b) | R (cos x, sin x) dx = lim \ R (cos x, sin x) dx, 
> 
-z 20 — TA 


unde — T < 42 < T. Pentru integralele din membrul drept, unde à > 0, 
avem — n < — T + À< Xp <r, şi deci se poate folosi înlocuirea tg Ž = t. 
1 m —A 2 
c) | R (cos x, sin x) dx = lim | R (cos x, sin x) dx, 
z 330 î 
unde — m < x, < x. Pentru integralele din membrul drept se poate folosi 


înlocuirea tg $ = ź. 


7T T—À 
d) | R (cos x, sin x) dx = lim | R (cos x, sin x) dx. 
m a -r+À 


Pentru integralele din membrul drept se poate folosi înlocuirea tg =. 


e) Dacă (2k — 1)r = xı < Xa (2k + ljr, k întreg, avem 


Xa Xa— 2k 
| R (cos x, sin x) dx = | R(cos x, sin x) dx 
%ıi x, —2kr 


ȘI — T< %1 — Zkr < Xa — 2kr < r. Integrala din membrul drept este de 
unul din tipurile precedente. Într-adevăr, să facem în integrala din stînga 
înlocuirea x — 2kr = z; atunci x = z + 2kr şi dx = dz, 


COS x = COS (2 + 2kr) = cos z, sin x = sin (z + 2kr) = sin z. 
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Notînd z, = xı — RRT, Za = Xa — 2kr avem, 


Xs Zs x, —2kr 
f R (cos x, sin x) dx = |R (cos z, sin 2) dz = | R (cos x, sin x) dx, 
LA LA z, —2kr 


unde în ultima integrală am notat variabila de integrare din nou cu x, 
în loc de z. 
Rezultă în particular: 


(2+ 1)r Ti 
| R (cos x, sin x) dx = | R(cos x, sin x) dx, 
(2k—1)re îm 


oricare ar fi k întreg. 
f) Dacă intervalul de integrare [x,, %,] este oarecare, integrala 


Ss 
| R (cos x, sin x) dx 


este o sumă de integrale de tipurile precedente. 
Într-adevăr, să scriem în ordine crescătoare toate punctele de forma 
z = (2k + 1)r, k întreg, cuprinse între x, şi Xa: 


FCC eee Cp Xa 
Pentru orice 2 = 1,2, ...,nn —1l avem 
žiti 1 
R (cos x, sin x) dx = f R (cos x, sin x) dx. 
š; în 
Atunci 


Ze 2 


| R (cos x, sin x) dx = Ñ R (cos x, sin x) da + È R (cos x, sin x) dy +.. 


o. + R (cos z, sin 2) dx + | R (cos x, sin #4) dr = 


in-i 


= [n (cos x, sin x) dx + f R (cos x, sin x) dx + 


+ (n — 1) í R (cos x, sin x) dx. 


Primele două integrale sînt de tipul e). 
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Observaţie. Dacă se ia una din limitele de integrare variabilă, 
se obţine o primitivă a funcției R (cos x, sin x) pe intervalul (— r; 1): 


tzŽ 
8z 


CRI „sin x) d = [A 
$ COS x, SIN % X% ) | 


1— e —) 2 


ra aia 


Exemple. 1) Să se calculeze integrala 


1 


sin x + cosx + 1 


Panj 
| 
oja wn să 


x 
Se face inlocuirea tg ZI = t, deci 
1—4 2t 


COS x = —— , sin x = ———, dż, 
1 +2 1+ 1 +a 
, Al =] L =t (=) 
1 = t8 = V3’ 2 = 18 41|” 
Atunci 
3 l 
1 
r= f = | de = 
2i 1 — t 1 +£ +é 
-Lipet igp — mer 
y3 V3 
i 1 Vă 
ln} 1 t| 1 = In 2 — In l- a = la — 
-IF y3 V3- ı 
2) Să se calculeze integrala 
4r 
1 
r- (a 
) 2 + sin 
0 
Avem 
AT 37 4r 
1 1 
zare = [apa t fapt t arne 
J 2 + sinx TET ` ză 2 + sin 4 
0 n 3T 
T 0 T 
1 1 1 1 
= et | oaze + faze = 20 ag = 
2 + sin 4 2 + sin 4 2 + sin 2 + sin 
0 —rn -TT —n 
-À 
2 
-um as 
120 2 + sin 4 


A>0 —7+Ă 
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X 
Facem schimbarea de variabilă tg 3 = î, deci 


2t 
Sin y = = dt; 
4 4? l za 
— RA T— A 
i = (A) = tg a h = bd) = tg 
2 2 
Atunci 
T—A fz la 
2 a 2 2 
( ——————— dr = | ~ ae = |— = 
2 + sin 4 2 1p 2 +ė+l 
-T+A 2 + J + șa “a 
ta 
la PI 1 
2 a; = 2 .— t 2 f 
= — = e —Z arc = = 
ifa y3 E VE h 
2 4 2 
fı 
4 i 2t + 1 [fa 4 | 21, A E] 
= —— arc = = — lare —— — arc = 
y3 Vă 31 ya Vă 
Avem 
| RA o if Taa 
lim 4 = lim tg ———— = — œ şi lim 4 = lim tg =+ %9, 
A=0 20 2 1—0 A=0 2 
A>0 A>0 A>0 A>0 
deci 
, 2t + I , 24, + x 
lim arc tg =— = lim arctg =- = — = 
10 V : tc V 3 2 
A>0 
şi 
` 2ta + 1 2t + l T 
lim arc tg =— = lim arctg = = —, 
A—0 V3 into V 3 2 
A>0 
astfel încît 
mA 2 i 
2 4 2t 1 lh + 
I = lim ( — dr = $ fim are tg IE lim arc tg ——— |- 
A—0 2 + sin x 3 [ao V 3 1=0 V 3 
A>0 —reă A>0 A>0 


II) Înlocuirea tgx —t. În general, înlocuirea tg Ž = ti duce 


la o integrală rațională mai greu de calculat. 


INTEGRALE REDUCTIBILE LA INTEGRALE RAȚIONALE 47) 


Uneori se pot folosi alte înlocuiri, care duc la integrale raționale mai 
simple. l l Di 
În cazul cînd functia R (cos x, sin x) îndeplineşte conditia 


R (— cos x, — sin x) = R (cos x, sin x) 
se face schimbarea tg x = t. 


În adevăr, dacă xÆ (2k + 1) =, avem cos x ;ź0 şi 


. sin x 
Sin x = COS 4% 


= cos + tg x, 
COS 7 


deci 
R (cos x, sin x) = R (cos x, cos x tg x) = R, (cos x, tg x), 


unde R,(u, v) este o funcție rațională de două variabile. 
Funcţia R, (cos x, tg x) este pară în cos x. Într-adevăr, 


R, (— cos x, tg x) = R (— cos x, — cos y tg x) = R(— cos x, — sin x) = 
= R (cos x, sin x) = R, (cos x, tg x). 


Rezultă că funcția R; (cos x, tg x) conține numai puterile pare ale 
lui cos x: 


R, (cos x, tg x) = R, (cos? x, tg x), 


unde R,(u, v) este o funcție rațională de două variabile. (Dacă numărătorul 
şi numitorul funcției R, conțin numai puterile impare ale lui cos x, se sim- 
plifică cu cos y =4 0 şi rămîn numai puterile pare ale lui cos x.) 

Din egalitatea 


R (cos x, sin x) = R, (cos? x, tg x) 


rezultă, pe de o parte, că funcția R (cos x, sin x) conține numai puterile 
lui sin? x, cos? x și sin y cos x: 
cos 4 sin x 
Ra (cos? x, tg x) = R, | cos? x, os 4 sina), 
cos? y | 
iar pe de altă parte 


R, (cos? x, tg x) = Ra| 


l 
az t8 3) = Rs (tg 4), 


unde R, este o funcție rațională de o singură variabilă. 


a) Dacă — = < Xi < Xa < = , funcția tg x este definită pe interva- 
lul [x,, %2] şi 


|R (cos x, sin x) dx = | R, (tg x) dx. 


Ti Za 
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Se face înlocuirea 
tg x =, 


deci x = arc tg ¢t şi dx = l at, 
1 +22 


Notînd î, = tg x, şi fa = tg x, obținem 


h 


Xa t 

] 
| Ra (tg 2) = ( Ra) de = È Ra) de 
xı ti 


1 


| R(cos x, sin x) dx = 


unde R, este o funcție rațională. 
Am redus astfel integrala inițială la o integrală rațională, în cazuł 
z) 


— —— 3 — i, 


cînd intervalul (x,, xa] este conținut în intervalul [ 3’? 


Deoarece pentru x = (2k + 1) = , avem 
1 tgx 
COS X% = -a SIN y = [L 
VI + tg? x Vi + tg? x 


putem face direct în integrala inițială înlocuirile 


. ţ 1 
, SIN X = n, ay = d 
VI + 1 +z? 


1 
COS x% = ~= 
yI Fe 
sau, deoarece funcția R (cos x, sin x) conține numai puterile funcțiilor cos? x, 
sin? x, şi sin x cos x, putem face direct în integrala inițială înlocuirile 


e PA l 
sin y cos x = ——, dy = —— dt. 
1 ji I+ 


2 l in2 

cos = ———— , SIN“ y = , 
l +t 1 + 22 

Să observăm că integrala poate avea sens fără ca intervalul [x,, x2} 

z] , dacă Q (cos x, sin x) nu se anulează 


— — ) — 


să fie conținut în intervalul | 


pe intervalul de integrare. 
În acest caz se procedează astfel : 


b) | R (cos x, sin x) dx = lim R (cos x, sin x) dx, 
A—=0 


— — 


2 
unde — s < Xa < = . Pentru integralele din membrul drept se poate folosi 


înlocuirea tg x =. 


| R (cos +, sin x) dz, 
A—0 


Tt T 

z zi 
c) | R (cos x, sin +) dx = lim 
Xi A>0 Zi 
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unde — = << > . Pentru integralele din membrul drept se poate folosi 


înlocuirea tg x = t, 


T TU N 
2 2 
d) | R (cos x, sin x) dx = lim R (cos x, sin x) dx. 
A—=0 
T A>0 7 
-7 -77+ 


Pentru integralele din membrul drept se poate folosi înlocuirea tg x = t» 


e) Dacă (2k — 1) Z< %ı < Xa (2k + 1) > , k întreg, avem 


Za Io — kr 
(R (cos x, sin x) dx = | R (cos x, sin x) dx 
xi xı—kr 


T 


şi — Z< Fi — kr < X% — kr < z` Integrala din membrul drept este de 


unul din tipurile precedente. 
Într-adevăr, să facem în integrala inițială înlocuirea x — kr = z3; 
atunci x = z + kr, dă = dz, 
cos? y = cos? (z + kr) = cos? z, sin? y = sin? (z + kr) = sin? z, 
sin y cos x = sin (z + kr) cos (z — kr) = sin z cos z, 
Notînd z1 = xı — PT, Za = Xp — kn avem 
Xa Xa 
| R (cos x, sin x) dx = | R* (cos? x, sin? x, sin y cos x) dx = 
LA %ı 
Za $3 
= | R*(cos? z, sin? z, sin 2 cos 2) dz = | R (cos z, sin 2) dz = 
Z ŝi 
xa— RT 
= ( R (cos x, sin x) dx, 
xı — kr 


unde în ultima integrală am notat variabila de integrare din nou cu y 
în loc de z. 
n particular, 
z 
2 


| R (cos x, sin x) dy = | R (cos x, sin x) dx. 


(2k= D-7 — 


(2k+1)5 


[a 
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f) Dacă intervalul de integrare [x,, x] este oarecare, integrala: 


Xa 


| R (cos x, sin x) dx 
este o sumă de integrale de tipurile precedente. Într-adevăr, să scriem în 
ordine crescătoare toate punctele de forma z = (2k + 1) 


, k întreg, 
cuprinse între x, şi Xa: 


La L a 23... Lp Că. 


Pentru orice 7 = 1,2, „n — Í avem 


t o| A 


| R (cos x, sin x) dx = 


ži 


R (cos x, sin x) dx. 


Atunci 


LA Za 


| R (cos x, sin x) dx = | R (cos x, sin x) dx + | R (cos x, sin x) dx + 


] . Lă e 
%i xı 31 
Zn Xa 


. + | R (cos x, sin x) dx + | R (cos x, sin x) dx = 


3n— 2n 
$i Xa 


= | R (cos x, sin x) dx + | R (cos x, sin x) dx + 


EA zn 


3 
+ (n — 1) | (R cos x, sin x) dx. 


Primele două integrale sînt de tipul e). 
Observaţie. Dacă se ia una din limitele de integrare variabilă, 
se obține o primitivă a funcției R (cos x, sin x) pe intervalul [- Z, a : 


tg z 


| R (cos x, sin x) dx = | R(t) d. 


Exemplu. Să se calculeze integrala 


1 
r- [da 
J sin x cosx +2 
0 
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1 
R(cos x, sin x) = ————————— şi 
sin x cosx +2 


R(—cos x, —sin y) = R(cos x, sin x). 
Se poate folosi schimbarea de variabilă tg v = î. Pentru aceasta despărțim integrala 
inițială într-o sumă de integrale: 
z 


— 


2r 


kid 
2 
1 l 
r=- |ant aan -] — dr + 
sin 4 cos 4 4+ 2 sin 4 cos x + 2 sin x cosx + 2 
(0) Q 


3 
T T 
2T 3 2 
( ! a a dr + 
—~ dyr = x 
+ sin x cos yx + 2 sin x cos 4 4- 2 a+ a 
3r 0 n 
2 2 
0 7 
1 
| „2 | —— di = 
Sin z coss 42 EPEE 
z -2 
"a 2 
T 
77A 


( 2 
30 sin x cos z +2 
A>0 -Zy 


2 


Pentru ultima integrală se aplică schimbarea de variabilă 


| 
tg x = t, deci dx = di, sin x cos x = cos? y tg = 
1+ 2 


j = — e 
1 +22 1 +t? 
T kid 
Notind î, = tg [- 2 a) şi a =te[ i-a), avem 


TA 
3 a t 
< sin x cos x + 2 t 1 + 22 DE 23 +1+2 
at 14e 
LA 
ba f, 1 
1 a l a 4 , + zu 

= = = == 8TC = =æ 

n+ tl [+1 +i vis VE 

| R 4] 16 4 

Si f: 
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Avem 
T 
lim ¿4 (à) = lim tg [- — + a) = — ©, 
àA—=0 A=0 2 
A>0 1>0 
Te 
A—=0 1=0 2 
A>0 1>0 
deci 
dta + 1 r , 4t +1 TE 
lim arc tg —— = = —, lim arctg = = — — 
1—0 y15 2 10 Y 15 2 
A>0 A>0 
Așadar 
TA 
2r 3 


| 2 
l = | ~~ da = lim — dr = 
sin x cos x + 2 2—0 sin x cos x + 2 


| 4ta + 1l t 4t +1 AT 
ZI — ar = = N e 
15 EVIT: | vis 


III) Înlocuirea sinx =t. Această înlocuire se poate folosi în 
cazul cînd funcția R (cos x, sin x) este impară în cos x: 
R(— cos x, sin x)= — R (cos x, sin x). 


P(cos +, sin +) 


Dacă R (cos x, sin x) = , unul din polinoamele P (cos x, sin x} 


Q(cos x, sin x) 
şi Q (cos x, sin x) este impar În cos x (conține numai puterile impare 
ale lui cos x), iar celălalt este par în cos x (conține numai puterile pare 
ale lui cos x). 


Dacă P (— cos x, sin x) = — P (cos x, sin x), atunci 
Q (— cos x, sin x) = Q (cos x, sin x), deci 
P (cos x, sin x) = P, (cos? x, sin x) cos x 
Q (cos x, sin x) = 0, (cos? x, sin 4) 
şi 
P,(cos? x, sin x) 


R (cos x, sin x) = == cos x = R (cos? x, sin x) cos x. 
Q (cos? x, sin x) 


Dacă Q (— cos x, sin x) = — Q (cos x, sin x), atunci 
P (— cos x, sin x) = P (cos x, sin x), deci 
P (cos x, sin x) = P, (cos x, sin x), 


Q (cos x, sin x) = Q; (cos? x, sin x) cos x 
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şi 
. 'P (cos? 4, sin x P (cos? x, sin x 
R (cos x, sin x) = Zalos? z, sin 4) = Zlot 4, Sin 3) cosg = 
Q (cos? x, sin +) cosx  Q,(cos? y, sin x)cos? 4 
= R} (cos? x, sin x) cos x. 

Aşadar, în orice caz avem 

33 Xa 

R (cos x, sin x) dx = \ R, (cos? x, sin x) cos x dx = 
1 
x, A 


Xa 
= | R, (1 — sin? x, sin x) (sin x) dx. 
A 
Se aplică prima formulă de schimbare de variabilă, făcînd înlocuirea 
sin x = t, deci cos x dx = dt. 
Notînd î, = sin xı şi ż& = sin % avem 


ta 


Za ta 
fR (cos x, sin x) dx = (R (1 — P, t) dt = ù Rd, 
z, ti 


t 


unde R, este o funcție rațională. 
Am redus astfel integrala inițială la o integrală rațională. 


IV) Înlocuirea cosx = t. Această înlocuire se poate folosi în 
cazul cînd funcția R (cos x, sin x) este impară în sin x: 


R (cos x, — sin x) = — R (cos x, sin x). 
Raționînd ca în cazul precedent, deducem că 
R (cos x, sin x) = R; (cos x, sin? x) sin x 


şi deci 


| R (cos x, sin x) dx = [ R, (cos x, sin? x) sin x dx= 
= | R; (cos x, 1 — cos? x) (— cos x)” dx. 


Se aplică prima formulă de schimbare de variabilă, făcînd înlocuirea 


cos x = ź, deci — sin x dx = dă, 
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Notînd 7, = cos xı Şi fa = COS Xp, avem 
Xa fa ta 
f R (cos x, sin x) dx = f R; (t, 1 — ť) (— di) = f Ra(t) dt, 
xı L ti 


unde R, este o funcție rațională. 
Am redus astfel şi în acest caz integrala inițială la o integrală rațională. 


Sr 


57r 
Exemple. 1) | cos x sin’ ydy = | cos“ 4 » sint 4 + sin +7, 
0 © 


Se face înlocuirea cos x = Ł, deci — sin da = dż. 
Avem $ = cos 0 = 1, şi f = cos 5r = cos v = —1. Atunci 


5r —l L 
f cos x - sint ydy = — fea — Edi = | (76 — 214 + t2dt = 


1 —1 
E pi 1 2 L) 1 2 ] 
= (z-zs)-l-z s-a) 


p—s C—. 


7 5 3 


Se face înlocuirea sin 4 = é, deci cos x dy = dt. 


TÌ 1 T 1 
Avem î, = sin - ===, tą = sin — = —. Atunci 
6 2 6 2 
T 1 
Ci z 3 
1 ] l 1l -+ċż 1 
| cos zdz = | di = — ln = — |in 3 — Iin —| = n3 
cos? x | — ¿? 2 l —ź¢ļ| a 2 
-2 1 "o 
6 2 


A. Integrale de funcţii iraționale 


În mod obişnuit se numesc integrale iraționale, integralele funcțiilor 
da care variabila apare sub radical. 


1) Integralele de forma: 


Aa 


R[x x /22 +2) ax 
| , că + d i 


xi 
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P(u, v) 
Q(u, v) 
tibile la integrale raționale. l 

Pentru ca integrala să aibă sens, adică pentru ca funcția de integrat: 
să fie definită pe intervalul de integrare, se impun condiţiile: 


1) Q (2 Vi) = 0 pentru orice x & [x,, %3]; 


unde R(u, v) = este o funcție rațională de două variabile, sînt reduc- 


cz + d 


2) cx +- d = Q pentru orice x E [x,, x]; în cazul cînd c = 0, această 
condiție înseamnă — — æ [x Xa]; 
C 


3) ax 4 b 


7 > 0 pentru orice x & [x,, %2], dacă n este par. 
cx + 


Vom impune în plus condiția 
4): ad = bc. 
(Dacă ad = bc, funcția #2 +o 


cx + 
nală, astfel încît se calculează direct.) Pentru calculul integralei se face 


înlocuirea 
n b e v b 
Va —— É, adică ax +b = t. 


este constantă, şi integrala este rațio- 


cx 4- d că + d 


Cînd x parcurge intervalul 7 = [x,, %], £ parcurge un interval J, deoarece 

. ax4+b 
funcția 

cx> d 

i E jJ. Într-adevăr, să presupunem, prin absurd, că ar exista un punct 

Xo & J, astfel încît pentru punctul corespunzător ło & J să avem a — ct = Q. 


este continuă pe I. Să observăm că a — ct” =+ 0 pentru orice 


Dacă c= 0, atunci 4 =, deci 
C 
AX% + b n 
azo T? Ëc 
C% + d 


3 


o [R 


de unde rezultă că ad = bc, ceea ce iarăşi contrazice ipoteza 4). 

Dacă c = 0, atunci avem şi a = Q0 şi deci ad = 0 şi be = 0, adică 
ad = bc, ceea ce iarăși contrazice ipoteza 4). 

Înlocuirea precedentă stabileşte o corespondenţă biunivocă între inter- 
valele I și J ; considerată ca o ecuaţie în x, are o singură soluţie în I pentr 
fiecare t & J. Într-adevăr, din 

ax + b __ 
că + d ? 


deducem 
d” —b 


= (t), 


x% = 
a — ci” 
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unde r(t) este o funcție rațională definită pe întreg intervalul J (deoarece 
a — ct" — 0 pentru ta J). Atunci 


dx = r'(6) de 


unde 7'(£) este de asemenea o funcție rațională pe J. 


A n b , n i 7 
Notind h = V= > F ŞI le = Ve - , avem 
Că, Xa 


Xa 


[RE ar -freo ră = fa 


Xi 


unde R,(7) este o funcție rațională. 
Am redus astfel integrala inițială la o integrală rațională, care se 


poate calcula. 
Observaţie. Luînd una din limitele de integrare variabilă, se 
obține o primitivă a funcției de integrat, pe intervalul [x,, x3]: 


yz 
g% cx+d 


” ax +b _ [ 
| | V5 Hija = ( ROA. 


A 6 


Cazuri particulare 
a) Integrala 


| R(x, Vaz + d) dx 

este de forma precedentă, cu c=0 și d = 1. 

Condiţia 2) cx + d =+ O este verificată de la sine, deoarece cx + d = 1, 

Condiția 4) ad =: bc devine în acest caz 

a = 0, 

deoarece ad = a şi bc = Q. 

Se face înlocuirea 

Vax + b =t adică ax + b = t” 


şi integrala se reduce la o integrală rațională. 
b) Integrala 


| R (x, VF) dx 


este de asemenea de forma precedentă cu a = 1, b = 0, c=0 şi d= l1. 
Condiția 2) cx + d = 0 şi condiția 4) ad =ż bc sînt verificate de la sine. 
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Condiţia 3) #2 ax to 


x S [Zi Xg] adică O< x, < X2, dacă n este par. 


> 0 devine în acest caz x> Q0 pentru orice 


Se face Înlocuirea 
Va =t, adică x = t 
şi integrala se reduce la o integrală rațională. 


Exemple. 1) Să se calculeze integrala 


1 
(a Ve D + I 
9 


t 
| 


dz. 


Integrala este definită pe intervalul de integrare, deoarece numitorul nu se anulează 
pe acest interval, iar radicalii de ordin impar au sens şi pentru numere negative. 


Integrala se poate scrie astfel 


Se face înlocuirea 


Limitele de integrare : 


—] —1 —1 


B—1  —6e —3 — 1 
r= (etah au a [ (4 
%3 (P — 1} 8—1 t—i 
1 1 


= t42 \ f BHi +I — En) 


— m ————— + V3 
22 + V Sarcte y3 


B 
alo 


1 3 — 
-v3 arc tg — mi2- ya Z, 
Y3 2 6 


31 — Analiza matematică, vol. 1I 
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2) Să se calculeze integrala 


ti 


r= Vx +! 
„I+Vari 


dz. 


Se face înlocuirea Vx +1 Plita deci x + 1 =t? şi = t2— 1, iar dx = 2t di. 
Limitele de integrare: 4 = 0, fh = 1. 
1 


Atunci 
1 1 
I | 21 di 2 2 2 d 
= | —— = 4 — —— | di = 
sitr = || +7) 
(9) 


1 
= pașa +)! = 1—2+2in2= —1+2in2. 
0 


Vx + 1 —— 

3) Integrala | ————————dz nu are sens, deoarece Va -p1 nu are sens pentro 

„1 +Vz+1 

y<-li. 
1 
l 

4) Integrala UR | nu are sens (deocamdată), deoarece numitorul se 
) ST f y GDI ( ) 


anulează la capetele iutervalului de integrare. 


Il) Integralele de forma: 


Xa n n — ig” PONI O 
| Ra, Vp Sa y”) dx 
C% 3) că + d 


P(u,, Ug .. U E Vi 
unde R(t, Ug, ..., Ukg) = Ply Me -e Heti este o funcție rațională de 


oa Q (Ur Ug s Ukta) A 
k + 1 variabile, iar n4, na, ..., Nks Mis Mo, .. ., mg sînt numere naturale, sînt 
reductibile la integrale raționale. 
Pentru ca integrala să aibă sens, se impun următoarele condiții : 


1) 9 ES V E (az d m VE +è ” =: 0 pentru orice x&[x,, Xa]. 


cx + d cx+d 
2) cx + d =+ Q pentru orice x S [x,, %3]. 
3) ax +- b 


cx+d 
na, .-., Ng este par. 


> 0 pentru orice y & [x;, Xa], dacă unul din numerele 74, 


Se impune în plus condiția 
4) ad = bc, 


. v v . ax+b 
care asigură că funcția 
cx 4+- d 


nu este constantă. 
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Fie n cel mai mic multiplu comun al numerelor na, ne, ..., ng. Numărul 
n este par dacă și numai dacă unul din numerele Pa Pas ne co M este par. 
n ` Re ~I 
Notînd - — = þu == Pr numerele Pi o Dr sînt naturale, şi 
hp 
pentru i= 2, „.., k avem: 


Ae p + 
y mi)" = ” ax + b mb, = (ya) 
= Pe că + d 
|» n ax + bim VE) - 
V n cs +d 
= rfe VES y- (VEE) 
i cx + d A cz +ăd ai O că + d ? 


unde R, este o funcție rațională, și astfel integrala inițială s-a redus la 


integrala 
| R, (z, yž + -) dx, 
PF, cx + d 


Atunci 


unde n este cel mai mic multiplu comun al indicilor radicalilor, %4, Ma . 
4%, ŞI integrala se reducela o integrală rațională. 
Pentru integrala de forma 


( R(x, Yx p b,n. Yax F d) 4) dx 


se face înlocuirea 


Vaz +b=t, adică ax + b = t”, 


iar pentru integrala de forma 


se face înlocuirea 


Va = t adică x = t. 
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Exemple. 1) Să se calculeze integrala 
1 


I | ZZi d 
= e e, dy 
a (Væ Vai) 
64 
Se face înlocuirea Vaz = $, (30), deci x = 4° şi da = Gdi. 


— 


Avem 

— — 8 | 

yx = şi za = {$, Limitele de integrare: h = V. =3 
64 


Atunci 


1 
46 1 Ti — t 4B 4il 
—— dt = a d 
1) 
1 
2 


1 
£ — 1 
t= | pa t =s | pă 
ze (£ 
1 i 
2 


tS (t3 + t3) 
t2] 
2 
(eul Lua SEET Io 1l 1I% 
= — — — — 4- — — Á— = — — uż — = —— — = 
(| t e ' pB p [2 rata sa], 
1 T 
2 
6 1 lnl + i +35) s[- l + 2 2 să 
= — n — — — _— n — — — | = 
| + 213 a 2 t3 +3] 
= — + 6ln2 


1 
2) teza | e A N Yi 7 a dy nu are sens, deoarece numitorul se anulează în 


punctul 0 din intervalul de integrare, şi în jurul acestui punct funcția de integrat este 


nemărginită. 
3) Să se calculeze 


Funcţia de integrat este definită pe intervalul de integrare. Se face schimbarea 
VF i=: (t `> 0), deci x = + — 1 şi dă = 65d/. 
Avem 


yz +i=p? şi yx + 1 = #. Limitele de integrare 


=Y- }il=0; h=Vori=1. 
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Atunci 
1 1 1 
3 8 
6ż5dt = 6 di = 6 £8 — 4 +2 l dt = 
E | pa sf [nora] 
0 0 
el B P , tgl = e>- d i+ t1) 152 3 
= 6j|— —— +> — ar ~+ arc = — — + 
f 573 +aretgt) i 513 8 ta” 
0 pn. 
Va+il A 
4) Integrala | —— ~ dz nu are sens, deoarece pe intervalul [— 2, — 1), 
VI riri 


<enținut în intervalul de integrare, funcția de integrat nu este definită (din cauză că funcţia 
Va 1-1 nu este definită). 
0 


5) Integrala 7 = f -——— ~~~ dy este definită pe intervalul de integrare deoarece 
Vaz ti+2 


numitorul nu se anulează, iar Yx + 1 are sens și dacă x+ 1< 0. Se face schimbarea 
ix + i = (£ poate fi şi pozitiv şi negativ), 
deci 


x =$ — 1 şi dy = 3tdt. Limitele de integrare 


h = V22 +1 = —!, t = V0 FI = 


Atunci / 


1 1 
] p2 1 
-f mas | (i2 - ar =a Z A++ 2)) = 
t-+2 'i+2 2 —4 
—1 — 


= 12 (lu 3 — 1). 
HI) Integralele de forma: 


3 


| R (x, Vax? + bx + c) dx 


Fi 


unde R(4, v) = PI este o funcție rațională de două variabile, sînt 
4, V 


reductibile la integrale raționale, Pentru ca integrala să aibă sens, se 
impun următoarele condiții : 


1) Q(x, Vax? + bx + c)=40 pentru orice x & [x], %3]. 
2) ax? + bx + c > 0 pentruoricex & [x, x]. 
Seimpun în plus condițiile 


3) a40 şi b?2 — 4ac -+ 0, adică trinomul ax? + bx +c este de 
gradul doi şi nu are rădăcinile egale. 
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Dacă a = 0, integrala devine 
Fa 
| R(x, Vox + c) dz 
Fi 


şi este de tipul I. Prin înlocuirea Yby + c =t se reduce la o integrală rațională. 
Dacă b? — 4ac = 0, trinomul ax? + bx + c are rădăcini egale: 


ax? - bx + c = a(x — a) 


şi a > 0 (deoarece az? -- by + 0) > 0 şi (x — a)? > 0). În acest caz integrala devine 


i R(z, V alx — a) ) dy = | R,(2) dx, 


adică este o integrală rațională. 
Pentru calculul integralei vom deosebi trei cazuri: 
a) Cazul a>0. În acest caz se face înlocuirea 
Vaz + bx F c—yaxr=t adică yax + bx + c=yax -+ Ł. 
Cînd x parcurge intervalul I = [%,, x], £ parcurge un interval J, 


deoarece funcția Vax? + bx + c — yax este continuă pe I. 
Să observăm că b — 2V at +0 pentru orice ż e J, adică t nu poate 


lua valoarea 


2V a 
Într-adevăr, dacă ar exista un punct x, & I astfel ca pentru punctul 
corespunzător î, să avem b —2Vat, =0 adică = = atunci 
2Y a 
Va F bx, Fc = y axo + — 
2V a 


şi, ridicînd la pătrat, 


b2 
ax? + bX + c= ax + bo +o 


. y b2 . . 
adică c = z Sau b — 4ac = 0, ceea ce contrazice condiția 3). 
a 


Egalitatea Vax? + bx + c = vV ax +t stabileşte o corespondență bi- 
univocă între intervalele I şi J. Considerată ca o ecuație în x, are o sin- 
gură soluție în I pentru fiecare valoare a lut & J. Într-adevăr, să obser- 
văm că, deoarece Vaz + bx + c3> 0, avem de asemenea y ax + t> o0. 
Prin ridicare la pătrat obținem : 


ax? + bx + c = ax p 2Vaxt+t 
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sau 
bx -+ c = 2V4 xt + B, 
de unde 
t — c 


=$ = 7(h, 
x b — 2Vat (0) 


unde 7?) este o funcție rațională definită pe J [ deoarece £= TE pentru /&] | . 
a 


Deoarece ecuația inițială are ambii membri pozitivi, iar ecuaţia obți- 
nută prin ridicare la pătrat are soluția x = r(t), rezultă că şi ecuația ini- 
țială are soluția x = 7(?). 

Atunci 


dx = r'(bdt, 
unde 7'(/) este de asemenea o funcţie rațională pe 7, şi 
yax? + bă + c= yart) + t 


Notînd î, = Vax? + bx, c — Vaz şi ta = Vax? + bx, +c — Vaz 
avem : 
ta t 
I= | Rir, Var?) + tra = | R (idt, 
i, t 
unde R,(£) este o funcție rațională. Am redus astfel integrala inițială la o 
integrală rațională care se poate calcula. 
Observaţii. 1° Dacă trinomul ax? + bx + c are rădăcini com- 
plexe şia > 0, condiția ax? + bx + c > 0 este verificată dela sine. 
În cazul cînd trinomul are rădăcini reale şi distincte, « < B, condiția 


ax? + bx + c> 0 este îndeplinită dacă rădăcinile sînt de aceeaşi parte a 
intervalului de i integrare, adică dacă: 


Xi < Xy L x sau B < xi <a. 
2° În cazul cînd a > 0 se poate de asemenea folosi una din înlocuirile 
Va FO Fi = — Vaz + t, Va | bx F c= Vaz — t 
sau 
Vax + bx + c= —yax—i 


b) Cazul b? — 4ac > 0. În acest caz trinomul ax? + bx + c are rădă- 
cini reale şi distincte, « < ßB, deci 


ax? + bx + c = a(x — a(x — B). 
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Vom impune condiția ca cel puțin una dintre rădăcini, de exemplu «, 
să nu aparțină intervalului de integrare. Atunci x — a sż4 0 pentru orice 
x E [au Xa], şi 


Vaz? + bx + c= Vaļlx — a(x — p) = 


iar integrala devine 


Ba — al 
IRI 


Fa 


fn Va FB o) de = | Rix, Va) ax 


și este de tipul I. Se face înlocuirea 


Vai (t > 0) 
PF — Q 


şi integrala se reduce la o integrală rațională. Se poate face direct înlocui- 
rea următoare (care rezultă din cea precedentă) : 


Va(z — a) (x — 6) = (x — a) t, (t > 0 dacă x > a saut < dacă x< a), 
adică 
yax? + bx + c= (x — o), 


care este mai ușor de reținut. 
Observaţii. Dacă ae [x,, %2], se poate face înlocuirea 
yax? + bx F c= alx — at. 
Dacă B Æ [x,, x2], se poate face una din înlocuirile 
Vax + bx pce = (x — Bitsau yax F bx +c = alx — Bt. 
c) Cazul c > 0. În acest caz se face înlocuirea 
u(x) = t, 
unde funcția u(x)este definită pe] = [xı, %2], astfel : 


Vax? pox Feye 


X 


u(x) = dacă x =+ 0, x Œ [xi %2], 


şi u(0) = zy dacă Os [zn x]. 


Funcția u(x) este continuă pe întreg intervalul I. În punctele x = Q 
acest fapt este evident. Să arătăm că, dacă 0 & I, funcţia u(x) este continuă 
în 0, adică 


li = = , 
lim u(x) = u(0) zv 
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Pentru y = 0 avem 


Vart bx +e- Ve ax? + bx +c —c __ 
x x[V ax? + bx +c + yc] 
__ ax? + bx __ ax 4-b 
x[YV ax? 4 bx +c + Ve] Vaz? + biz t+ ce+ Ve 
deci 

. A ax + b b 
lim u(x) = um a = TR = u(0). 
z=0 x=0 Vax? + bx + c+ Ve 2 Ve 


Egalitatea u(x) = î se scrie 


Vax? + bx +c = yc + tx, 


valabilă pentru orice y & T (chiar pentru x = 0). 

Cînd x parcurge pe I = [,, x3], t parcurge un interval J = u{I). Corespon- 
dența stabilită de ultima egalitate este biunivocă, această egalitate consi- 
derată ca o ecuație în x are o singură soluție în I pentru fiecare tea J. 


> v b 
Într-adevăr, dacă i = zz.» avem 
(7 


Va F bx + e= Ve + za 
sau 

ax? + bx +c =c bsta 
sau 


[a — 2) =0, 


1 


și deoarece am presupus b? — 4 ac = 0, rezultă 
x = Q. 


v b > a. ` . 
Dacă ¿=4—, adică y = 0, prin ridicare la pătrat obținem 


2 Vc’ 
ax? + by + c= (yo + ta? = c + 2 y etx + txe, 
adică 
ax? + bx = 2y ctx + Ba? 
şi Împărțindcu x = 0, 


ax +b = 2y t + lx, 


de unde 
(a — Bax = 2 \ct — b. 
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Să observăm că :? = a, oricare ar fi Lt E ]. Într-adevăr, dacă ar exista un punct 
49 7 0 din I, astfel ca pentru punctul corespunzător t € J să avem £? a, atunci a > 0 


şi te = Va şi înlocuind în ultima egalitate am obţine 
0 =2Vc Va—b 
sau b = 2 Va Vc adică b? = 4ac, ceea ce contrazice condiția 3). 


Din egalitatea de mai sus deducem 


— 2 Vct — bd = 7) 


a — t? 


X 


și această egalitate este valabilă chiar pentru £ = T și x = 0. Funcţia 
- C 
rațională v(t) este deci definită pe tot intervalul J. 
Atunci 
dx = v'(t)dt, 
unde r'() este o funcție rațională definită pe J, şi 


Vaz + bx + c= Vye + trih, 
fie că x = 0, fie că x = Q. 
Notînd 
— Vai 3 ba te Ve au A — b 
EA 2 Ve 


(după cum x, = 0 sau x, = 0) şi 


bı 


CE L bs. VI 
t = Vri tbrte- Ve sau f= > 
Xa 2 y c 
(după cum x, = 0 sau x; = 0), integrala inițială devine 
ta 


I = ( R [r(), Ve + rr a = | Riiat, 


fi ti 


unde R(t) este o funcție rațională. Am redus integrala inițială la o inte- 
grală rațională care se poate efectua. 


Observații. 1° În aplicațiile practice, nune mai preocupăm 
de faptul dacă O aparține sau nu intervalului de integrare; se face înlo- 


cuirea 
Vax? + bx fese + tx 
şi se fac calculele ca şi cînd x = Q. 
Se poate face de asemenea înlocuirea 


yax + bx + c=yc— ta. 
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2° Dacă 0 Œ [4,, xa] se poate folosi una din înlocuirile 


Vax? + bx + c = — Ve + tx sau Vaz? + bx + c = — Vc — tx. 

3° Este posibil ca în aceleaşi timp trinomul ax? + bx + c să aibă 
rădăcini reale şi distincte (b? — 4ac > 0) şi să fie îndeplinite condițiile 
a œQ şi c> 0. Atunci se poate efectua una oarecare din înlocuirile indi- 


cate în aceste cazuri. 
1 
| 


Exemple. 1) Să se calculeze integrala I = (| RR dz. 
P ) i x+ Va2— al 
Q 


a) Coeficientul lui +2 este 1; sîntem în cazul a > 0. Se face, de exemplu, înlocuirea 


Vaz — x+ 1[=— Vix +t. 
Ridicind la pătrat obținem 


x2? — z 4 1 = z 2st 42 


sau 
—x + 1 = —?2xi +12, de unde 
2] — ipl 
x= „ dx = 2? —— 
2—1 (2t — 1)2 
și 
42 — ¿+1 
x? — x i = 
Y t 2t — i 


Limitele de integrare: 7, = 1 şi 2, = 2. Atunci 
2 


2 
23 — 2 +2 2 3 3 
= | e a | — — + —— jdt 
t(2t — 1} t 2 — 1 (22— i} 
1 1 

i 1 $ 1 

= NT « 
1 y27 + 
b) Termenul liber este 1; sîntem și în cazul c > 0. Se face, de exemplu, înlocuire 


Vai — x+ = VI — tz. 


3 3 1 
= [am eta -| 


Ridicind ia pătrat, obținem 
x? — x + 1 = 1 — Qi 4- itr? 


sau 
x? — x = —?2tx d- 028 
gau 
x — 1 = —2i +22, 
de unde 
2t — 1 
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şi 
B—t4+l 
(2 — 1} 
iar 
2—t+i 
x2? — x I = — 
y + P 
Limitele de integrare 
 V#—-x+1i-—l l—x 1 
h4 = lim — ~ = lim e = M, iar G IE. 
PR — a s0 Va2— az +1+1 2 
Atunci 
0 0 
r | 2:2? — 2t + 2 as ( 2 1 3 
-HeY J= 2 aer) 2-1) 
1 1 
EI 3 
di (2: jé — 2| Sin 1| = 1| j 
— = n |t — 2| — n — — — —— = 
G — 1 + | ta Zi 
3 
| 4 +1 
= MM . 
V27 
Observaţie. Înlocuirea Vi? — # + 1 = — VI + tx nu se poate folosi din cauză 
Î Vai —x+1+1 
că lim —————————— 


nu există. Această înlocuire se poate folosi dacă intervalul de inte- 
x—=0 * 


grare nu conţine pe 0. 
2) Să se calculeze integrala 


l 
= (rmn 
5 


a) Coeficientul lui +2 este 1. Sintem în cazul III, 


3, a > 0. Se face înlocuirea 
yr — 4 = V1x — t. Ridicind la pătrat, obținem 


x? — 4 =% 4 P — 2214, 


de unde 
—4 = 42 — 2a1 
sau 
ttg 
2 
Atunci 
2 — 4 
d = di 
212 
t — 4 
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Limitele de integrare 1, = 5 — V2i, t, = 6 — V32. 
integrala devine 


t fs 


2 — 
— 2t pa —4 1 fa t 6 — y 32 
= | . di = — \ — di = —ln |£| mÉ a mE N, 
pa — 4 243 t 1 fi 5 — Vai 
ti 21 
b) Trinomul are rădăcinile reale şi distincte —2 şi 2. Sintem în cazul III, 2. Se face 
înlocuirea 
Vai — 4 = (3 — 2), 
de unde 
ză — 4 = (x — 22 
sau 
x + 2 = (z — 2), 
deci 
22 + 2 
3 — 1 
gi 
— 8t 
amp 
iar 
4 
Vai e = . 
— 1 
21 - 
Limitele de integrare 4 = w, i, = V2. 
Atunci 


—1 —8 — 2 1 1 
fe ao [zau ([ a 
1) a —1 ¿+1 t-l 


— tn re. | o im ea] = m EI 
t— lia fs — h1 ('— 1) + 1) 
= y 
TERE 1) 
3 (VZ+ (ya — 3) 
= ln În, 


(y2—1) k + ) o (VZ-1) (V +3) 


IV) Integralele binome sînt de forma: 
a ST 
I = | y7 (a V 2% + DP dx 


? > 


A A . zo m , 
unde m’, w', p' sînt numere întregi. Presupunem fracțiile —, 7 ră 
m $ 


ireductibile. 
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Pentru ca integrala să aibă sens, adică pentru ca funcţia de integrat 
să fie definită pe [,, x], se impun următoarele condiții: 

1) x > 0 pentru orice x & [xı x2], dacă unul din numerele m sau% 
este par; această condiție este echivalentă cu condiția 


0 < Xı < Xa 
Y . . o wW 
(dacă, de exemplu, m este par, trebuie ca x” > 0 şi deoarece fracția — 
m 
este ireductibilă, m’ este impar, deci trebuieca x > 0). 


2) x = 0 pentru orice x & [xı Xa], dacă unul din numerele m şi n 
este < 0; această condiție este echivalentă cu condiția 


O Æ [xi za]. 
3) ax” +b > 0 pentru orice x & [xı %] , dacă p este par. 
4) aa” + b= 0 pentru orice x & [xı Xa], dacă p'< 0 
Vom impune de asemenea condiția 
5) a = 0 şi b = | 


Dacă a = Q, integrala devine 


Xa 


| k y 2 dx, 


2i 
unde 4 =4 br şi se calculează direct, deoarece se cunoaşte o primitivă a funcției + (sas 
e face înlocuirea V a = d şi se reduce la o integrală raţională). 


Dacă b = 0, integrala devine 


Xa 
| pam Sa? dx, 
Mm 


2 Ă 1 , 
unde &' = Va ? şi este o integrală de tipul II. Se face înlocuirea y x = í adică y = tf unde 
r = mnp, şi se reduce la o integrală rațională. 

Condiţiile a 74 0 şi b 74 0 s-au impus pentru a înlătura cazurile deja tratate. 


A mi! n’ d e Lă 
Notind a=—,fP==—,y= a , integrala se scrie 
m n $ 


I = | Fax + bd. 


xi 
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Vom deosebi trei cazuri în care integrala binomă se reduce la o in- 
tegrală rațională. 

a) Cazul cînd y este întreg. 

Deoarece fracţia y = 2. este ireductibilă, condiția ca y să fie întreg 
revine la aceea ca p = lsaup = —1. Notînd e = 1 dacă p = 1 şie=—l 
dacă p = —1, avem y = sf' şi integrala se scrie 

PA L-A 
I= | x“(ax8 + b)® dx = ( Va” (ax + DP dx = 


ži %ı 


= R (V, Y7 )dz, 


vı 


unde R(4, v) este o funcție rațională de două variabile, deci, în acest caz 
integrala este de tipul II. Se face înlocuirea 


Va =t adică =, 


unde y este un multiplu comun al numitorilor lui a şi B, de exemplu r = mn, 
şi se reduce la o integrală rațională, care se poate calcula. 


b) Cazul cînd - l este întreg. 


În acest caz se face înlocuirea 


Yar + b = t adică ax? + b = Ë, 


unde p este numitorul lui y, şi se reduce la o integrală rațională, care se 


poate efectua. 
Într-adevăr, să facem mai întîi înlocuirea 


1 1 
e = a — — Í 
x = z, deci x = z? şi dy = zat dz. 


Notind 2, = să ŞI Z, = x$, integrala devine 


ža a+i 
I=ù(5 t ' (az + t)" åz = È Rée, (az + by) dz = 
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unde R(u, v) este o funcţie rațională de două variabile | -i ! — 1 este întreg] ; 


integrala obținută este de tipul I. Se face acum înlocuirea 
Vaz Fă = adică az + b = # 


şi se reduce la o integrală rațională care se poate calcula. Aplicarea 
celor două înlocuiri succesive 

xB — z şi az -+ b = i 
este echivalentă cu aplicarea directă a înlocuirii 


ax? + b = #. 


c) Cazul kînd = l y este întreg. 
În acest caz se face înlocuirea 


bio 

axe + b au ax® +b 

Va = adică = sau ax? + b = btt, 
æ 


pd 


unde p este numitorul lui y. Pentru a putea folosi această înlocuire trebuie să 
presupunem că x= 0 pentru orice x & [x x2], adică 0 Æ [x %2]. Înlo- 
cuirea aceasta ne duce la o integrală rațională, care se poate calcula. 


Într-adevăr, avem 


I = ţ xax? + bY dx = | x* [x(a + bx-5)]! dx = 
T3 Za 


= [| aetet(aae + a) da = | (03 + a)" ax, 


La A 


unde «' = a + y şi B' = —B. Ultima integrală este de tipul precedent, 
adică! at l este întreg. Într-adevăr: 
di etet (etl y) 
4 —B T 


iar 2H + este_ întreg, prin ipoteză. Dacă în ultima integrală se face 


înlocuirea 
bx? + a = b, 
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unde $ este numitorul lui y, se obţine o integrală rațională. Dar înlocuirea 
aceasta înseamnă 


bx? + a = Ë sau ax? + b =. 


Observație. Matematicianul rus Cebîşev a demonstrat că cele 
trei cazuri expuse mai sus sînt singurele cazuri în care o integrală binomă se 
poate reduce la o integrală rațională. 


Exemple, 1) Să se calculeze integrala 


Integrala se scrie 


7 3 1 
6°" 6€ 
înlocuirea 4 = 45 deci dz = 6 £5 di. Avem 


unde « = — , Yy = 2. Aici y este întreg. (Integrala este de tipul IV, 1). Se face 


t = S/x deci 4 = VI = l şi ta = $/64 = 2, Atunci 

2 2 

I= (e — 12 6 £5 dt = s| 
l 1 


E — 24 +1 
12 


2 
2] 1, |2 
= sf [1-7] =ef ma j| == 12m2, 
ia tji 

l 


2) Să se calculeze integrala 


= 16 1 l | 
Vi +yz -7, T 
I = = dz = | z 2 (44 4 1)5 dz 
Va 
l l 
i , 1 l I 
Este o integrală binomă cu œ = — 3 , P= 4 „Y= 3 + Avem 
1 ng 
«++ il 2 
B = ~r = 2, întreg. Se face schimbarea 
4 


si p1 =, deci = (2 — 1 şi dx = 128 — Dă, 


32 — Analiza matematică, vol. I 
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3 z ———— 
l 
Vi + 1, deci 4 = Vii = 


YZ t = 32 F I = $f3. Atunci 
h 


ta 
I = | (3 — 1) 1122 — Id = jere — 1) dt = 


fı 


£l 24 
== 12 4 (£ — £) di = (5 — i 


Po oyra yz _3y3 -2 42 

Na 7 4 7 
= y5- yz 

3) Să se calculeze integrala 

—2 


2 
= | monta + 1) 5 dx, 
-1 


—2 
_ f YE FI 
gs3 


2 
Este o integrală binomă cu « = —6, Bp =3 şi y= 


— 


. Avem 
3 


2 
= — = — + — = —1, întreg. Se face inlocuirea 
8 + yY 3 + 3 3 3 g 
1 
243 | 1 = xP, adică 2 + -= (3, de unde 
X 


3 
gå 


Soal aa V15 | 
Avem i= 2+ a deci 4 = 1, = Atunci 
E: 


Lai 
-fe ¿? di = -feas - 


EAF 
(ue 


n n-i 32 — 15$/ 152 
5 5.82 


4) Integrala dx nu are sens, deoarece funcția nu este definită în punctul 


O din intervalul de integrare şi este nemărginită în jurul acestui punct 
1 


) Integrala | x’ 3/273 + 1} dx are sens. Funcţia este definită pe tot intervalul de 
—1 
2 a-l 
integrare. Avem «=, = j 


p =3, Y= ysi 3 + y = 3, întreg. Totuşi, nu se poate aplica 
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schimbarea 24% + 1 = 457, deoarece această schimbare se poate folosi numai dacă + = Q 
pe tot intervalul de integrare, adică dacă intervalul de integrare nu conține pe 0. 
—1 3 = 
y 1+ Vr 
6) Integrala ( Vi + Va 


a Li 


—2 


nu are sens, pentru că Vz nu are sens pentru 


# € [—2, —!). 


$ 7. Metode de calcul aproximativ al integralei 


Formula lui Leibniz-Newton poate fi folosită pentru calculul integrale: 
unei funcții numai atunci cînd se cunoaște o primitivă a acestei funcții. 

Or, primitivele se cunosc numai pentru cîteva clase restrînse de funcții 
elementare. Pentru alte funcții (chiar elementare), cărora nu li se cunosc 
primitivele sau pentru funcții integrabile care nu au primitive, formula lui 
Leibniz-Newton nu mai poate fi folosită. În acest caz ne mulțumim să calcu- 
lăm integrala cu aproximaţie, prin diferite metode. 

De exemplu, dacă se dă funcția prin graficul ei, nici nu se poate pune 
problema calculului exact al integralei, deoarece valorile funcției nu pot fi 
determinate decît aproximativ, prin măsurare. 

Orice problemă de aproximare este indisolubil legată de evaluarea 
erorii comise. Nu are nici un sens să spunem că am calculat cu aproximaţie 
valoarea integralei, dacă nu precizăm că eroarea nu întrece un anumit număr. 

Aşadar, ori de cîte ori se dă un procedeu de calcul aproximativ al inte- 
gralei, trebuie să se dea în acelaşi timp și un procedeu de evaluare a erorii. 

În principiu metodele de calcul aproximativ al integralei unei funcţii f 
constau în a aproxima funcția f cu o funcție mai simplă ọ, căreia i se poate 
calcula uşor integrala şi a lua integrala funcţiei ọ în locul integralei funcției f. 


1. Metoda dreptunghiurilor 


Această metodă constă în a aproxima o funcție dată cu o funcție în 
scară (constantă pe intervale), adică în a aproxima graficul funcției cu o linie 
poligonală cu laturile paralele cu axele. 

Fie f o funcție integrabilă pe un interval fa, b], d o diviziune a acestui 
interval : 

Aa = Xp Lia... Lă%; kga Coe CA = 


Si of) o sumă integrală corespunzătoare acestei diviziuni : 


n—i 


oal f) = d PE) (a — ki), AS GSS Xa 


Dacă luăm diviziunea d suficient de fină (adică dacă norma diviziunii 
este suficient de mică) putem realiza ca suma integrală să difere oricît de 
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-puțin de integrala funcției f. Putem aproxima astfel integrala cu sume 
integrale : 


b 
n—l 
(F ar = DIE — a) 
Putem să simplificăm calculele, luînd cele n intervale parțiale egale 


între ele: 
b—a 


Kip TA = 
n 


si luînd punctele intermediare la extremitatea din stînga a intervalelor 
parțiale: č; = x. Obținem atunci următoarea formulă de aproximare: 


n 


( flo) dx 02 [fta) + flac) + nn + fm). 


Dacă luăm punctele intermediare la extremitatea din dreapta a inter- 
valelor parțiale: £,; = xy, obținem următoarea formulă de aproximare: 


(A) da == oa) + ne Hend H N 


Fiecare din cele două formule de aproximare se numeşte formula drept- 
unghiurilor, iar metoda aceasta de aproximare a integralei se numeşte metoda 
dreptunghiurilor. 

Justificarea acestei denumiri 
este că, dacă funcția f este pozi- 
tivă, fiecare termen f(£,)(;44 — 2) 
al sumei integrale c,(f) reprezintă 
aria unui dreptunghi (fig. 110). 

În ceea ce privește evaluarea 
erorii, ea rezultă din inegalitatea 


b 


f fl) dx — oaf) | S Sa) — salh), 


a 


P7 Zy . d ° A 
g i Tiet ġ “ unde s4 şi Sz sînt sumele Darboux. 


Fig. 110 Evaluarea erorii este dată de di- 
ferența sumelor Darboux. 
În acest fel putem calcula eroarea după ce am calculat suma integrală. 
Dacă eroarea este mai mare decît cea dorită, va trebuisă luăm mai multe 
puncte de diviziune, să calculăm o nouă sumă integrală şi, din nou, eroarea 
comisă. 
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Acest procedeu nu este satisfăcător : este de dorit să știm de la început 
numărul n al intervalelor diviziunii, necesar pentru a realiza o aproximație 
dorită. 

În anumite cazuri acest luctu este posibil, după cum rezultă din urmä- 
toarea 


Propoziţie. Dacă functia f este derivabilă şi dacă derivata sa f’ 
este mărginită, atunci 


b 


| (A ax — oh |< 


a 


unde M’ = sup |f'(3)|. 
ab 
Într-adevăr, 


Salf) — salf) = 5S i M; — malo — 2, 


{m0 


unde M; ṣi m; sînt respectiv marginea superioară și marginea inferioară a funcției f pe inter- 


Deoarece f este continuă pe intervalul compact [x;, i41], ea îşi atinge marginile pe 
acest interval: există două puncte x; şi xy din [x;, %i+ı], astfel ca 


flix) = M; flx) = m; 
deci 
Sa — sa = E ([f(29) — F2; i+ — 4). 


Aplicînd formula creșterilor finite, există un punct č; cuprins intre +; și x7, deci 
E; e [x; xi] astfel ca 


Fid — fa) = F Eli — 4). 


Atunci 
n=l 
Sa — sa = | XOSE — rlia — r) |S 
10 
n—! n—1 
< JO IF Ia — Ria — r) ÈO Mlaaa — m = 
1=0 1=30 
n—l 
b — a)? b — a)? b — aj 
-mË p. pe _ pb, 
Fam n? n? n 
de unde 


j M'(b — a) 
| f(x)dx — calf) s~ 
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Astfel, dacă dorim ca eroarea să fie mai mică decît s> 0, este suficient 
să luăm 


M'(b — a} 
> ( ) 
€ 
deoarece, În acest caz, 
M'(b — a} . . 
Meake și deci 


| fa) dx — of) | < e. 


Exemplu. Fie funcția f(x) = x definită pe [0, 1]. Avem f'(x) = 1, deci M’ = 1, şi 
b—a=l. 
Pentru a calcula integrala cu două zecimale exacte, e = 1072, este suficient să lnm 


M'(b — a} 
n > = 100, 
€ 
Din acest exemplu se vede că metoda dreptunghiurilor nu este tot- 
deauna convenabilă, deoarece necesită un numär mare de puncte de diviziune, 
deci calcule numeroase, pentru a realiza aproximații mai bune. 
Pentru o diviziune aleasă, eroarea este cu atît mai mică, cu cît panta 
tangentei la grafic este mai mică şi, mai ales, cu cît intervalul de integrare 
este mai mic. 


2. Metoda trapezelor 


Această metodă constă în a aproxima funcţia dată cu o funcţie poli- 
gonală (liniară pe intervale) sau, în limbaj geometric, în a aproxima gra- 
ficul funcției cu o linie poligonală cu vîrfurile pe grafic. 

Fie f o funcție integrabilă pe [a, b] şi d o diviziune a intervalului. Să 
considerăm două sume integrale, luînd punctele intermediare la extremitatea 
stîngă a intervalelor parțiale : 


Padis — 2), 


sau la extremitatea dreaptă a intervalelor parţiale: 


1—] 


ay, (sp) (apa 4i). 


Fiecare din aceste sume aproximează integrala lui f. Semisuma acestor 
sume integrale 


n-i 
fix) + fii) 
Sa = 2 E (Lipi — X) 


$æ C} 
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se află cuprinsă între sumele integrale şi deci aproximează şi ea integrala 
lui f: 


n—1l 
fl) da a SII (i — x). 


i=0 2 ' 


a Ue, y 


Pentru simplificarea calculelor, se iau intervalele parțiale egale în- 
tre ele 


(fa) dx =EN) + AO) + AU) H + Pta) 


numită formula trapezelor. Această metodă de aproximare se numeşte me- 
toda trapezelor. 


Justificarea acestei denumiri este că, dacă funcția feste pozitivă, fiecare 


(ati) + Sitit) CAR 


termen — x;) al sumei S, reprezintă aria unui trapez, cu 


înălțimea x;}ı — +; Şi bazele f(x;) şi f(x) (fig. 111). 
Evaluarea erorii comise prin y} 

această aproximare rezultă din ine- 

galitatea 


fra dx — S, | < Salf) — sa), 


Sa ŞI Sa fiind sumele Darbaoux. 


În unele cazuri putem deter- 
mina dinainte numărul + al inter- 


valelor diviziunii, pentru a realiza o 7 z; Tjay $ z 
aproximație dorită, aşa cum rezultă 
din următoarea Fig. 111 


Propoziţie. Dacă f are derivata de ordinul doi f” integrabilă, 
atunci 


fra dx — 5,|< 


4 


unde M” = sup |f“(x)|. 
alb 


MWM” (b — a} 
12n? 
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Fie a< asc fb. Aplicind formula de integrare prin părți, avem 
B B 
ft) az = [ron ata — 2 = note = a) — È Piae — ax 
X led % 


ii din nou formula de integrare prin părți, nem 


ci 
froe aar- f (a)(i — a) dt — p) = = f= aron Ja — dj = 


a 


B 
= — (e — ale — B de — í Fial — p) dx 


Aplicăm din nou formula de integrare prin părți ultimei integrale 


B B B 
( fit — B) dr = ( (z — B) afta) = AlB — a) — ( fla) dz. 


Făcînd aceste înlocuiri în prima egalitate, obținem 


B B B 
(ro dz = f(B)(B — o) + (roe a(x — p) dx + f(a)(B — a) — (a dz, 
adică 
( fia) + fB) 1 h 
(ro a E e a + (e — du p ar 
de unde 
f fie) + f(B) 1 ( 
[ro dz — e (B — a) | < py ( I” (x — a)(B — 2) dx < 
A B 
< 3 M” | (x — a)(B — x) dx. 
Dar 


B B 
(e ot — mar = È (e m-a a — nas = 


B-a 
a 12 


"e 


l — a} — gs] 18 
[(x — «)(B — a) — (x — «)%] as = | (8 — a) — & ai 
L 


1 
T2 3 
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deci 


B 
la) + 708) M(B — a) 
| (ri ame e- a|s E . 


a 


Lund e = +; și B = xito obtinem 


Afla; + flita) 
| f (0) da — Dr aa (ia z) |= 
p AZI Aw) + flit) 
= 2 ( FUR) dr — d tea) — 
| & 
ba i) + Fiti 
=|] Ò ri ar PE g — a || 
=o Zi+1 
RI E Fixi) + fitit) "Zi M” (xipi — x) 
= 2 fia) dx — lata — 4) < 2 = 


"7 M"(b — a M”(b — a M”(b — a} 
N — a Iwe . 


Fr 12n? 12n? 12n? 


Astfel, dacă dorim ca eroarea să fie mai mică decît e `> Q0, este 


suficient să luăm 
M"(b — ay 
n> \/ => 
A y 12e 
. M” (b — a) 


3 
deoarece atunci TI < e şi deci 
n 


(r dx — S,| < E. 


Exemplu. Fie funcția f(x) = x? definită™pe [0, 1]. Avem f'(x) = 2x şi f(x) = 2, deci 
M” = 2, iar b—a =l. 


Pentru a calcula integrala cu o eroare mai mică decit e = 1072, iuăm 


r> prea 21004 
12 12 


Astfel, luînd n = 5 avem 4 =0, 4 
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Atunci 
1 4 9 16 
flo) = 0, f(z) = 23 fa) = 23 f(x) = 23 HENE 23 f(z) =] 
şi 
b — 
Sa = TTE leo) + S) + Slad + fea fe) + fn) = 
LAȚ2 81832] 55 og 
-alati fas fost |- 250 


Valoarea exactă a integralei este 


Avem într-adevăr 


bmi 


x2? dx — S, œ% 0,0066 < 0,01. 


Oe 


Dacă vrem să calculăm valoarea integralei cu 4 zecimale exacte (cu o eroare maj 
mică decit e = 1074), luăm 


. 5 . 
n > y? 10° L 10 2 - 100 > 40. 
12 12 


Observație. Metoda trapezelor necesită calcule mai puține decît metoda drept- 
unghiurilor. Pentru a realiza o eroare mai mică decit s > 0, trebuie să luăm prin metoda 


dreptunghiurilor 


M'(b — a) 
> —— > 
e€ 
iar prin metoda trapezelor 
— 3. 
VM” 0-2, 
VI2Vej : 


— 1 1 
Ținem seama de faptul că dacă e < 1, atunci e < Ve, deci „72 < —. Metoda trape- 
e€ € 


zelor este mai avantajoasă decît cea a dreptunghiurilor dacă b — a > 1, deoarece în acest 
caz 
2 
(b — a)? <(b-—a). 
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3. Formula lui Simpson 


Metoda de aproximare, care conduce la formula lui Simpson, constă 
în a aproxima funcţia dată pe anumite intervale cu un polinom de gradul 
doi, adică în a aproxima graficul funcţiei pe anumite intervale cu o parabolă 
(fig. 112). / 

Fie f o funcție definită pe j 
[a, b] şi d o diviziune a intervalului, 
formată din 2n intervale parțiale 
egale 


«e 


d = Xo L Xy Că... < Xai < 
< aja C Xop L- < Kon- < 
< Xoni L Xan = D 


Xip T Xj = 


J . 
2y g Toi Torty Toig 


j=0, 1, 2, ..., m— 1. Fig. 112 
Să notăm Xa; = Q, Xa; +1 = Q + h, Xoia = X + 2A, 
fka) = Yai (Xai) = Yoipis (aia) = Vasa: 


Prin punctele («, Ya), (x + %, aia), (x + 2h, Vai) trece o para- 
bolă şi numai una, cu axa paralelă cuOy: 


y = Ax + Bx + C = p(x). 
Avem 
4-24 


fa dx = | (4 + Bx + Cdx = [+ + Ca | 


a+ 2h 


e 4 


= 2 | Ao + Ba + C+ 24ah + B+ |. 
Scriind că parabola trece prin cele trei puncte, obținem 
Yy = Aa + Bu +C, 
Voia = A (+A HBa +h) +C, 
nisa = Ala + 2h)? + Bla + 2) + C. 
Scăzind membru cu membru prima ecuație din celelalte două, obținem : 
Vaii — Ya; = 2Aah + Bh + Ah; 
aja — Ya; = 4Aah + 2Bh + 4AF. 
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Înmulțind prima ecuație cu —2 şiadunînd, rezultă 


A = Vai — 2ZYaiti t Yaita , 
2h? 


Să observăm că 
Voia = 4 + 2Aah + Ak? + Ba + Bh + C = 


— Ax +- Ba +C + 2Aah + Bh +, 
de unde 
a+ 2h 
í Ak 
( p(x) dx = 2h Iu + z | 
şi, înlocuind pe A cu valoarea obținută mai sus 
&+2h o 
i i+ı aj h 
| Di) dx = 2h E + Pai it = z [Ya t Yogi t Vaj-pa]- 
Procediud astfel pe fiecare interval [Xa X2;+a], obținem 
n—l “aia „ n—l 
2 | $; (2) dx = 3 da [Ya H Voia F Yai] = 


=> [yo + Yen T 4 (Yı + Ya + .... F Yeni) + 2 (ya Ya + e» H Yoy) j- 


Această valoare aproximează integrala funcției f 


b 


- 


(A) da x EE a) + fO) + AN) + fra) + «++ + fan) + 
l + 2 [ed HAA) H o + Namna) 


Această formulă de aproximare se numeşte formula lui Simpson. 

Evaluarea erorii comise prin această aproximare este dată de urmă- 
toarea 

Propoziţie. Dacă f are derivată de ordinul patru mărginită, 
atunci 


ò 
M” (b — a) , 
|È Jir) dz — Su |< EA 


unde M = sup|f" (x)|, iar S, este suma din formula lui Simpson. 
agrè 
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Să notăm 4; =c — h, Fair = 0, yita = C + h. Atunci 


ch 
h 
| fe) de œ $ Ufe H + Afl + fle + Di 
c—h 
Să notăm 
c+t 
R(t) = (ro dy — = [fle — t) + 4f(0) + f(c +2), îs. 
c—t 


Să remarcăm că, dacă F este o primitivă a lui f, avem 
c+t 
( ras = F(o + t) — F(c —t) 
c—t 

şi derivînd în raport cu £ obținem 
c+t , 
| (o) az) = (Fe +8) — Fle — D= F'(e + t) + F'( — À) = fle + A) + fle t- 
c—t 


Derivind acum funcția R(/) în raport cu 7, obținem 


1 
R) = fie + 2) + fle — 4) — 3 Dle — 2) + 4f(c) + fie +1] — 


t 
-7 Ule + t) — fle th 
adică 


Lfe + 8 — fle — i). 


2 4 t 
RO = ZU + 0 + fe — 0 — 31) — 3 


Mai derivăm o dată: 


1 
z Peti- fe-l- 


2 
R” (t) = 3 [fle +4) — fe — 9] — 
t 1 t 
-7 le +t) + Fie t= 3 Ue + 1) — fiţe — 1) ] — 3 Lc + t) + leei- 
În sfîrşit, derivind încă o dată, obținem 


t 
R” (t) = — 3 [fle + t) — f” (c — 2). 


Să aplicăm acum formula creşterilor finite funcţiei f'“(4) pe intervalul [c — t, c+il: 
există un punct £, €E (c — £, c -+ t), astfel ca 


| fre + 0 — fre — 0 = af" a 
şi deci 


22 
R” (t) = — TEN (E). 
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Notind cu M şi m marginile funcţiei flY pe [c — h, c + h], avem 


m -< f(E) <M 


de unde 
242 2 9 2 
— ZM s — PO E) < = m 
adică 
212 22 
—— M g K” s — Ty 


Să observăm că R”(0) = 0, R'(0) = 0 şi R(0) = 0. 
Intregrînd ultimele inegalităţi între 0 şi u, obținem 


ra e 

— y M ds E R”( — | — m dt, 
` 3 
0 


2u 2u3 
adică — 5 MZ R”{u) x — 5 m, pentru orice 0< u< kh; integrind aceste 


între 0 şi z, avem 
3 


2 g 
2% Mdu < | Rwa Zu 
— — u u U SS —— 
| 9 <f ) <- |F” 9 
0 0 


0 
adică 
ză zi 
— ig Ms R'(2) < — 18” pentru 0< z< h. 
Integrind acum între O şi h, obţinem 
k h 


h 

zi zi 

- | Max ( ro a<- | m dz, 
0 

adică 

— >m 
90 

Există atunci un punct E; E [c — h, c -+ k], astfel ca 


R = — 2 PY (En 
(= EST (ni, 
adică 
c+h 
h h5 ry 
(ras = tre = + ar) + Aea = — gE 
c—h 
sau 
Bata (6 ) 6 — a) 
a 
(e ar — E Ura + Aa) + Sraid — r gg PF Ead 


ži 


inegalităţi 
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Atunci 
n—1 72t b—a 
(n aa = saj = | = E Uma) + Aflaai) + laur) | = 
t= 0 


—1 


l n—] (b — a) a)5 _ 
-|5 -Ee soey V (ad ss do IAN (Ea) | 


Pa -5 £ 2880 n në 

"ZI (b — a)5 (b — a)ë MIV (b — a)’ 
w MIY = pe MIV e, 
2880 në 2880 në 2880 nt 


DE 
Astfel, dacă dorim ca eroarea să fie mai mică decît e>0, este 
suficient să luăm 
Po 
MIV(b — a)’ 


"> V 2880 e l 


Observație. Pentru a realiza o aproximație dorită, formula lui Simpson nece- 
sită, în general, calcule mai puține decit formulele precedente. 


§ 8. Aplicațiile integralei în geometrie și fizică 


|. Aria unei suprafeţe plane mărginite de o curbă 


Fie f o funcție pozitivă definită pe un interval [a, b]. Graficul funcției f 
este situat deasupra axei Ox. 

Să notăm cu F mulțimea punctelor din plan mărginită pe axa Ox, 
graficul AB al funcţiei f şi dreptele x = a, x = b paralele cu axa Oy: 


F={(x, pla s< b, 0< y< fa). 

Propoziția 1. Dacă func- 4j 

ţia f este integrabilă (în sensul lui 
Riemann), atunci mulțimea F este 
măsurabilă (în sensul lui Jordan) şi 


b 
s(F) = j f(x) dx 
Fie d o diviziune a intervalu- 
lui [a, b}: 
= Ko Iha.’ KIG 
< kişi < e» o < Xp = b. 
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Să considerăm sumele Darboux corespunzătoare acestei diviziuni 
n—l n—] 
Sg = YD Meila — ăi), Sa = 2 Miza — X), 
unde 


Așadar 
pentru orice x & [x, X41]. 


Produsul m,;(x;}ı — 4;) reprezintă aria dreptunghiului cu baza pe in- 
tervalul [x,;, 4; ] şi înălțimea m, Acest dreptunghiu este complet conținut 
în mulțimea F 

Cele n dreptunghiuri de acest fel formează un poligon P interior mul- 
țimii F, şi a cărui arie este egală cu suma inferioară Darboux 


s(P) = sg. 
Produsul M;(xi}ı — %;) reprezintă aria unui dreptunghi cu baza pe 
intervalul (+, %;+.] şi înălțimea M,. Acest dreptunghi conține porţiunea 
din mulțimea F care se proiectează pe axa Ox pe intervalul [x;, x]. 


Cele n dreptunghiuri de acest fel formează un poligon O exterior mul- 
țimii F, şi a cărui arie este egală cu suma superioară Darboux 


s(0) = Su. 


Fie (4,) un şir de diviziuni ale intervalului (a, b], cu v(d,) — 0. Deoa- 
rece funcția f este integrabilă, avem 


b 
lim Sa, = = lim Sa, = jo) dx 


1— 9 


Dacă pentru fiecare diviziune d, notăm cu P, poligonul interior şi 
cu 0, poligonul exterior obținut ca mai sus, avem 


Pa C F, CQ, 
S(P4) = Sap S(p) = Sa 


ȘI 
deci 


lim s(P,) = lim s(0,) = [rea 


n- 1—=% 


Rezultă atunci că mulțimea F este măsurabilă și aria sa s(F) este 
egală cu limita comună a ariilor celor două şiruri de poligoane (P,) şi (Q,): 


s(£) = | f(x) dz. 


4 
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Observaţii. 1° Propoziția reciprocă este de asemenea adevărată: dacă mulțimea 
F este măsurabilă (în sensul lui Jordan), atunci funcţia f este integrabilă (în sensul lui Riemann), 


2° Graficul funcţiei integrabile f > 0 are arie nulă, deoarece este conținut în fron- 
tiera mulțimii măsurabile F, iar frontiera unei mulțimi măsurabile are arie nulă. 


3° Dacă funcţia f este integrabilă, mulțimea 


F’ = {(x, las as8, 0y <fl3)), 


obţinută din multimea F scoțind puncfele graficului funcției f, este de asemenea măsura- 
bilă — ca diferență a două mulțimi măsurabile — şi aria sa este egală cu aria lui F: 


b 
s(£) = | fi) dz. 


Fie acum fı şi fa două funcții definite pe [a, b] astfel încît fi< fa: 
f(x) < falx) pentru orice x & [a, b]. 


Graficul funcţiei f, este situat sub graficul funcției f}. Să notăm cu F 
mulțimea punctelor cuprinse între graficele celor două funcții şi dreptele 
x =— a, x= b: 


F= {(x, y las x< b, flx) < y< flx) 


Propoziția 2. Dacă funcțiile f, și f, sînt integrabile, mulți- 
mea F este măsurabilă şi 


b 


s(F) = | Lala) — Ala) ] dx. 


a 


Deoarece funcțiile fı și fa sînt integrabile, ele sînt mărginite. Există deci 
un număr m astfel încît 


m< filx) < falx) pentru orice x & [a, b]. 
Atunci 
O< f,(3) — m< fax) — m pentru orice x & fa, b]. 
Notînd k = — M, Pı = fi + k, Po = fa -+ k, avem 
O< p(x) < p(x), x & [a, b]. 


Dacă funcțiile f, ṣi fa sînt pozitive, putem lua m = 0, deci k = Q şi 
atunci i = fi, Pa = fa. Funcțiile p, şi pa sînt de asemenea integrabile. 


Să notăm cu F’ mulţimea punctelor cuprinse între graficele funcțiilor 
1, P2 Şi dreptele x =a, x =b: 


F = {(x, y)las x< b, g(x) < Y< p(x)}. 


33 — Analiza matematică, vol. I 
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Mulțimea F’ s-a obținut din mulțimea F printr-o translație paralelă 
cu axa Oy, deci cele două mulțimi sînt echivalente; dacă una din ele este 
măsurabilă, atunci şi cealaltă este măsurabilă și au aceeași arie. 


Fig. 114 


Notînd 
F, = {(x, y las xx b, 0< ya), 
Fa = {(x, y)las x< b, 0< Y< p(x), 


mulțimile F, şi F; sînt măsurabile şi 
s(F,) = - f ac x) dz, s(Fa) = f oäs 


Mulțimea F’ este diferența mulțimilor F; şi F,: 
F’ = F, — F 
deci F’ este măsurabilă şi 


s(F') = s(F:) — s(F =f ẹ2(x)dx — | pı(x)dx = | [pz(2) — pa(x) dx = 


> 


= È IA) + k — (fila) +) dx = À fala) — fa (2) dx 
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Rezultă atunci că şi mulțimea F este măsurabilă şi 
b 
s(F) = s(F') = | ala) — f(a) Jax. 
Observaţie. Propoziția 1 este un caz particular al propoziției 2, 
cu fi(2) =0 şi fa = 
Corolarul' 1. Dacă f este integrabilă, mulțimea 


F = {(x, ylas x< b, 0< y< f(x) sau f(x) < y 0) 


este măsurabilă şi 
b 


s(F) = | If) | dx. 
Să considerăm funcțiile i 


fe = ZA fa U A). 


Deoarece f este integrabilă, funcţia |f| este integrabilă şi deci şi func- 
tiile f, şi fa sînt integrabile. Avem 


f= fn — fa fl = fi + fa. 


Funcţiile fı şi fa se numesc, respectiv, partea pozitivă şi partea nega- 
tivă a funcției f. Ele se pot 


defini și astfel : y 
[0 dacă f(x)<o0 
A) = ia dacă f(x) > 0, 


f(x) dacă f(x) < 0 
Jaka) =f dacă f(x) > 0 
Avem 
F = (x, lac x< b, 
fata) < Y < fi(x)), 


deci F este măsurabilă şi 


s(F) = | Lala) + Allar = È If) ldz. 


Corolarul 2. Graficul unei funcții integrabile oarecare este o 
mulțime măsurabilă -eu aria nulă. 


Într-adevăr, graficul funcției este conținut în frontiera mulțimii 
măsurabile F. 
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Observaţii. 1° Dacă fx 0 și este integrabilă, mulțimea F cuprinsă între graficul 
său, axa Ox şi dreptele x = a, x = b, este măsurabilă şi 


s(F) = — | fa) dz, 


deoarece |f| = —f. 
2° Ținind seama de faptul că ecuaţia graficului funcţiei f este 
y = f(x), x E la, b], 


aria mulțimii F, mărginită de curba y = f(x), axa Ox şi dreptele x = a, x = b, se scrie adesea 


b 
= | Ipraz 


Exemple. 1) Să se găsească aria suprafeţei cuprinsă între parabolele y = x? şi y? = x 
Cele două parabole se intersectează în punctele (0, 0) şi ( C 1). 


Cele două parabole sînt graficele funcțiilor 7,(+) = x? şi falx = Vx definite pe [0, 1]. 
Aria S căutată este 


1 1 3 
— 2 3 43 | 2 1 l 
s= | (läs = | x — xx == z? —— === 
( m -naas = va mar = [a — ga 
0 0 
2) Să se găsească aria elipsei — + — = 1. 
a? b2 


Vom calcula aria unui sfert de elipsă, cuprinsă în primul cadran. Porțiunea de elipsă din 
primul cadran are ecuaţia 


NI 
y= Væ- z, 
a 


deci 


Fig. 116 Fig. 117 
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Să facem înlocuirea y = a sin t, deci dx = a cost dt ṣi 0 = a sin f a = sin, de unde 


T 
A mz 0, ia = Pi . Atunci 


T 
2 
1 1 
costz di = 4ab | z+3 cos 2 (| di = 
2 2 
0 


T 
2 
b m 
S = 17 [va — a? sin? t-a cos t dt = 4ab 
a 
0 


= n ab. 


1 1 
= 4ab | — t 4+ — sin 24 
E +4 | 


În cazul cînd elipsa este un cerc, a = b = R, rezultă că suprafața cercului este xR2. 


2. Aria unei suprafețe plane 
mărginite de o curbă dată în coordonate polare 


Fie p = f(0) ecuaţia unei curbe în coordonate polare, unde f(09) este o 
funcție pozitivă definită pe un interval [«, B]. Fiecărui 0 & [«, B] îi 
corespunde în plan punctul de coordonate polare (0, /(0)). Să rctăm 
cu F sectorul cuprins între curbă şi dreptele care trec prin origine şi au pan- 
tele tgx, tgß: 


F = {(0, pla 0< B, 0< p< f(0)). 


Propoziția 3. Dacă funcția f este integrabilă, atunci multimea F 
este măsurabilă şi 


F2(0)48. r 


B 


Fie d o diviziune a inter- 
valului [«, ß]: 


1 


a = 09 <0, <... <0 
< p <L... <0, =B 


și m; M; marginile funcției f(9) 
pe intervalul parțial [6,, 0;4.]. 

Pentru fiecare indice 7, să | 
considerăm sectorul de cerc cu 7 Y 
centrul în origine, unghiul la Fig. 118 
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centru 0,,, — 0, şi raza m,. Acest sector de cerc este conținut în mulți- 
mea F şi aria sa este 
1 2 
z mi(O; yı — 0). 
Reuniunea celor 7 sectoare de cerc este o mulțime măsurabilă A, com- 
plet conținută în mulțimea F, şi cu aria 


mi( 0; — 8). 


Pentru fiecare indice 7 să considerăm acum sectorul de cerc cu centrul 
în origine, unghiul la centru 0,,, — 9, şi raza M, 
Aria sa este 
1 
2 
2 M?(0; za pa 0,). 


Reuniunea celor n sectoare de cerc de acest fel este o mulțime măsu- 
rabilă B, care conține mulțimea F, ṣi cu aria 


n—l 
s(B) = 2> M? (ip 0,) 
Să observăm că, deoarecem, = inf f(0), avem 


şi de asemenea 


2 00, 2 
astfel încît s(A) şi s(B) sînt egale cu sumele Darboux ale funcției /(09) = > f(0): 
1 l 
[3ER 3 mOn 0); — 
i=0 2 


M;(9;41 — 9). 


Să luăm un șir de diviziuni (d,) ale intervalului [«, B], cu v(4,) > 0. 
Deoarece f este integrabilă, 3 f? este de asemenea integrabilă şi 


B 
: l re — Îi 1 2j — l p 
tim sa, (3) = tm Sa [fe] = f 3 fo) de. 


x 
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Dacă, pentru fiecare diviziune 4,, notăm cu A, şi B, mulțimile măsu- 
rabile formate, ca mai sus, din sectoare de cercuri, avem 


A CFC B,; 
s4) = san3 fi], Ba) = Saf 3 P) 


deci 


n 00 n= 


6 
lim s(4,) = lim s(8,)= > | f2(0)d6. 


Rezultă atunci că mulțimea F este 
măsurabilă și aria sa este egală cu 
limita comună a ariilor şirurilor de 
mulțimi (4,) și (B,): 


s(F) = 


(ro (9) 


ir 


1 
2 


Fig. 119 


Observație. Deoarece ecuația curbei care mărginește suprafața F este p = (6), 
aria mulțimii F se scrie adesea 
B 
l 
= za 
2 
a 


Exemple. 1) Ecuația, în coordonate polare, a cercului cu centrul în origine şi raza 
R este 


Z= R. 
Aria S a cercului este / 
2r 2r 
1 1 27 
s = z | eao = g | Rao = e = n R? 
2 0 
0 0 


2) Ecuația lemniscatei, în coordonate polare, este 


p? = a? cos 2 ọ. 


Pentru reprezentarea lemniscatei facem următorul tablou : 


—7 — 7t T T 
e | Z = 0 z z 
4 6 6 4 
+a +a 
Q —= a — 0 
P 3 + y? 
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Aria unei bucle a lemniscatei este 


T 
4 


Z 
4 
a? a? 
cos 2ọdọ = — sin 2 = — > 
| ode 2 P lo 2 
T 


3. Volumul corpurilor de rotaţie 


Fie f o funcţie pozitivă definită pe un interval fa, bJ]. Să considerăm 
mulțimea F cuprinsă între curba y = f(x), axa Ox şi dreptele x = a, x = b: 


F= {(x, las x< b, 0< y< fl). 


Prin rotirea în jurul axei Ox, această mulțime descrie un corp de 
rotație K. Se spune adesea că corpul K este născut prin rotația curbei y = 
= f(x) în jurul axei Ox. 
Fiecare punct (x, f(x)) de pe curba y = f(x) descrie un cerc cu centrul 
pe axa Ox, în punctul v, și cu raza f(x). 


Propoziția 1. Dacă functia f este integrabilă, multimea K este 
măsurabilă și 


w(K) = z | f(x)dx. 


- 

Fie d o diviziune a intervalului [a, b] 
A = Fo Că. LX, pa Coe CI =d, 

să notăm cu m, şi M, marginile func- 
tiei f pe intervalul [x;, x]. 

Dreptunghiul cu baza pe [+ ăi] şi 
înălțimea m, descrie prin rotație un cilindru 
conținut în corpul K ; acest cilindru are raza 
bazei m, şi înălțimea x, — %, deci volu- 
mul său este 


Tm? (Xipri — %;). 


Cei n cilindri de acest fel formează o 
mulțime măsurabilă A, complet conținută în 
K,şi al cărei volum este 


n-i 
v(A) = $O nm (ki — 4i). 


4 =0 
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Dreptunghiul cu baza pe [%, 4] şi înălțimea M, descrie prin rota- 
ție un cilindru cu raza bazei M, şi înălțimea x, — x, Aria sa este 


m Masa — %,). 
Cei n cilindri de acest fel formează o mulțime măsurabilă B, care 
conţine corpul K, şi al cărei volum este 


n—l 
v(B) = SO nM? (Xi — 4%). 


t =Q 
Să observăm că 


rm =r (inf f(x) =r inf fx); 


VEIS 1 XS, 
nM, =r (sup fi) =z sup f(x), 
St; tSS 


astfel încît v(4) şi v(B) sînt egale cu sumele Darboux ale funcției k = rf?. 


s,(7f2) = = Sr mi Xizi — Xib 


Sa(7f2) = -5 Mi Kipi — X). 


Să luăm un şir (d„) de diviziuni ale intervalului [a, b] cu v(d„) > 0. 
Deoarece f este integrabilă, funcția zf? este de.asemenea integrabilă şi 


lim Sa, (Tf?) = lim Sa, (7 f2) = KOLE 


Dacă pentru fiecare diviziune 4, notăm cu A, şi B, mulțimile măsu- 
rabile formate ca mai sus, din cilindri, avem 


A, CKCB, 
ȘI 


lim v(4,) = lim v(B,) = x | f(x) dx. 


Rezultă atunci că mulțimea K este măsurabilă, iar volumul său este 
egal cu limita comună a volumelor celor două şiruri de mulțimi (4,) și (B,) 


b 


(K) = n | fe(x) dx. 
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Observaţii. 1° Condiţia ca funcţia f să fie pozitivă nu este esenţială. În adevă- 
dacă f nu este pozitivă, curbele y = f(x) şi y = |f (x) | descriu prin rotație acelaşi corp 
, deci 


væ) = [ir P az = (nt) ax 


2° Dacă f este integrabilă, suprafața S născută prin rotația curbei y = f(x) are 
volum nul, deoarece este conținută în frontiera mulţimii măsurabile K. 
3° Dacă f este integrabilă, corpul K’, născut din rotația mulțimii 


F = {(x, y)las zsb, 0xy < flr} 


în jurul axei Oz, şi care se obține din K, scoțind punctele de pe suprafața laterală S, 
este de asemenea o mulțime măsurabilă și are acelaşi volum ca şi K. 


b 
v(K') = (r dz. 
a 
4° Deoarece ecuația curbei care dă naștere corpului K este 
y = (a), 
b 


v(K) =x E dz. 


volumul corpului K se scrie adesea 


a 


Fie acum fı şi f, două funcții pozitive pe [a, b], astfel ca fi < fa, şi 
F ={(x, y)las x< b, Alx) < y< fax). 


Prin rotirea în jurul axei Ox, această mulțime descrie un corp K. 
Corpul K este mărginit de suprafețele născute prin rotația curbelor 


y = f(x), y = fală) şi de planele x = a, x =b. 


Propoziția 2. Dacă fı și f, sînt integrabile, mulțimea K este 
măsurabilă şi 


fie 


b 


VK) = | (f(x) — fil) dx 


a 


Într-adevăr, să notăm cu K, şi K, corpurile născute prin rotirea în 
jurul axei Ox a mulțimilor 
flx) 


F = {(x, ylas x< b, 0< y< 
F, = (te, paza <b, 0< y< fala) 
Mulțimile K, și Pa sint măsurabile şi 


VK) =x = as (Ka) = 7 (fa) dx. 
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Avem F = F, — F, şi K = K, — K, deci K este o mulțime măsu- 
rabilă — ca diferență a două mulțimi măsurabile — și 


o(K) = (Ka) — o(K,) = 26 Aa) — f(a] dx. 


Exemple. 1) Sfera cu centrul în origine şi raza R,poate fi obținută prin rotirea semi- 
cercului y = VR? — 32, — RxR în jurul axei Oz. Volumul v al sferei este deci 


x?) |R 


R R 
„= | pas n | (Re — a) dx = 2 (Rea — $ 
—R 0 


0 


De 
2) Curba y = — Va? — x?, —a < 4 < a dă naştere, prin rotirea în jurul axei Oz, unui 
a 


elipsoid de revoluţie. Volumul v al elipsoidului este : 


R a 
b b x3 \ la 
v= n | ar = 2af 2 tat a) aa = 200 [ata — 3] = 
a a 3 ] lo 
—a 0 


b aè 
= 27 — G — ~ | = Axa2b. 
N a 3 


4. Lungimi de arce 


În capitolul referitor la studiul curbelor se va da definiția curbelor 
rectificabile şi a lungimii acestor curbe. 

În acest capitol vom defini lungimea unor curbe particulare care sînt 
grafice de funcţii. 

Graficul unei funcții continue f se y | M; 
numeşte curbă continuă sau mai simplu, 
curbă. Ecuația curbei este 


y = f(x). 


Miry 


— 


i 
| TN 
A ) IOS, 
. . be l Ry i QI 
Graficul unei funcții f cu derivată : Şi Iw o; 
° v v w ° l ` ' 
continuă se numeşte curbă netedă. Fie f ! | | 
. . (o) . (o . e d | 
o funcție cu derivată continuă f', definită _| C | | 
e . . 2? ÎN ati 
pe un interval [a, b], şi fie C curba 7 Lj b 2 


y=f(x) a< x< b. 


DR 
Q 

—- 

N 

à 
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Lungimea (C) a curbei C se defineşte prin egalitatea : 


KC) = VI + F”?{x) dx. 


Justificarea acestei definiții este următoarea : 
Să luăm pe curba C mai multe puncte, în ordine, de la A spre B: 


A=M,„M, ...,M;, Mi,- M, = B. 


Unind aceste puncte în ordinea indicată, se obține o linie poligonală P, 
cu vîrfurile pe curbă. 


Alegerea punctelor M, revine la alegerea unei diviziuni d a interva- 
lului [a, b]: 


A = Xp Ca... Ll GL Kg CL... <L Xp = D, 


astfel încît coordonatele punctului M, sînt (x, f(x,)). 


Lungimea segmentului M,M,+ı este 
(M;M; 41) = V [x — gP t La) — fa) P. 


Să aplicăm funcției f teorema creşterilor finite pe intervalul [x,, %;41]: 
există un punct £; & [x;, xyz], astfel încât 


F(x) — foi) = F El — ză). 


Atunci 
UMM) = Van E FED ETA a = 


= VI + FPE) (ip — x). 


Procedind astfel pe fiecare interval parțial, deducem că lungimea 
liniei poligonale P este : 


(P) = SS VIF JE) (t — x), 


i=l 


unde punctele intermediare £, sînt acelea obținute prin aplicarea teoremei 
creşterilor finite. Să observăm că, dacă notăm A(x) = Vi + f?(x) avem 


h(E) = VIF FE), deci 


I(P) = _A(8) (Xiti — 4%). 
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Lungimea 1(P) a liniei poligonale este deci egală cu o sumă integrală 
a funcției 4: 
n—l 
= PO AE) (a — 4). 
te 0 
Fie (d„) un şir de diviziuni ale intervalului [a, b], cu v(d„) > 0. Deoa- 
rece f’ este continuă, funcția k = VI + f’? este de asemenea continuă, deci 
integrabilă. 
Atunci 


lim oa,(h) = | h(x) dx = | VIF F'22) dx 


Dacă pentru fiecare diviziune 4, notăm cu P, linia poligonală cores- 
punzătoare, avem 


lim (P ) = TIT 


n— N 


Observăm că, pe măsură ce diviziunea d este mai fină, cu intervale 
parțiale mai multe și mai mici, linia poligonală corespunzătoare P are laturi 
mai multe şi mai mici, deci se apropie, ca formă, din ce în ce mai mult de 
curba C. Este deci natural să luăm drept lungime a curbei C un număr (C), 
de care lungimea liniilor poligonale să se apropie din ce în ce mai mult pe 
măsură ce diviziunea este mai fină. 

Un asemenea număr este integrala funcției k = y1 } f2. De aceea se 
ia, prin definiție, 


= | VIF) dx 


a 


Observații. 1° După ce se va da definiția generală a curbelor rectificabile şi a 
lungimii lor, egalitatea precedentă va rezulta ca o teoremă. 


2° Deoarece ecuația curbei C este y = f(x), lungimea curbei C se scrie adesea 


b 
CY = via + yd. 
a 


Exemplu. Să verificăm cu această formulă că lungimea cercului 7? 4+ y? = R? este 
2rR. 


Ecuația unui sfert de cerc, din semiplanul superior, cuprins între cele două bisectoare 
este 


y = VEI, 
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Avem. 
, x 
y = — 
VR: — ză 
şi 
i x? R2 
2 = ne o m 9 
ty =l aa R2 — at 
deci, notind cu L lungimea cercului, avem 
R R 
Y 3 y2 
l 
ir- (vi Pas = | — a 
OR OR VR? — 
v2 vz 


R 
yz 
x 1 ] 
= R arcsin — = R (rosa m — arsin — 22) =r(34 a? 
Rig Va V2 4 4 4 
v2 


de unde L = 4 : R È = 2r R. 


Observații. 1° Funcția VR? — x? nu este derivabilă în punctele —R şi R; în 
jurul acestor puncte, derivata este nemărginită. De aceea, nu se poate calcula cu ajutorul 
formulei precedente lungimea semicercului y = V R? — x2}, —R& x R. Pentru acest mo- 


R R: 
tiv s-a recurs la calculul lungimii unui sfert de cerc, deoarece pe intervalul | — iai funcţia 


VR: — x? are derivată continuă. Această precauţie va fi de prisos după ce se vor defini in- 
tegralele generalizate. 

2° Exemplul precedent constituie o verificare a formulei de calcul pentru lungimea 
cercului. Prin acest exemplu nu se demonstrează că lungimea cercului este 2rR, deoarece în 
calcule s-au folosit valorile funcţiei arcsin, şi anume : numărul v, a cărui definiție a presupus cu- 
noscută lungimea cercului. 

Totuşi, dacă se defineşte numărul x (şi funcțiile trigonometrice) într-un mod care să 
nu implice lungimea cercului, de exemplu cu ajutorul seriilor, atunci exemplul precedent con- 
stituie o demonstraţie a faptului că lungimea cercului este 2rR. 

3° Avem 1(P)-< (C), oricare ar fi linia poligonală P înscrisă în curba C. Într-ade- 
văr, prin trecerea de la o diviziune d la o diviziune mai fină, d, avem H(P) <x HP’). Dacă 
(dp) este un şir de diviziuni cu v(d„) — 0, aranjate după fineţe, şirul (7(P,)) este crescător și 
(Pup) — (0), deci HP) < 2(C). 


5. Suprafete de rotaţie 


În capitolul relativ la studiul suprafețelor în spațiu, se va da definiția 
ariei acestor suprafeţe. 

În acest capitol vom defini aria unei suprafețe născute prin rotirea unei 
curbe netede în jurul axei Ox. 


APLICAŢIILE INTEGRALEI ÎN GEOMETRIE ȘI FIZICĂ 527 


Fie f o funcție pozitivă cu derivată continuă pe un interval [a, b]. 
Graficul C al acestei funcţii este o curbă netedă. 


Prin rotirea curbei în jurul axei Ox, ia naștere o suprafață de rotație S. 
Aria o(S) a acestei suprafeţe se definește prin egalitatea 


b y 
o(S) = | rflx) y IF FA dx. | 


Justificarea acestei definiții este ur- 
mătoarea : 

Fie d o diviziune a intervalului 
[a, b]: 


A = Xo CĂ... Că; < Kipi < 


Dl 


Lae L Xp = D. 


Pentru fiecare punct x; să notăm cu 
M, punctul de coordonate (x; f(x;)) de pe 
curba C. Unind aceste puncte, obținem o 
linie poligonală P, care prin rotație în jurul 
axei Oxy dă naştere unei suprafețe X, for- Fig. 122 
mată din mai multe trunchiuri de con. 

Intervalului [x;, %;}ı] îi corespunde trunchiul de con cu razele cer- 


curilor de bază f(+;) şi J(X;+ı) şi generatoarea 1(M,, M,,.). Aria laterală a 
acestui trunchi de con este deci 


= 
i) + Fiu i itd Ai naL rF NOLO A 
ar PEL A UM M,a) = pre i V (cpu (Xi) — fă) = 
= 2r e tA y + SPE) (titi — %), 
unde am aplicat teorema creșterilor finite f pe intervalul 
[%, xi], & S [Xo Kiya]. 


Aria suprafeței © este 


n—l 
(2) = Pe 2 VTE SE i — 4). 


1=0 


În membrul drept putem face să apară suma integrală 
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a funcției A(x) = 2nf(x) V T + P(x), anume 
= Sant, VI +E) + SPE — %). 


Să arătăm că, dacă luăm diviziunea d suficient de fină, putem realiza 
ca diferenţa o(2) — oz(h) să fie oricît de mică. 

Fie s > 0 oarecare. Deoarece funcția f este continuă pe intervalul 
compact [a, b], ea este uniform continuă pe acest interval: numărului e >0 
ales îi corespunde un număr (e) > 0, astfel încît, oricare ar fi punc- 
tele x’ şi x” din [a, b] cu |x’ — x” | < 5, să avem 

? 7 € 
AE) — AE < i 
unde /(C) este lungimea curbei C. 

Fie atunci d o diviziune cu v(4) < è, deci x, 

fiecare 7, şi cu atit mai mult 


E; — X% < ò, Xi — 8; <5, 


1—4; <ð pentru 


deci 
IAE) — f(x; | < RO a 
| | F(%i+1) -Al < eLa 
si 
Ad) + Ft) — ZAE S a — AE I H A) — F(8) | < 
< 5. 
zi(C) (b — a) | 
Observînd că VI + f2(£) = 1(M;M,,.) < (C), avem 
| o( ©) — calh) = | Safta) ) + fila (Xi) — 2f EIVI +E é (x 1+1 — 4) |< 
< Bafta) ) +F) — 2f ( (EIVI +E) £;) (tara — %) S 
< Ș 1O aa (C) (șa naria = 
= (b — a) = 


Să luăm acum un şir (d,) de diviziuni ale intervalului [a, b], cu 

v(4,) > 0. Să notăm cu 2, suprafața de rotație formată din trunchiuri 

de con, corespunzătoare diviziunii d,. Din cele de mai sus rezultă că 
tim |o(5,) — aa(7)l = 0, 


— e 
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deoarece, pentru fiecare e > 0, există un număr N(e) astfel ca pentru 
n > N(e) să avem v(4,) < 8(e) şi deci 


|o(%,) — cal) | < €. 


Pe de altă parte, funcţia k = 2n fy 1 + f”? este continuă, deci inte- 
grabilă, şi deci 


lim oz (h) = (uta dx = 2r | fa NIF Fi) dx. 
Atunci i 
o(%,) = [o(%,) a Ga(h) ] + Ga(h), 
deci 


lim o(2,) = lim oz„(h) = 2r | fi) IF fel) dx. 


n- n—+ D 


Pe măsură ce diviziunea 4 este mai fină, linia poligonală se apropie 
din ce în ce mai mult, ca formă, de curba C , deci suprafața © se apropie din 
ce în ce mai mult, ca formă, de suprafața S. 

Este deci natural să luăm ca arie a suprafeței S un număr o(S), de 
care aria o(2) să se apropie din ce în ce mai mult, pe măsură ce diviziunea 
d este mai fină. Un asemenea număr este integrala funcției fi = 2nf VI+. 
De aceea, se ia, prin definiție: 

b 


o(S) = 2r | fi) Vi Fă) dx. 


Observaţii. 1° După ce se va da definiția generală a ariei unei suprafețe în spaţiu, 
egalitatea precedentă va rezulta ca o teoremă. 


2° Dacă funcția f nu este pozitivă, atunci 


a(S) = 2x | | f(x) | V1 + f2() da. 


Într-adevăr, în acest caz, razele bazelor trunchiului de con construit pe intervaluł 
[ri ia] sînt | f(r) | şi | f(fi+1) |. Se alege funcţia A(x) = | flr) | VI + f'2(2) şi se procedează 


ca mai sus, 
3° Deoarece ecuația curbei care dă naștere suprafeţei S este 


y = f(x). 


aria suprafeței S se scrie adesea 
b 


o(S) = 2z (171 v1 + y”? dz. 


a 


94 — Analiza matematică, vol. I 
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6. Centre de greutate 


După cum se ştie din fizică, centrul de greutate al unor corpuri simple 
se poate determina uşor. Dacă un corp are òo axă de simetrie, centrul de greu- 
tate se află pe această axă. 


Dacă se dă un sistem de n corpuri, care au centrele de greutate cu coor- 
donatele respectiv 


(o Yr Za), (Xos Ya 20), e: (Ens Ym Zn) 
în raport cu un sistem de axe de coordonate, şi masele respectiv 
Mais Mo, e. >y My» 


atunci coordonatele (xç, Ye, zę) ale centrului de greutate sînt date de 
egalitățile : 


Dacă cele n corpuri sînt omogene şi au aceeaşi densitate ọ, atunci masele 
lor sînt proporționale cu volumele lor, m; = pv; iar coordonatele centrului 
de greutate sînt date de egalitățile : 


È rivi Di: 2 Zivi 
1 4 4 
Xn = y = Za = e 
G > G ? G 
iv; Žv; Èv; 
i i i a 


Dacă, în plus, cele n corpuri au formă de plăci plane sau sînt filiforme, 
masele sînt proporționale cu ariile m, = kS, respectiv cu lungimile, m; =kl; ; 
în acest caz formulele precedente devin: 


Xo = XS; a = 2y:Si 2 = Dzs; 
Es; ES; ’ ES; ’ 
K4 respectiv 
x. = dili Ye = yili = zl 
G = Da We = Te 20 =: 
Y X Èz Èl 


Ne propunem acum să definim 
centrul de greutate al unei suprafețe 
plane mărginite de o linie curbă. 


Fie f o funcție continuä pe un 
o—~» interval [a, b]. Să considerăm figu- 
l ra abBA mărginită de axa Ox, curba 
Fig. 123 y = f(x) (graficul funcției f) şi dreptele 
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x =a, x = b. Fie d o diviziune a intervalului [a, b]; în fiecare interval 


parțial [x;, %;4.] să alegem punctul %; = Gi Fi) la mijlocul intervalului 


şi să construim dreptunghiul cu baza pe intervalul [x;, x;}1] şi înălțimea 
f(&). 
Centrul de greutate al dreptunghiului este g 5 f(5)) „ iar aria sa 


este S; = f(E) (Xi}ı — 4%). Pentru sistemul format din cele n dreptunghiuri 
corespunzătoare diviziunii d, coordonatele centrului de greutate sînt: 


1 
2 Ei f (65) (ia — 7i) 2 3 SAE: (iti — 23) 


zld) =, ġid) = [1 
(6) DS (Ea) (ia — 4) ACU > f(E) (i+ — 7i) 


Observăm că la numitor se află o sumă integrală a funcției f(x), iar 
la numărător se află respectiv sumele integrale ale funcțiilor xf(x) şt 
= f(x). Dacă luăm un şir (4,) de diviziuni cu v(d,) —0, şirurile de sume 

b b b 
integrale tind respectiv către integralele | f(x) dx, | xf(x) dx, | 


= feo) da, si 


4 


deci şirurile 2(d,) şi y(4,) tind respectiv către fapoartele 


b l b 

| fl) dx z | pl) dx 
Xg = ———, Ye = = 

| si) az | siaz 


Prin definiție (xç, yç) este centrul de 
greutate al figurii abBA. 


Exemplu. Se dă figura mărginită de parabola y? = x 
şi dreapta + = 1 (fig. 125). Se cere centrul său de greutate. 

Deoarece figura are axa Ox ca axă de simetrie, cen- 
trul de greutate se află pe această axă, deci yç = 0. 
Rămine de calculat +g. Dacă notăm cu S, și S, ariile celor 
două părți ale figurii, separate de axa Ox, şi cu 4, Xa 
abscisele centrelor lor de greutate, avem S, = S} Xi = 7%; şi 


XSi F aS? S1 + 7151 
GT = au , 
Sı + S: Sı + Sı Fig. 124 
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Dar 
1 
|e Vaz 
__0 
% = 7 
(Va ax 
0 
1 1 3 5, 
EE: 
xX az = K X = — = — = — ; 
f- 5 |o 5 5 
0 4) a 2 
3 
1 1 — 
_ 2 „2 1 2 
Vaz = | + dă = — = — = — 
3 lo 3 3 
0 0 2 2 
deci 
2 
5 3 
= ğ, = — = ind Pa 
*G 1 2 5 
3 


7. Lucrul mecanic 


Dacă un corp se deplasează rectiliniu, pe distanța d, sub acțiunea unei 
forțe constante F, dirijate de-a lungul direcției de deplasare, lucrul mecanic 
efectuat de forța F pe distanța d este egal cu produsul Fd dintre forță şi 
deplasare. 

Să considerăm acum un mobil care se deplasează de-a lungul axei Ox, 
de la a la b, sub acțiunea unei forțe F(x), dirijată de-a lungul axei Ox, şi care 
este funcție continuă de x. Ne propunem să definim şi în acest caz lucrul 

mecanic efectuat de forța F(x) 
f de la a la b. 
—oo A: ANII cei Să luăm o diviziune d 
0 7 “i Tiry î T a intervalului [a, 2) 
Fig. 125 d:a =X% L Hu... 
< Xi < Xipri L ... X, = b. 

În fiecare interval parțial [x; x;.] să alegem un punct &; şi să con- 
siderăm produsul F(£;) (X;}ı — %;). Acest produs reprezintă lucrul efectuat 
pe intervalul [x,, %;,ı] de o forță constantă, egală cu F(£,). 
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Suma 
d F(E (aia — %,) 


reprezintă lucrul mecanic total efectuat de diferite forțe constante F(£,) 
pe intervalele corespunzătoare [3;, x;4a]. Suma precedentă este o sumă 
integrală a funcției F(x). Intuitiv, ne dăm seama ușor că luînd diviziuni 
din ce în ce mai fine, cu intervalele parțiale din ce în ce mai mici, variația 
forței F(x) într-un asemenea interval parțial este din ce în ce mai mică, 
iar forţa variabilă F(x) diferă din ce în ce mai puțin, pe un interval parțial 
[%;, Xia], de forța constantă F(£,). Dar, pe măsură ce luăm diviziuni mai 
fine, lucrul mecanic 


n—l 


22 F(E — x;), 


efectuat de forțele constante F(£,), se apropie din ce în ce mai mult de inte- 
grala funcției f(x): 


De aceea, prin definiție, lucrul mecanic L efectuat de forța F(x) pe 
intervalul [a, b] se defineşte prin egalitatea 


Exemplu. Un corp este a- , 
tras de un resort, fixat cu un ca- Fig. 126 
păt într-un punct O, cu o forță 
proporţională cu distanţa de la poziţia corpului la punctul O. Să se afle lucrul mecanic cînd 
corpul se deplasează de la b la a (fig. 126). 

Avem F(x) = — kx, unde k > 0 este un coeficient de proporționalitate. Am luat forța 
cu semnul —, deoarece ea este dirijată în sensul negativ al axei Oz. Avem: 


a 


r x? ja k 
L= | Bas = — ( irar =- = y a). 
b 


b 


Capitolul VIII 
FUNCȚII DE MAI MULTE VARIABILE 


§ 1. Spațiile R” 


1. Spaţiul cu n dimensiuni 


Notăm cu R” produsul cartezian a n mulțimi egale cu dreapta reală 
R, (nen): 
R*=RXR IX... 


~ 
n ori 


x R. 


Mulțimea R” este formată din toate grupele ordonate posibile de 
n numere reale (x1, X2, ..., %4). Un element al mulțimii R” va fi notat cu o 
singură literă, x: 
x = (Xis Xa oe, Xp) 


În cazul cînd n = 1, mulțimea R! este dreapta reală R. 

Pentru n = 2, R? este mulțimea perechilor de numere reale (x,, xə), 
sau mulțimea punctelor din plan. 

Din această cauză R? se numeşte spațiul cu două dimensiuni. Punctele 
din planul R? vor fi notate adesea (x, y), în loc de (xı, x). Totdeauna va 
reieşi din text dacă prin (x, y) se înțelege un punct din plan sau un interval 
de pe dreaptă. 

Pentru n = 3, K$ este mulțimea grupelor ordonate de trei numere 
reale (,, Xə, %3), sau a punctelor din spațiu. Din această cauză R? se numește 
spațiul cu trei dimensiuni. Punctele din spațiu vor fi notate adesea (x, y, 2), 
în loc de (xi, Xo, Xa). 

Prin analogie, R” se numeşte spațiul cu n dimensiuni, iar elementele 
sale se numesc puncte. Dacă 


x = (Xi, Xo, oo., Xp) 


este un punct din R”, xi, Xa ..., X„ se numesc coordonatele sau protecție 
punctului  ; xı este prima coordonată (sau proiecția pe prima axă), x, este 
a doua coordonată (sau proiecția pe a doua axă) etc. 
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Funcția (%1, Xa, ..., Xa) — Xa, care face să corespundă fiecărui punct 
din R”, coordonata sa de ordin 7, se numeşte protecția pe axa de ordin 7 şi se 
notează cu pr,: 


Pra, Xos. ee, Xp) = Xis Pal, Xos - cs Xn) = Xos o e e, Pau, Xas o- o, Xn) = a 


2. Structura de spaţiu vectorial pe R” 


Pe spațiul R” se pot defini o parte din structurile de pe dreaptă și 
anume structura algebrică şi structura topologică. Se poate defini şi o struc- 
tură de ordine, dar nu este utilă pentru studiul care urmează. 


Începem cu structura algebrică. 


I) Adunarea. Fiex = (Xi, Xo, o.s, Xa) Y = (Yi Yos ----, Ya) două 
puncte din R”. Se defineşte suma x + a acestor puncte astfel: 


x A y = (ti H Yir X2 F Ye -s Lan F Yn) 


A aduna punctele x şi y revine la a le aduna coordonatele de acelaşi 
ordin. 


Punctul O = (0, 0, ..., 0) care are toate coordonatele nule se numește 
originea spațiului R”. 

Punctul — x = ( — Xi, — Xos e... — Xp) se numește opusul punctului 
X = (Xis Xos eeey Kp) 


Se verifică imediat următoarele proprietăți ale adunării : 


Il) x+y =y+ zx; 

2) (x+y) rz=a+(y+2); 
3) z+O0=x; 

4) x + (—x) = 0. 


Aşadar, R” este grup comutativ pentru această adunare. 


II) Înmulțirea cu scalari. Pentru orice număr « S&S R 
și orice punct x = (%1, Xa, ..., %) din R” se defineşte produsul «x (sau xa) 
astfel : 


AX = (AXi AXo, oe., AX). 


A înmulți pe x cu a revine la a înmulți toate coordonatele lui x cu a. 
Se verifică imediat următoarele proprietăți : 


5) alx + y) = ax + ay; 
6) (x+ B)z = ax + Bx; 
7) a(Bx) = («ß)x ; 

8) l. x=x. 
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Aşadar, R” este un spațiu vectorial pentru operaţiile x + y şi «x. De 
aceea punctele x” din A” se mai numesc şi vectori, iar coordonatele x4, Xa, .. .,%, 
se mai numesc componentele vectorului x = (Xi, Xo, ..., Xa). 


Numerele reale « iau în acest caz numele de scalari, iar produsul ay 
se numeşte Produsul cu scalari. 

III) Înmulțirea vectorilor. Fie x = (Xu Xa, ..., 2) Și 
y = (Yi, Ya, » - -, Yn) două puncte din R”. Se defineşte produsul xy al acestor 
puncte astfel: 


XY = (Ya, aa a XnYn)- 


A înmulți punctele x și y revine la a le înmulți coordonatele de acelaşi 
ordin. 


Punctul e = (1, ],..., 1) este element neutru pentru înmulțire. Dacă 
1 1 1 

xı = 0, xa =4 0, ..., Xa = 0, atunci punctul y = (z >» —,..., =] este 
Xi Xo Xn 


inversul punctului x = (%1, Xo, ..., Xp) 


Se verifică. imediat următoarele proprietăți : 


9) x(y2) = (xy)z 
10) xy = yx; 


11) x(y + z) = xy + xz; 
12) a(xy) = (ay = (09). > 


Aşadar R” este o algebră pentru operațiile x + y, «x și xy. 
În cele ce urmează va interesa mai mult structura de spațiu vectorial 
pe R” şi mai puțin cea de algebră. 


Pentru - exemplificare, să arătăm la ce revine adunarea, înmulţirea şi înmulțirea cu 
scalari în cazul spațiilor Ri şi R2. 

În spaţiul R! = R, elementele sînt numere. Adunarea y + y şi înmulțirea xy se reduc 
la adunarea şi înmulţirea obişnuită a numerelor şi y, iar produsul cu scalari ax se reduce, 
de asemenea, la înmulţirea obișnuită a numerelor « şi xv. 


VA | TEY 


Fig. 127 
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Dacă x = (zu, 22) Şi y= (yr Ya) sînt două puncte din R?, punctul y + y este al 
patrulea vîrf al paralelogramului cu celelalte trei viriuri în O, x şi y. 


— 
Dacă se identifică punctul + cu vectorul său de poziţie x, coordonatele x, şi a 


- 
ale punctului x sint componentele vectorului +. Această identificare justifică denumirea de 
vectori dată punctelor x. 


Adunarea punctelor din plan se face deci după regula paralelogramului, de adunare a 
forţelor sau a vectorilor, așa cum se defineşte în fizică. 


Înmulțirea cu scalari ax revine la amplificarea cu |a| a lungimii vectorului, păstrind 
sensul vectorului dacă a > Osau schimbindu-i sensul dacă « < 0. 


Vectorii e, = (1, 0, 0,..., 0), ea = (0, 1, 0, ..., 0), ..., en = (0, 0,0, ..., 1) for- 
inează o bază in spaţiul R”; aceasta înseamnă că, dacă y = (Zi, Xa ..., Xp) este un punct 
din R”, atunci 


n 
X = Xi F Wata F ... F Znen = ) Xili. 
i=1 


Aşadar, orice vector x este o combinaţie liniară a vectorilor din bază, coeficienții 
combinației liniare fiind coordonatele lui x. 


=> => > 
În spațiul R?, vectorii din bază li Ea, E se mai notează respectiv ż, jf, k. Un vector 


(4, y, z) se scrie atunci v i î+yj +z zR. 


N 


3. Produsul scalar 


În afară de operațiile x -+ y şi ax al căror rezultat este un vector din R”, 
se mai defineşte o operație între vectori din R”, al cărui rezultat este însă un 
număr (scalar) ; de aceea, această operație se numeşte produs scalar. 

Fie x = (X1, Xo, o-u, Xn) SY = (Yr Va --- Yn) două puncte din 


R”. Se defineşte produsul scalar dintre y si y ca fiind numărul, notat (x]y), 
dat de egalitatea 


(x 13) = Yı F LY H -o H an = Dx: 
ZI 
Produsul scalar (x |y) este deci suma produselor coordonatelor de 
același ordin ale vectorilor x şi y. 


—- a 


Produsul scalar se mai notează, adesea, cu < x, y > saux-y. 


Observaţii. 1° În spaţiul R1, produsul scalar coincide cu produsul obişnuit: 
(x |y) = 7y. 

2° În spațiul R? şi R?, produsul scalar (x | y) coincide cu produsul scalar definit în fizică, 
şi anume produsul lungimilor vectorilor cu cosinusul unghiului format de cei doi vectori. 


Produsul scalar al vectorului x cu el însuși este 


(xix) = t+... H=) 


i=] 
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Se observă că (x | x) > 0. Avem (0 | 0) = 0; reciproc, dacă (x | x)=0, 
atunci > xi = 0, deci x; = Opentru = 1, 2, ..., n, adică x = (0,0,...,0). 

îl 

Proprietățile produsului scalar sînt următoarele : 

1) (x| x) >0; (x| x)= 0 dacă şi numai dacă x = 0; 

2) (x |y) = (y |x); 

3) (x +3912) = (x12) +012); 

4) alx |y) = («x |y) = (x | y) ; 

5) (zx |y) = (x | 2y). 

Se deduce, de asemenea, că (0 | x) = (0| x) = 0, deoarece 


(0 | x) = (0 +0] x) = (01x) + (013). 
Exemple. (ele) = 1, (ez | 22) = 1,..-, (en | €n) = 1; (ex lez) = 0; (e. | e3) =0 
(ea | e3) = 0, ..., (e; | ej) = 0 dacă ije 
1 dacă ¿i = fî 


Dacă folosim simbolul lui Kronecker, ð; = | 0 dacă i j 
aca 7 Jo 


atunci 
(e; | ej) = ðij. 


Se spune că doi vectori x şi y din R” sînt ortogonali dacă produsul lor scalar este 
zero: (x |y) = 0. Astfel, dacă ¿į z j, vectorii e; şi e; sînt ortogonali (vectorii din bază sînt 
ortogonali doi cite doi). 


4. Norma în spaţiul R” 


Pe dreaptă s-a definit distanța | x — y | între două puncte x şi y, 
cu ajutorul modulului. 

În spațiul R” se definește norma unui vector x, notată ||x||, cu aju- 
torul căreia se definește apoi distanța dintre două puncte din R”. 

Norma || «|| a unui vector x = (%1, X2, ..., Xa) este numărul dat 
de egalităţile 


| xi =) = Ve + e + TFA- Voia 


t=] 


Rezultă că: 
I| #2 = (12) = = Dat 


Aşadar, norma || x || se definește cu ajutorul produsului scalar. 
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Pentru vectorii din bază avem || e || = 1, |lesll=1, ..-, llesli=l. 


în particular, ZII =1, IJI =1, RIL = 1. 

Proprietățile normei sînt asemănătoare cu cele ale modulului : 
1) ixl > 0; || x| =0 dacă și numai dacă x = 0. 

2) jaxl] = 1%] Iæ ll 

3) x+ yll< || xil + Ily |] (inegalitatea triunghiului). 

4) ylis Iia H 


Din aceste proprietăți rezultă încă următoarele proprietăți : 


5) I — æ [| = I] x I]. 
6) [x= yll < Iz +y il. 
7) æl liyii I y i. 


Primele două proprietăți se deduc imediat din definiția normei și 
proprietățile produsului scalar. 
De exemplu, proprietatea 2 se demonstrează astfel : 


| xx || = v(ax | ax) = V æ(x | x) = lava) =|] Il% l 


Luînd apoi a = — 1, obținem proprietatea 5. Proprietățile 6 şi 7 se 
deduc din proprietatea 3 la fel ca ṣi proprietăţile corespunzătoare ale modu- 
lului. Proprietatea 4 se demonstrează astfel : 


I| xy |2 = (xy | xy) = $D y< Do y = (E eE y) = zl, 


i=1 ij=1 


de unde || xy || < || I| iy ||. Rămine de demonstrat numai proprietatea 3. 
Pentru aceasta vom demonstra mai întîi două inegalităţi. 


ze 02 o iy e 
l Cp 
Ito) < 3 7 
Pentru demonstrație se foloseşte următoarea inegalitate dintre numere 


a? b? 
| ab | < zty 


(deoarece O< (a + b) = a + b + 2ab < a + +2 ]|ab]). 
Atunci : 


| (x |y) ] -|È l< ESA Dž +2] = 


1 € 1 = 1 l 
= td a | æ+ 5 Hy IP, 


de unde rezultă inegalitatea 1. 
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Să observăm că, dacă x + 0, atunci, în baza proprietăţii 2, 
1. 
Ixi = 1. 


| | I |l 


O altă inegalitate de care avem nevoie este 

2) Imegahtatea lm Schwarz: | (x |y) is Ixi iy il. 

Dacă || x || ||] y || = 0, atunci sau ||x || = 0, deci x = 0, sau || y || = 0, 
deci y = 0. În ambele cazuri avem (x | y) = 0, deci inegalitatea lui Schwarz 
este verificată cu egalitate. 


Să presupunem acum că || x || Iy || = 0; atunci || x || = O sṣi || y [#0 


i E TPI] Mă 2, |=: p 


Să aplicăm inegalitatea 1 vectorilor 


æ 
— y 
Iæ l Hæ 


, _Y_ 
x! = — 
Ti 5 y ou 


ținînd seama de faptul că ||x'||=1 şi |y] = 1: 
1 


piy Ha dyiP 1, i 
æy ==, 


alias 


Înmulţind ambii membri cu || x|] I] y || se obține inegalitatea lui 
Schwarz. 
Putem acum trece la demonstrarea inegalităţi triunghiului : 


x+y l= (xyz roy) = el) t aly) + 219) s 
< ilet Hyi +2 (zl) le PA le ZI zl = 
= (|| x I + Iy I3, 


xy i t y I 


adică 


de unde 


Observatii. 1° În spațiul R! = R, norma ||x|| a unui număr x este egală cu mo- 


dului său |x]: 
Izi = Vila = Vz z= V# = jal. 
2 În planul R? avem 
Irl = Va F ai 


Norma ||x|| reprezintă distanța de la origine la punctul v. Inegalitatea triunghiului 
exprimă în acest caz faptul că într-un triunghi o latură este mai mică decît suma celorlalte 
două laturi. 
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De asemenea, în spațiul R? norma ||+|| = V ză + 43 + 42 reprezintă distanța de la origine 
la punctul x (lungimea vectorului de poziție al punctului 2). 

3° Un spaţiu vectorial E pe care s-a definit o normă ||x|| cu proprietăţile 1, 2 și 3 se 
numește spațiu vectorial normat sau spațiu normat. Dacă, în plus, E este o algebră, iat norma 
verifică şi condiţia 4, atunci E se numeşte algebră normată. 

Așadar R” este un spafiu normat şi chiar o algebră I 
normală. Zr 

Pe spațiul R” se pot defini şi alte norme, de exemplu 


n 
Mall, = Izal + lel + o la] = YO ail 
i=l „ 
sau 
Ilzi] a = sup [4|. 
1C1i<n 
Cînd vrem să facem distinctie, norma definită mai 
înainte se notează || ||z: 


zl = VA si, Fig. 129 
î=l 


Se poate”arăta că; |lăll, şi |lzlia verifică proprietăţile 1, 2 și 3 ale normei. 

Cele trei norme siut diferite şi definesc, pe același spațiu vectorial R”, spaţii normate 
diferite. 

În continuare, cînd va fi vorba de spațiul normat R”, se va subînţelege că ne re- 
ferim la norma ||+||,. 

Din punct de vedere topologic, cele trei norme sînt însă echivalente, în sensul că definesc 
aceeaşi topologie pe R3. Mai precis, convergența, mulțimile deschise, mulțimile închise etc. 
sînt aceleaşi , oricare ar fi norma folosită. 


4° Norma ||+||, a fost dedusă din produsul scalar |||la = Vær). Normele  ||+||, 
și |lz|lo nu se pot însă deduce dintr-un produs scalar. 


5. Distanţa în R” 


Cu ajutorul normei se poate defini în R” distanța dintre două puncte 
la fel cum s-a definit în R! distanța cu ajutorul modulului. 


Prin definiție, distanța d(x, y) dintre două puncte x şi y din R este 
dată de egalitatea 


d (x, y) = Ilx — y Il. 
Proprietățile distanței se deduc imediat din proprietățile normei: 
1) d(x, y) > 0; d (x, y) = 0 dacă şi numai dacă x = y; 
2) d (x, y) = d (y, x) ; 
:3) d (x, y) < d (x, 2) + d (y, 2) (inegalitatea triunghiului). 
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Să demonstrăm ultima proprietate: 
d (x, y) = |x — yll = x — z +z — yil < Ilx — zll + ll — zll = 
= d (x, z) + d (z, y). 


Observații. 1° Dacă pe o mulţime E s-a definit o funcție reală (x, y) —> d(x, y), 
(x, y EE), cu proprietățile 1, 2 şi 3 de mai sus, această funcție se numeşte metrică sau 
distanță, iar E se numeşte spațiu metric. 


Pe un spațiu normat se poate defini o distanță cu ajutorul normei, d (x, y) = |lz — yll. 
Un spațiu normat este deci şi un spațiu vectorial metric. 


Există însă spații vectoriale metrice, în care distanța nu poate fi dedusă dintr-o normă. 


2° Pe spațiul R”, normele ||]|,, || 2 [la şi Iļx|ļo definesc distanțe diferite. În continuare 
vom considera pe R” numai distanța definită de norma ||x||a. 


3° Pe dreapta reală, unde norma este egală cu modulul, avem d (x, y) = |x — y |, 
deci distanţa definită mai sus este aceeaşi cu distanța obişnuită. 


În planul R? avem 


d(x, y) = Ilx — yil = V (a — Aa)? + (Yi — Ya)?, 


deci aceasta este distanța obişnuită între două puncte din plan. 


§ 2. Topologia în R” 


1. Vecinătățile unui punct din R” 
< 


Fie n intervale pe o dreaptă, I, I}, ..., Ip. Produsul lor cartezian 
I= xIx... XI, C R” se numeşte interval n-dimensional: 


I = f(x, Xa o.o, Xn) Xa Su Xa E In o.o Xn E Inb 
Intervalele 7}, Ia} ..., In 


BAU WUA A WUU e enion taturile „intervalului 
Z / ii i aia 


| Laturile unui interval n- 
dimensional pot fi închise la un 


capăt sau la ambele capete 


O i T 
7 / | 
ZZ mărginite sau nemărginite. 
// / pA În planul R?, un inter- 


val bidimensional cu laturile 
Fig. 130 mărginite este un dreptunghi. 
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În spaţiul R?, un interval tridimensional cu laturile mărginite este 
un paralelipiped. 

Dacă toate intervalele I, Io, ..., I„ sînt deschise, atunci I se numeşte 
interval n-dimensional deschis (fig. 131). 

Dacă toate intervalele 
I, În, ..-, I„ sînt închise, 
atunci I se numeşte tn- 
terval n-dimensional închis 
(fig. 132). 

Dacă toate intervalele 
I, Io, ..., I„ sînt mărgim- 
te, atunci I se numeşte tn- 
terval n-dimensional mär- 
ginit (fig. 133). 

n continuare, prin 
interval n-dimensional vom 
înțelege interval n-dimen- 
sional deschis și mărginit, 
afară de cazul cînd se va 
specifica în mod expres 
contrariul. 

Fie acum a un punct 
din spațiul R” şi 7> 0 
un număr. 

Vom numi sferă (des- 
chisă), cu centrul în e şi 
raza 7, mulțimea 


V„(a) = {x| x & R", 


Ix — a]l <y} 
formată din toate puncte- 
le x & R” — a căror dis- 


tanță la a este <7. 

În cazul spațiului R? = R, o sferă V,(a) este un interval (a — r,a + r) 
cu centrul în æ. 

n cazul spațiului R? o sferă V,(a) este un cerc cu centrul în a şi raza 

r (punctele din interiorul cercului, fără punctele de pe circumferință). 

În cazul spaţiului R°, o sferă V, (a) este o sferă cu centrul în a şi raza 7 
(punctele din interiorul sferei, fără punctele de pe suprafața sferei). 

Mulțimea 

W,(a) = {x| x & R*, jix —all< r) 


se numeşte sferă închisă cu centrul în a şi raza 7. 


În continuare, cînd va fi vorba despre sfere, se va subînțelege că sînt 
sfere deschise. 
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= Propoziţie. Orice sferă cu centrul în a conţine un interval n- 
dimensional care conține pe 4 şi, reciproc, orice asemenea interval conţine 
o sieră cu centrul în a. 


Fig. 134 


Fie V,(a) o sferă cu centrul în a şi cu raza 7; avem: x & V,(a) aacă 
și numai dacă || x — a || <7 sau 


VÈ Xi — 4; 2 <r, 
i=l 


unde x = (Xi, Xo, ..., Xp) Si a = (li, Ao, e... 
Să considerăm acum intervalele unidimensionale : 
I, =la, — —, a z)h o= fa —— a z=); 
1 jax Vn T Ty ” ” Vn n ET 
fie I =— 1, XLIX... XI, Evident, a €E Ip ...,&, G I „ deci al. 
Să arătăm că I C V,(a). Fie x e I oarecare. Aceasta înseamnă că y, &l, 
sau |x; — 4;| <, i= 1,2,..., 1. 
Vn 


2 . 
Atunci |x; — a;[? TR” deci 
n 


adică || x — a || <r, sau x € V,(a). Aşadar, I C V,(a). Reciproc, fie I = 


=], X Ia X ... X I, un interval n-dimensional care conține pe a; inter- 
valul 7 conține un interval J = Jı X Ja X ... X J, cu centrul în aq, și 
cu intervalele J}, ..., Jp de aceeași lungime: 


Îi = (a — ra +7) Cl, n: Jp = (an — T, an +r) Cl 
Să arătăm că V,(a) C J, de unde va rezulta că V,(a) C I. 
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Într-adevăr, dacă x & V,(a), atunci || — a|| < y sau 


deci 20 (x; — a)? <7? şi atunci, cu atît mai mult |x; — a|? <72 sau 


i=l 


x; — aj <r, t=1,2,...,7, 
adică xı E Jr Xa E Jo ..., %, E Jn de unde x & J. Aşadar, V,a CJCI. 


Definiție. Se numeşte vecinătate a unui punct a & R”, orice 
mulțime care conține o sferă V,(a) eu centrul în a. 


Evident, orice sferă cu centrul în a este o vecinătate a lui a. Din 
propoziția precedentă deducem că orice interval n-dimensional care conține 
pe a este o vecinătate a lui a. Mai mult, din propoziția precedentă rezultă 
imediat următoarea 


Propoziție. O mulţime V este vecinătate a unui punct a & R”, 
dacă şi numai dacă există un interval n-dimensional Z, astfel ca a & IC V. 


Vecinătățile unui punct 
a E&E R” au aceleași proprietăți ca V, (a) 
şi vecinătățile unui punct de z 


pe dreaptă. 7 ) pa N 
SE, 


I 


Observație. Cu ajutorul norme- og 


n 
lor Ilzi = > "Ii şi lila = sup lil 
ici 1<i<n 


se pot defini de asemenea sferele” 


Vr(a) = {xix ER, ll — allı <7} şi 
V” (a) ={x|x ER, |z — allo < r}. Fig. 135 


LA 
Fiecare din acestea defineşte ace- 
eași topologie pe R” ca şi vecinătățile 
precedente. y 1 
În plan, Vi(a) este un pătrat cu 
centrul în a, cu diagonala 2y şi laturile 
paralele cu bisectoarele axelor de coor- 
donate. Ar putea fi numită vecinătate 


| 
rombică. | 
Tot în plan, V; (a) este un pă- ZI DI, III, O E O O 
trat cu centrul în a şi latura 27, cu la- — 
turile paralele cu axele. Se numește veci- êr 
nătate pătratică. Fig, 


35 — Analiza matematică, vol. 1 
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2. Mulţimi deschise 


O dată definite vecinătățile unui punct în spaţiul R”, toate conside- 
rațiile relative la mulțimile de pe dreaptă se transpun fără nici o modificare 
la mulțimi din R”. Demonstraţiile relative la mulțimile de pe dreaptă, în 
care intervine modulul |x|, se transpun de asemenea în spaţiul R”, înlo- 
cuind modulul |x| cu norma ||x|| (adică folosind vecinătățile sferice). 

Fie A o submulțime a spaţiului R” și un punct a & 4A. 

Vom spune că a este punct interior al lut A, dacă există o vecinătate 
V a lui a, conținută în A, 

as VCA, 


adică dacă A este ea însăși o vecinătate a lui a. 

Mulțimea punctelor interioare ale lui A se numeşte interiorul lui A 
şi se notează Int A sau Å. Evident, AC A. 

O mulțime este deschisă dacă este formată numai din puncte interioare, 
adică dacă este egală cu interiorul său, A = Int A. Aşadar, o mulțime 
este deschisă dacă şi numai dacă este vecinătatea fiecărui punct al său. 


Exemple de mulţimi deschise: sferele (deschise), intervalele deschise n-dimensionale, 
mulțimea vidă Ø, spațiul total R”. 


Se demonstrează ca şi pentru mulțimile deschise de pe dreaptă că: 

1) Reuniunea unei familii oarecare de mulțimi deschise este o mul- 
time deschisă. 

2) Intersecţia unei familii finite de mulțimi deschise este o mulțime 
deschisă. 


Propoziţie. Proiecțiile unei mulțimi deschise G C R” sînt 
multimi deschise pe dreaptă. 

Fie G, = pr,G. Să arătăm că G, este formată numai de puncte interioare, de unde va 
rezulta că G, este deschisă. Fie +, EG, oarecare. Există un punct x € G aștfel ca x, = praz. 
Dar G este deschisă, deci z este punct interior al său. Există deci un interval n-dimensional 
I a lui x, astfel ca x» €&€ I C G. Trecînd la proiecții, obținem prx €epr,ICpr,G, adică, notind 
I, = pr, avem 4, € I, CG, şi I, este un interval deschis, deci 2, este un punct interior 
al lui G,. 

Pentru celelalte proiecții, demonstrația se face la fel. 


3. Mulţimi închise. Frontieră 


Un punct a & R” este aderent mulțimii A, dacă orice vecinătate V 
a lui a conține cel puțin un punct x SA, adică dacă 


yV Q 4A =ø. 


Dacă a a Á, atunci a este punct aderent al lui A, pentru că, oricare 
ar fi vecinătatea V a lui a, avem a & V N A (eventual putem avea VAA = 


= {a}). 
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Pot exista însă puncte aderente mulțimii A, fără să aparțină lui A. 

Mulțimea punctelor aderente lui A se numește aderenţa lut A, sau 
închiderea lui A şi se notează Å. 

Evident, A C A. _ 

O mulțime A este închisă dacă este egală cu închiderea sa, A = A. 

Se demonstrează ca şi pe dreaptă că o mulțime A este închisă, dacă 
și numai dacă complementara sa GA este deschisă. 


Exemple de mulţimi închise: sferele închise W,(a), intervalele închise n-dimensionale, 
R”, O, mulțimile finite. 


De asemenea, se demonstrează ca şi pentru mulțimile închise de pe 
dreaptă că: 

1) Reuniunea unei familii finite de mulțimi închise este o mulțime 
închisă. 

2) Intersecţia unei familii oarecare de mulțimi închise este o mul- 
time închisă. 

Un punct a & R este punct frontieră al lui A, dacă este aderent 
atit lui A, cît şi lui CA, adică dacă orice vecinătate V a lui a conține 
şi puncte din A şi puncte din CA, V N 4 = Ø, VOICA =ø. 

Mulțimea punctelor frontieră ale lui A se numeşte frontiera lui A 
și se notează Fr A. 


Avem Fr A = FIQA şi FrA = Å — Int A. 


4. Puncte de acumulare 


Un punct a & R” este punct de acumulare pentru mulțimea A, dacă 
orice vecinătate V a lui a conține cel puțin un punct x — a din A. Un punct 
de acumulare al lui A poate să aparțină lui A, sau să nu-i aparțină. 

Rezultă că orice punct de acumulare al lui A este în acelaşi timp 
punct aderent al lui A, deci mulțimea punctelor de acumulare ale lui A 
este conținută în închiderea A al lui A. 

Un punct a aderent lui A(a & 4), care nu aparține lui 4, (a Æ A), 
este în mod necesar punct de acumulare al lui A. 

Punctele lui A nu sînt în mod necesar puncte de acumulare ale lui 
A. Punctele lui A care nu sînt de acumulare se numesc puncte tzolate. 
Așadar, un punct b & A este punct izolat, dacă există o vecinătate V a 
lui b, care nu mai conține uici un alt punct din A, afară de b: 


V NA = fh. 


Se demonstrează, ca şi pe dreaptă, că a este punct de acumulare al 
lui A, dacă şi numai dacă, orice vecinătate a lui a conține o infinitate de 
puncte din A (adică mulțimea V fN A este infinită). Rezultă că o mulțime 
finită nu are nici un punct de acumulare. 

O mulțime A este închisă dacă şi numai dacă își conține toate punc- 
tele sale de acumulare. 
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5. Mulţimi mărginite. Mulţimi compacte. 
Mulţimi conexe 


Se spune că o mulțime A C R” este mărginită, dacă există o sferă, 
pe care-o putem presupune cu centrul în origine, care conține mulțimea A. 
Aceasta înseamnă că există un număr M astfel încît pentru orice x SA 
y să avem ||x]| < M. 


A spune că mulțimea A este 
mărginită înseamnă, de asemenea, că 
sup ||] < + e. 

LEA 


Observație. Deoarece în spațiul 
R” nu mai avem o relație de ordine, nu se 
Z) mai pot defini mulțimi majorate sau minorate, 


şi nici marginile unei mulţimi. 


Mulţimile închise şi mărginite 
g To n D, 
din R” se numesc mulțimi compacte. 
Orice mulțime finită este închisă și măr- 
ginită, deci este compactă. 
Orice sferă închisă și orice interval n-dimensional închis şi mărginit sînt mulțimi com- 
pacte. 
Sferele deschise şi intervalele deschise n- dimensionale nu sint compacte. 


Fig. 137 


O mulțime A C R este conexă, dacă nu există nici o pereche de mulțimi 
deschise Gi şi G, astfel ca: 


ACGUG, A NAGDAANG Øi A NG) NU NG) =. 


În limbajul obişnuit, a spune că mulțimea A este conexă revine la 
aceea că „este formată dintr-o singură bucată”. 

Sferele şi intervalele n-dimensionale sint conexe. 

În plan, o coroană circulară este conexă. 

O reuniune de două cercuri închise și disjuncte nu este conexă. 


O mulțime deschisă şi conexă se numeşte domeniu. 


§ 3. Şiruri de puncte din spaţiul R” 
l. Şiruri convergente. Proprietăţi 


O funcţie f: N — R” definită pe mulțimea N a numerelor naturale, 
cu valori în R”, se numeşte șir de puncte din spațiul R". 
Vom nota un șir de puncte din R”, ca de obicei 


Xis Xo, ba e} XR; . > œ 


sau, prescurtat: (x;)zey sau, mai simplu, (x). 
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Sirurile convergente de puncte din R” se definesc la fel ca şirurile 
convergente de numere. 


Definiție. Un punct x, & R” este limita unui şir (x,) de puncte 
din R”, dacă în afara fiecărei vecinătăţi a lui x, se află cel mult un număr 
finit de termeni ai şirului. Se serie lim x, = x Sau x, — %o. 


k= œ 
Dacă V.(xo) este o vecinătate a lui xp, atunci relația x & V.(xo) 
este echivalentă cu || x} — Xo || < €. 
Obținem astfel o definiție echivalentă a limitei unui șir de puncte 
din R”, dată de: 


Propoziția 1. Un punct x, & R” este limita unui şir (+) de 
puncte din R”, dacă şi numai dacă, pentru orice număr e >> 0 există un număr 
N (e), astfel încît oricare _ar fi k > N(e) să avem ||x, — xol] < e. 


Din propoziția următoare rezultă o definiție echivalentă cu 'cea de 
mai sus, în care se foloseşte convergența șirului normelor, care este un 
şir de numere. 


Propoziția 2. limax = % dacă şi numai dacă lim ||x} — %l| = 0. 


k= o k= 


Demonstrația rezultă imediat din propoziția 1. 
Șirurile care au limită se numesc șiruri convergente. 


Toate proprietăţile şirurilor convergente de numere, în care nu inter- 
vine relația de ordine, se păstrează şi pentru șirurile convergente de puncte 
din spaţiul R” şi demonstrațiile sînt aceleași sau se deduc, mai simplu, 
din proprietățile corespunzătoare ale şirurilor de numere: 


1) Limita unui Şir convergent este unică. 


= 


Să presupunem, prin absurd, că 24 — xo Şi x=» x% iar xo = x. Aceasta înseamnă 
că || zk — xo ll — 0 şi || zg — xg ii — 0. 


Atunci 
|| Zo — xo I| = Í| o — xk + xk — sll < Ilo — zil + Ilg — 2510 


şi pe baza criteriului de convergență de la şirurile de numere rezultă că || xo — xi || = 0, 
adică 4, — xg = 0, ceea ce contrazice presupunerea că xo z 4. 


2) Criteriu de convergență. Fie (%,;) un sir de numere. Dacă 
|| te — Xo l| < ap, k EN şi ap >0, atunci ap > %o. 


Într-adevăr, pe baza criteriului de convergență de la şirurile de numere, rezultă 
că || xg — xo || — 0, deci zy — xo. 


: 3) Dacă xr => xo, atunci || 33 || = || xo ||: 


| lim x; || = lim || x |l. 
k= œ k= 0 
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Demonstrația rezultă din inegalitatea 
|H g Îl — Io ll is Îl ze — zel] 
folosind criteriul precedent. 
Observaţie. Dacă |x| > ||zoll, nu rezultă că şirul (4) este convergent. 


Dacă însă ||| — 0, atunci x, —> 0. 


= 4) Orice șir convergent (x) de puncte din R” este mărginit, adică există 
un număr M astfel ca || xl << M, oricare ar fi k EN. 


Într-adevăr, dacă xp — 2, atunci |lzz|| — Ilxoll. 
Așadar, şirul de numere (||x}||) este convergent, deci este mărginit : există atunci un nu- 
măr M > 0, astfel ca ||y|| < M, oricare ar fi k EN. 


Observație. A spune că un şir (47) de puncte din R” este mărginit, revine la a spune 
că şirul de numere format cu normele (||+||) este mărginit. 
Dacă şirul (+) este mărginit, nu rezultă că este convergent, 


5) Dacă xp > Xo ȘI Yk > Yo, atunci Xa + Yr — Xo +H Yo: 


lim (xr + yk) = lim xp + lim yr. 
h=% 


kao 
Într-adevăr 


Ilze + Yk) — (o — Yo) Il = Ilk — 2o) + (Yk — Yo Il llk — Zoll + le — Yoll. 


Prin ipoteză, |!xą — žl — 0 şi |lyz — Yo || —»0, deci Ilg — xa || + llyg — Yoll —> 0. Pe baza 
criteriului de convergență deducem atunci că zg + Yg = xo + Yo 

Proprietatea este adevărată şi pentru suma mai multor şiruri convergente. 

6) Dacă xr > Xo ȘI Yp > Yo, lunci XkhYk —> XoYo: 


lim (Xr Yk) = lim Xp lim yz 


k= o 


Într-adevăr, 
Hry = yal = Iir vs — y) + ir — ryo ll shel Hys — or il: — xal Hyl => ). 


7) Dacă x, = xo Și Y, > Yo, atunci (Xr | Yr) > (xo Yo): 


lim (xr | yr) = (lim x, | lim ya) = > lim x; lim Yir 


k= o k= 00 =1l kao k= œ 
8) Dacă x, —> Xo ŞI Ak — Ao, (Xr, Qo GR), atunci au > Ao% : 
lim (apă) = lim a, - lim xp. 


k= 00 k= œ k= o 


Într-adevăr, 


lla% — %o%o |!| = [læg(*k — 0) + (ak — &o)Zoll < ll |lza — Zo || + lg — ol lol — O. 


În particular, luînd a, = a pentru orice k, rezultă că dacă x, — %o, 


atunci axr > AXy: 
lim (ax) = a lim xz. 


R- œ k= œ 


ȘIRURI DE PUNCTE DIN SPAȚIUL R” 551 


Pentru a = — 1 deducem că, dacă xr > Xo atunci — %ą => — Xa: 
lim (— Xp) = — lim Xg. 
k= o k= œ 


Folosind apoi proprietatea 5, rezultă că: 
dacă xe —> Xo Și Yk > Yo, atunci Xr — Yr > Xo — Yo: 
lim (xk — y) = lim x, — lim yz. 
k= œ k= œ% 


k= œ 


Observație. Mulțimea şirurilor convergente de puncte din R” este o algebră, iar 
operația de trecere la limită este liniară şi multiplicativă. 


x 9) Orice subșir al unui șir convergent este convergent şi are aceeași limită, 


Demonstrația se face la fel ca pentru subşiruri ale şirurilot numerice, folosind definiția 
cu vecinătăți a limitei. 
` 10) Prin schimbarea ordinei termenilor unui şir convergent se obține 
tot un sir convergent şi cu aceeași imită. 


Pentru demonstraţie se folosește definiția cu vecinătăți a limitei. 
Se demonstrează la fel următoarea proprietate : 


__ 11) Prin scoaterea sau adăugarea unui număr finit de termeni, la un 
șir convergent, se obtine tot un șir convergent și cu aceeași limită. 


12) Un punct a E R” este punct de acumulare al unei mulțimi A & R” 
dacă sı numai dacă există un sir xp} > a, format din puncte distincte din A. 


Demonstrația se face la fel ca şi pentru mulțimi de numere, folosind vecinătăţile V}(a), 
k = 1,2,3,... 


13) O mulțime A e R" este închisă dacă și numai dacă, o dată cu 
orice șir convergent de puncte din A, limita șirului aparține de asemenea lut A. 


Demonstrația este identică cu cea de la mulțimile de numere. 


2. Şiruri fundamentale. Criteriul lui Cauchy 


Definiție. Un şir (22) de puncte din spațiul R” este un șir fun- 
damental (sau şir Cauchy), dacă pentru orice număr s > 0 există un număr 
N (e), astfel încît oricare ar fi p > N (e) şi q4 > N(e) să avem . 


|| xp — ll < e. 


Orice șir convergent de puncte din R” este un şir fundamental. 
Demonstrația se face ca şi pentru şiruri de numere, înlocuind modului 
cu norma. 


Observaţie. Toate proprietățile precedente rămîn valabile pentru şiruri de puncte 
dintr-un spațiu normat oarecare, 

Proprietăţile în enunţul și demonstraţia cărora n-a intervenit norma, ci numai vecină- 
tăţile, rămin valabile în spaţii topologice mai generale. 
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Pentru demonstrarea criteriului lui Cauchy pentru şiruri de puncte 
din R” avem nevoie de o propoziție care stabileşte o legătură între limita 
unui şir de puncte din R” și limitele şirurilor de coordonate. 


Această propoziţie este de asemenea utilă pentru a da demonstraţii 
mai simple pentru alte proprietăți. 
Pentru a evita confuziile, dacă x este un termen al şirului (x:)ren 


de puncte din R”, vom nota cu x, sau %; coordonata sa de ordin 7, 
= 1,2, 


Xk = (Xiks Xok» s...) nk). 
Aşadar, Xir = Pr, 1 = 1, 2, 


Propoziția 1. Un şir (rea de puncte din R” are limita a & R” 
dacă şi numai dacă, pentru fiecare ; = 1, 2, ..., n, şirul coordonatelor 
(SirlreN are limita a, = pr;a. 


Pentru demonstrație se folosesc inegalitățile : 


|a; |< Va Dal 


Prima inegalitate rezultă astfel: 


n n 
x2 < 9 ai, deci |a, | va Va 
i= 1 i Í 


A doua inegalitate rezultă astfel: 


Da = Sai D lallul=[Ela]]. 


deci 


Vom folosi aceste inegalităţi luînd 


X; = Yik — A tT = 1,2,..., n; k = 1, 2, 3, 


4 


Atunci 


n n 
Xi — 4 |< VÈ ca — a; d Xik — A; | 
t= += 
sau 


za — a; |< ll —all< <Plra— tl k = 1, 2,3, 
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Dacă x, > a, atunci x} — a —> 0 şi deci, conform criteriului decon- 
vergență de la şirurile de numere, rezultă 


Xik -> 4; 
pentru fiecare proiecție, 2 = 1, 2, ...,n. 
Reciproc, să presupunem că 
ah > VEF Xop > do, e.) Xyk > a. 
Atunci 
| xı — dal DO, | ar — 4 | —> 0, oe Knk — An | DO, 


n 
deci a xe — a, |—> 0. 


Din inegalitățile de mai sus rezultă atunci că 
[| x, — a || > 0, adică x, ~> a. 

Observații. 1° În cazul planului R?, unde un punct este notat 
(x,y), x şi y fiind coordonatele sale, propoziția precedentă se transcrie 
astfel : 

Xn —> Xo 
Yn > Yo- 
Iar în cazul spațiului R?, propoziția precedentă se transcrie astfel: 


(an Ya) > (Xo Yo) ol 


Xy — Xo 
(3, Yn» 24) —> (Xo Yo Zo) & Yn Yo 


2° Din propoziția precedentă rezultă de asemenea următoarea defi- 
niție echivalentă a unui şir convergent de puncte din R”: 


lim x; =a, dacă și numai dacă, pentru orice număr s > Q, există un 


k0 
număr N (e), astfel încît pentru orice k > N (e) să avem | xy — a; | < £, oricare 
ar fi t= 1,2,..., 7. 

Această definiție se poate deduce, de altfel, din definiția cu veci- 
nătăți, folosind numai vecinătățile pătratice. 


Criteriul lui Cauchy. Un şir (xex de puncte din R” 
este șir convergent dacă și numai dacă este șir fundamental. 


Dacă (x,) este un şir convergent, atunci el este şir fundamental, după 
cum s-a specificat mai înainte. Reciproc, să presupunem că (x,) este şir 
fundamental şi să arătăm că este convergent. Se folosesc inegalitățile: 


t=1,2,..., A 


X:n — Xa l< lx — x 
| tp — al< lol aa 
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Deoarece (x,)rew este șir fundamental, pentru orice număr e > 9 
există un număr N(e) astfel încît, oricare ar fi 2 > N(e) și q> N(e), s 
avem ||% — %;l| <£, şi cu atît mai mult |x; fal - <e, t=], 2, ...,n. 
Aşadar, fiecare şir de coordonate (x,)ren, 4 = 1, 2, ..., n este un şir fun- 
damental de numere, și deci este convergent : 


Kik y Ai» Xok p” Ao, <<. 9 Knk Fid Ape 


Conform propoziției precedente, șirul (%,) este convergent şi are limita 
a = (ay, Ga, =: da). 
Observaţii. Un spaţiu metric în care fiecare şir fundamental este convergent se 


numeşte spațiu complet. 
Un spaţiu normat complet se numește spaţiu Banach. 


O algebră normată completă se numește algebră Banach. 

Rezultă că spațiul normat R” este complet, deci este un spațiu Banach. 

Un spaţiu Banach în care norma se poate deduce dintr-un produs scalar se numeşte 
spaţiu Hilbert. Un spaţiu Hilbert cu n dimensiuni se numeşte euclidian n-dimensional. 


Rezultă că spaţiul Banach R”, cu norma |||], = V (zix). este un spațiu Hilbert, cu n 


dimensiuni, adică un spațiu euclidian n-dimensional. 
n 


R” este de asemenea un spațiu Banach pentru normele |||], = >> lz;l şi IIzila = sup lil: 
i=l Isis 
Aceste norme nu se pot deduce dintr-un produs scalar deci, pentru aceste norme, R” nu este 
spaţiu Hilbert, 


3. Lema lui Cesăro. Teorema lui Weierstrass-Bolzano. 


Teorema lui Borel-Lebesgue 


Lema lui Cesăro. Orice şir mărginit de puncte din R” conţine 
un subşir convergent. 


Pentru simplificarea scrisului, vom da demonstrația acestei leme în 
cazul spațiului R3. 
Fie (Xu, Y Zane Un şir mărginit din R?. Din inegalitățile 
Ă | < (i Ym Za) I, 
[Yal < I (me Yn Zn) ll 
[Za] < II (Zn Yn Za) Il 


rezultă că şirurile coordonatelor, (x,„), (9,), (Za), sînt de asemenea mărgi- 
nite, deci li se poate aplica lema lui Cesâro pentru şirurile numerice. 


Sirul (x,„), fiind mărginit, conţine un subşir convergent 
Kn —> Xo 
Să extragem din şirul (y„) subşirul (y„) format din termenii care au 


aceiaşi indici ca şi cei ai subşirului (x„) în şirul (x,). 
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Subşirul (,) este de asemenea mărginit, deci conține un subșir con- 
vergent 


In Yo. 


Să extragem din şirul (£,) subșirul (z, ) format din termenii care au 
aceiaşi indici ca şi cei ai subşirului (y,) în șirul (>,). 


Subșirul (z) este de asemenea mărginit, deci conține un subşir con- 
vergent 


trt 


Să reținem din şirurile (x,) și (Y,„) acei termeni care au aceiaşi indici 
ca şi cei ai subşirului (2, ) în şirul (2,). Obținem subşirurile (xp) şi (yn). 


Cum (4, ) este și subşir al şirului (x), avem 


71! 
Ka — Xo 


De asemenea, deoarece (y,,') este ṣi subşir al şirului (y, ) avem 


210 


Yn > Yo 


Atunci ((Xn , Yn , Zn ))}nen este un subşir convergent al şirului inițial 
(3 Yn» Zn) jnen : 


( 141 tte trt 


Xn > n > în ) > (Xo Yo Zo) 
Şi lema este demonstrată. 


Teorema lui Weierstrass- Bolzano. Orice multime 
mărginită şi infinită are cel puțin un punct de acumulare. 


Deoarece A este infinită, putem extrage un şir (34) de puncte dis- 
tincte din A. Şirul (x) este mărginit, deoarece A este mărginită. Conform 
lemei lui Cesăro şirul (x,) conține un subșir convergent 


Ýnk — Xo 


Rezultă că fiecare vecinătate a lui x, conține o infinitate de termeni 
ai subşirului (x), adică o infinitate de puncte din A, deci x, este punct 
de acumulare al mulțimii A. 


Propoziţie. Dacă mulţimea A C R” este compactă, atunci pro- 
iecțiile sale A,, Á», ..., A, sînt mulţimi compacte pe dreaptă. 

Deoarece A este compactă, este mărginită; proiecţiile sale A,, Ap ..., sînt de aseme- 
nea mărginite. 

Rămine de arătat că proiecţiile sint mulțimi închise. 

Vom face demonstraţia numai pentru mulțimea A,. 

Fie %1} > un şir convergent de puncte din A,; să arătăm că şi limita sa a, aparține 


lui A,, de unde va rezulta că A, este închisă. 
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Deoarece xp E 4, există un șir (44) de puncte din A, ale căror proiecţii pe prima axă 
sînt termenii șirului (2) 


Şirul (x) este mărginit (deoarece A este mărginită). El conţine deci un subşir conver- 
gent x, > > b şi, deoarece A este închisă, limita șirului aparţine de asemenea lui 4, b E4. 


Atunci 2, —> b, şi deoarece b E A, avem b, € 4.. 
p 


Dar (+, kp) pen este un subşir al șirului (7,7), deci are aceeași limită, "a, > a; li- 
mita unui şir convergent fiind unică, rezultă că a, = b, şi deci a, € 4.. 
Observație. Dacă toate proiecţiile 4, 4, ..., An sînt mărginite, rezultă că şi 


A este mărginită. Dacă toate proiecţiile sint închise, nu rezultă însă că şi A este închisă. Aşa- 
dar, dacă proiecţiile sînt compacte, nu rezultă că A este compactă. 


Teorema lui Borel-Lebesgue. Din orice acoperire cu 
mulțimi deschise a unei mulţimi compacte A C R”, se poate extrage o acope- 
rire finită a mulţimii A. 


Fie (G,) o familie de mulțimi deschise care acoperă pe A. Pentru 
fiecare punct x S A, există o mulțime deschisă G, din familie, astfel ca 
x &G,; x este deci punct interior al lui G,. Există atunci o vecinătate 
dreptunghiulară ], a lui x, astfel ca x a 1, CG,. Am obținut astfel o familie 
de vecinătăți dreptunghiulare (],) care acoperă pe A. 


Să notăm Á Áz, ..., A, proiecţiile mulțimii compacte A. Aceste 
proiecții sînt de asemenea mulțimi compacte. 

Fie (1), (12), ..., (2) familiile de intervale deschise liniare, obținute 
cu proiecţiile intervalelor n-dimensionale ale familiei (1). Familia (1) 
acoperă mulțimea compactă A,, (i = 1,2, ..., n), deci conform teoremei 
lui Borel-Lebesgue de pe dreaptă, există un număr finit de intervale din 
(IÅ) care acoperă pe A,. Intervalele n-dimensionale de forma I, = Ia, X 
x IX ... X Ii, formate cu acele intervale care acoperă respectiv mul- 
timile A,, Áz, ..., Ap, sînt în număr finit. Aceste intervale n-dimensionale 
acoperă mulțimea A, X Aa X ... X Á, şi cu atît mai mult mulțimea A, 
deoarece A C A, X AX... X AÁ, Fiecare asemenea interval I, este 
conținut într-o mulțime G,. Obţinem astfel un număr finit de mulțimi G, 
care acoperă mulțimea A. 


Observaţie. Teorema reciprocă este de asemenea adevărată. Așadar: 


O mulțime A C R” este compactă dacă şi numai dacă, din orice acoperire a lui 4 cu 
mulțimi deschise se poate extrage o acoperire finită. Într-un spaţiu topologic oarecare, acest 
enunţ se ia ca definiție a mulțimilor compacte. Într-un spaţiu normat cu o infinitate de dimen- 
siuni, o mulţime închisă şi mărginită poate să nu fie compactă, 
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§ 4. Funcţii definite pe mulţimi din R” 


l. Funcţii vectoriale de variabilă vectorială 


Fie E o mulțime din R” și f: E > R” o funcţie definită pe E cu 
valori în spațiul cu m dimensiuni. 

Argumentul funcției f este un vector din R”, iar valorile funcției sînt, 
de asemenea, vectori. Spunem că f este o functie vectorială de variabilă 
vectorială. 

O variabilă vectorială x din R” este echivalentă cu n variabile reale 
Xis Xa, -.-., X (care sînt coordonatele lui x). 


Valorile funcției se notează 
f(x) sau f(x, Xa, .--, Xp), 


iar funcţia f se mai numeşte funcția (vectorială) de n variabile reale. 
În cazul cînd R” = Rt, f este o funcție reală de n variabile reale. 


Exemple. 1) Funcţia proiecție prilis Xo = is Xp) = x% este o funcţie reală de n variabile 


reale. De asemenea, proiecţiile pra(%,, Xa, ..., Zn) = Xo ..., Pola, Xa o n) = n Sînt funcții 
reale de n variabile. 

2) Funcția sumă f(x, Xa .-., n) = %1 +a t... +y şi funcția produs f(x, 42..., 
Xp) = Xa e... Xn sînt funcţii reale de n variabile reale. 


Fiind dată o funcție vectorială f: E — R”, putem obţine m funcţii 
reale fi, fa, .--, Jm definite pe E, prin compunerea funcției f cu funcțiile 


proiecţie : 
fi = Pti o f, fa = Proof, <<: Jn = Pin o f. 
Pentru fiecare x & E avem 


fu(2) = pri f(x), fa) = Pra F(x), -s fn (2) = Pin f2) 
F) = Uau), fala), -es fm). 


Convenim să scriem această ultimă egalitate astfel : 


f= (Ji fa . 3 Îm)- 


şi deci 


Funcţiile reale fi, fos ..., fn se numesc componentele reale ale funchei 
vectoriale f. 
Pe de altă parte, m funcții reale fı, fas ..., fn definite pe o aceeași 


mulțime E C R” pot fi considerate totdeauna ca fiind componentele reale 
ale unei funcții vectoriale f: E > R”. 

Tinînd seama de aceste consideraţii, putem reduce totdeauna studiul 
unei funcții vectoriale la studiul unor funcţii reale. 

De multe ori este însă mai simplu studiul direct al funcției vectoriale. 


Dacă mulţimea de definiție E este o parte a dreptei, funcţiile f: E — R” sînt funcții 
vectoriale de o singură variabilă reală. 
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Dacă E este o parte a planului R?, funcțiile f: E — R” sînt funcţii vectoriale de două 
variabile reale şi se notează f(x, y). 


La fel se definesc funcţiile vectoriale de trei variabile reale f(x, y, z). 


Dacă E este un interval n-dimensional (mărginit sau nemărginit) 
E = Xx... X I, atunci cînd variabilele reale x,, xp, ..., Xp parcurg 
respectiv intervalele I,, I2, ..., In, variabila vectorială x = (%1, Xa, -© ., Xu) 
parcurge tot intervalul n-dimensional E. 

Dacă însă E nu este interval n-dimensional (ci, de exemplu, sferă), 
fiecare variabilă reală parcurge o mulțime care depinde de valorile fixate 
ale celorlalte variabile. 


Pentru anumite valori fixate Xs, Xa, ---, Xp, Să considerăm mulțimea 
tuturor punctelor x & E, care au coordonatele de ordin > 2 egale respectiv 
CU Xa, Xa, ..., Xp, Proiecția acestei mulțimi pe prima axă este mulțimea 


E, = {x | PA] = R, (xı 3X2, Xa, bees Xp) = E}. 


Această mulțime depinde, în general, de valorile x, X3, ..., Xa, alese. 

Pentru valorile fixate xz, x, ..., Xa, funcția de o singură variabilă 
fi: Xi — f(X Xo ==» Xa), definită pe mulțimea E,, se numeşte funcție 
partială a funcției f(x, X2, ..-, Xa). 

Pentru fiecare sistem de numere xp, Xg, ..., X pentru care mulți- 
mea corespunzătoare E, nu este vidă, obținem cîte o funcție parţială 
ta > Ai Xa -es n): 

Se definesc în mod asemănător funcțiile parțiale de forma 


fa: Xa —> fl Xas -e.s Xanh -ees Jn: Xn > (Ut Xos eo La) 
Sä exemplificăm considerațiile precedente în cazul funcțiilor de două variabile. Pentru 
sitnplitate să notăm cu (x, y) un punct oarecare din plan. Funcțiile de două variabile se notează 
atunci cu f(x, y). 


Exemple. 1) Fi x, y) = VI = za = y? — x? — y? definită pe cercul cu centrul în O și raza 1, E = 
= (ay) + Ps 1}. 


1 
Pentru y = Z obţinem funcția parțială 


1 3 
fala) = f(x z) -yŻ — a y 


definită pe intervalul |- y2, Ye]. 


1 
Pentru y = 3 obținem funcția parțială flr) = — — > 
1 s__ y5 
=f (2 —] = — definită pe intervalul | — — 3; 
3 9 3 
Pentru y = 0 obținem funcția parțială f,(2) = f(x, =] 
= V1 — 2, definită pe intervalul [—1,1]. Fig. 138 
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1 1 ) 24 
Pentru y = Fi obținem funcţia parţială f(y) = f 5 , ) = yž — y? definită pe in- 


25 
tervalul |- va, EJ | 


a 
2) f(x, y) = arcsin — definită pe mulțimea punctelor (x, y) din plan pentru care 
Y 


X 


y 


<1 


şi y #0, (—y S žy dacă y > 0 şi y#x — y dacă y < 0). 


Mulțimea de definiţie este porțiunea din plan care conține axa Ox cuprinsă între bisec- 
toarele axelor de coordonate, fără origine. 


3) f(x,y) = x + y definită pe R?. 
4) f(x,y) = xy definită pe R?. 
5) f(x, y) = Č definită pe mulţimea 
y 
E = ((x,ylz,y E R, y A 0} formată din tot planul afară de axa Oy. 
6) f(x, y) = x! definită pe mulțimea 
E = ((,y)lz,y E R, x > 0), adică pe semiplanul de la dreapta axei Oy, fără axa Oy. 


Graficul unei funcții reale de p variabile f(x, Xa, ..., X,), definită pe 
o mulțime E C R”, este format din toate punctele din spațiul R”+!, de for- 
ma (Xis Xo, =.. Sas flu, Xor o Xp) unde (Xi, Xo, ..., Xyp) G E. 


Graficul unei funcții de două variabile f(x, y) definită pe o mulțime E din plan este o 
mulțime din spațiul cu trei dimensiuni: 


{(x, y, z) | (x, y) E E, z = f(x, y)}. 


Graficul unei funcții de două variabile este o „suprafață” în spațiu. 
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2. Aplicaţii. Curbe și suprafeţe. 
Transformări punctuale 


1) Curbe plane. Fie f o funcţie definită pe un interval I de pe dreaptă, 
cu valori în plan. 

Această funcție face să corespundă fiecărui punct t & I, punctul f(t) 
din plan; f este o funcție vectorială (cu valori în plan) de o variabilă 
reală. 

Fie ọ şi ọ cele două componente reale ale funcţiei f: 


FU) = (o), H0), tel. 


Funcţiile q și ọ sînt funcții reale de variabila £. 
Dacă notăm f(t) = (x, y) atunci 


| x = p(t) 
y= p6 

Ansamblul celor două funcții ọ şi ọ constituie o reprezentare parame- 
trică, iar argumentul lor £ se numeşte parametru. 

Cînd parametrul £ parcurge intervalul 7, punctul f(t) = (e(t), (£) 
din plan parcurge o mulțime de puncte din plan. Această mulțime de puncte 
din plan, împreună cu reprezentarea parametrică, se numeşte curbă plană. 
Egalitățile x = ọ(t), y = ($), t & se numesc ecuațiile parametrice ale 
curbei plane. 


2) Curbe strîmbe. Fie f o funcție vectorială definită pe un interval J, 
cu valori în spațiul R3. Funcţia vectorială f are în acest caz trei componente 
reale, gq, y, x. Anume, dacă notăm 
f(t) = (x, y, z), atunci 


tel. 


B 
x = elf) 
y = b, tel. 
z = x(ė) 


Ansamblul funcțiilor e, şi x 
constituie de asemenea o reprezentare 
Barametrică. 

Cînd parametrul £ parcurge in- 
tervalul I, punctul f(A = (ẹ(t), (£), 
y(t)) parcurge o mulțime de puncte 
din spațiu. Această mulțime din spa- 
țiu, împreună cu reprezentarea para- 
metrică, se numește curbă în spațiu 
(sau, uneori, curbă strimbă). 

Mai multe reprezentări parame- 
trice diferite pot defini aceeaşi curbă 
Fig. 141 strimbă. 
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Egalităţile x = ọ(t), y = V(?), z = X(t) (unde £ & I) se numesc ecua- 
țiile parametrice ale curbei. 

3) Suprafete. Fie f o funcție definită pe o mulțime E din plan, cu 
valori în spațiul R3; f este o funcție de două variabile, pe care să le notăm 
u şi v, (u, v) & E. Aşadar, funcția se notează f(u, v). Avînd valorile în 
spațiul R?, această funcție are trei componente reale ọ, p, x, definite 


pe E: 
f(u, v) = (eu, v), lu, v), X(u, v)). 


Dacă se notează f(u, v) = (x, y, z) atunci 


x = (u, 9): 
y = }(u, v) , (u, v) G E 
z = X(u, v). 


Obţinem astfel o reprezentare parametrică, cu doi parametri, u şi v. 


Cînd perechea de parametri (4, v) parcurge mulțimea E, punctul 

flu, v) parcurge o mulțime de puncte din spațiu, f(E), care împreună cu 
reprezentarea parametrică constitue suprafața în spațiu. 
l Să fixăm o valoare v, a parametrului v. În acest caz, dacă parametrul 
u parcurge mulțimea valorilor pentru care (u, v) & E, se obține funcția 
parțială u — f(u, vo), de o singură variabilă, cu valori în spațiu, deci o 
reprezentare cu un singur parametru 


| x = ọ (u, vo), 
y = Ņ} (u, vo), 
z = X (u, vo) 


Această reprezentare defineşte o curbă în spațiu, conținută în supra- 
fața f(E), numită curba v = vo. 

De asemenea, dacă se fixează o valoare uo a parametrului u, şi dacă 
parametrul v parcurge mulțimea valorilor pentru care (uo, v) & E, se obține 
funcția parțială v— f(u v) de o singură variabilă cu valori în spațiu, 
deci o reprezentare cu un singur parametru 


x= Q (uto, v), 
y = p (uo, v), 
z = X (up V). 


Această reprezentare defineşte de asemenea o curbă pe suprafața 
f(E), numită curba u = ue. 


Observație. În volumul II noţiunile de curbă și suprafață vor fi mai bine precizate. 


4) Transformări punctuale în plan. Fie E şi F două mulțimi din 
plan şi T o aplicație biunivocă a mulțimii E pe mulțimea F. 


T:E >F, E, FC R. 


36 — Analiza matematică, vol. I 
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Fiecărui punct (u, v) & E îi corespunde punctul T(u, v) & F. Func- 
ţia T (u, v) este o funcție vectorială de două variabile. Ea are două com- 
ponente reale, f şi g, definite pe E. 


T (u, v) = (f(u, v), glu, v)), (u, v) & E. 

Dacă se notează T (u, v) = (x, y), atunci 
x = f(u, v) 
y = g(u, v) 


Dacă y este o curbă conținută în mulțimea E dată de reprezentarea 
parametric 


(u, v) S E. 


[u = a (t) 
ly = B H)’ 


atunci l’ = T (y) este o curbă conținută în mulțimea F = T(E) dată de 
reprezentarea parametrică 


[2 = flat, 89) „ar 
y = glat), B(A) 


Funcția biunivocă T :E > F se numeşte de obicei transformare 


tE I, 


—1 
punctuală de la mulțimea E la mulțimea F. Funcția sa inversă T : F > E, 
care este de asemenea biunivocă, este o funcție vectorială de două vari- 


—1 
abile : fiecărui punct (x, y) e F îi corespunde punctul (u, v)= T(x, y SE; 
avem 

(u,v) SE 


T T(u, v) = (u,v) T- T(x, y) = (x, y), (2,9) aF. 


—1 
Funcția T este de asemenea o transformare punctuală de la mul- 
țimea F la E. 


—1 
Funcția vectorială T are două componente reale ọ şi | definite pe F. 
—1 
Dacă se notează (u, v) = T (x, y), atunci 
u = (x, 
| 749) ky EF. 
v = p(x, y) 


—1 
Între componentele f şi g ale lui T şi componentele ọ şi j ale lui T 
avem următoarele relații: 


(fu eu) = op. 
m: atu) o DEE: 
fete, y), vtr) = r 
| ele(a, y), px.) = „we 
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Sistemul | x = f(u, v) 


y = glu, v) 

se obține rezolvîud în raport cu x şi y sistemul 
u = ọ(x, y) 
v = (x, y) 


şi, reciproc, ultimul sistem se obține din primul, rezolvîndu-l în raport 
cu 4 ṣi v. 
5) T ransformări punctuale in spațiu. Putem considera transformări 
punctuale T între două mulțimi E şi F din spațiul cu trei dimensiuni. 
n acest caz funcția biunivocă T are trei componente reale f, g, h 
definite pe E. Dacă se notează T(u, v, w) = (x, y, 2), atunci 


> 


x = f(u, v, w) 


y = g(u, v, w), (u, v, w) & E. 
z = h(u, v, w) 


—1 
Aplicația inversă T : F — E are de asemenea trei componente reale 
—1 
p, V, x, definite pe F. Dacă se notează T(x, yz) = (u,v, w), 


atunci 
u = ọ(%, Y, 2) 
v = h(x, y, 2), (x, yY, J) SF. 
w = X(x, y, 2) 


Primul sistem se obține din ultimul, rezolvîndu-l în raport cu +, y 

şi z, deci pentru (u, v, w) & E avem 

u = ọ( flu, v, w), glu, v, w), hlu, v 

v = (flu, v, w), glu, v, w), h(u, v, w)), 

w = y( f(u, v, w), glu, v, w), h(u, v 
Ultimul sistem se obține din primul rezolvîndu-l în raport cu 4, v, şi w 
deci pentru (x, y, 2) & F avem 

X = fle(x, Y» z), Ņ(x, Y, 2), x(x, Y, 2)), 

y = glet, y, 2), p(x, y, 2), xl, y, 2), 

z = hola, y, 2), Vl, y, 2), x(x Y, 2). 


3. Operații cu funcții vectoriale 


Fie E o mulțime din R”, f şi g două funcții definite pe E cu valori 
în spațiul R”. Suma f+ g şi produsul fg sînt funcții definite pe E cu 
valori în R”, astfel: 

(F+ 8) (x) = f(x) + g(x), pentru xa £ 
(fe) (x) = f(x) g(x), pentru x & £. 
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Produsul af al funcției f cu numărul real « este funcție definită pe 
E cu valori în R” astfel: 


(af) (x)= « - f(x), pentru x & E. 


Mulțimea tuturor funcțiilor;definite pe E cu valori în R” este o alge- 
bră pentru operaţiile f+ g, Jg şi af. 

Folosind produsul scalar”din R”, se definește funcția reală (fle) pe E 
prin egalitatea (flg) (x) = (f(x)lg(x)), pentru x & E. 


Folosind componentele reale ale funcțiilor f şi g, avem 
(fle) (3) = (fl) leo) = Zofia) gla), 
adică 
(le) = fe 
Putem apoi defini funcția pozitivă ||f|| pe E prin egalitatea 


LJH (x) = IA), pentru x & E. 
Avem atunci 


Ifl = YUP = V5a 


4. Compunerea funcţiilor vectoriale 


Fie mulțimile E CER”, F CIR” şi funcțiile f :E >F, g: F — ke. 
Să considerăm de asemenea funcția compusă h = gof : E > RÈ: 
h(x) = g(f(x)), x & E. 
Să cercetăm cum se comportă componentene reale ale funcțiilor 
vectoriale față de operația de compunere a acestor funcții. 
Funcţia vectorială f are valori în F CR”, deci are m componente 
reale, fı, fa,.--, fn: E >R 


f= (Ji fa o. Ín) 
Funcția vectorială g are valori în R?, deci are p componente reale, 
8v z... Ep: F > R 
8 = (2i Bas a... 29). 


Se defineşte de asemenea produsul ọ - fcu o funcție reală ọ : E > R 
prin egalitatea (pf) (x) = o(x) f(x), x E E. 
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Operaţiile de adunare, înmulțire și înmulțire cu scalari (sau cu funcții 
scalare) ale funcţiilor vectoriale se reduc la operaţiile respective efectuate 
asupra componentelor lor reale. 


Astfel, dacă f = (fis fa, ---, Jm) Şi E = (Eis 22,..., m), atunci 
Srg = (fit 8r fo d 8z- Jn + En) 
JE = (Jlrs J8» -- -> Jm8m) 
af = (afo Afos- -, Afm) 
pf = (fio Yz --- Pfa). 


Într-adevăr, pentru orice x & E avem 
(f +8) (x) = f(x) + elx) = (Falt), -- -s falx) + (Ela), -.-, Enl) = 
= (f(x) + g(x), e -s Jah 2) + Em(x)) = (A + 8) (x), t.23) (Sin + Em) (x)), 
adică 
f+ = (fi +gb e. Jm F Em) 

La fel se demonstreză celelalte egalităţii. 

Funcția vectorială h = g o f are valori în R?, deci are p componente 
reale %4, A, ..., Ap: E > R 

h = (hı, he, ..., hp). 
Atunci 
h, =g ° f, h, =g °], e.e hp = gp 0 f. 


Într-adevăr, pentru orice x € E, avem f(x) €F, deci 


hix) = (fa) = E) ga) o gp). 
iar, pe de altă parte, 
h(x) =(khi(#), ha(2), ..., hp(x)), 
deci 


hi(#) = gu(f()), ha(%), = galfi) -n hpl) = golfia). 


de unde rezultă egalitäțile de mai sus. 


Aşadar: a compune funcția g cu functia f revine la a compune com- 
ponentele reale ale lui g cu funcţia f. 

Sau: pentru a obține componentele reale ale funcției compuse k = 
== g o f, se compun componentele reale ale funcției g cu funcția f. 


Studiul compunerii funcțiilor vectoriale se reduce astfel la acela al 
compunerii unei funcții reale cu o funcție vectorială, rezultatul fiind o 
funcție reală. 

Mai departe, problema compunerii unei funcţii reale g cu o funcție 
vectorială f se poate reduce numai la compunerea funcțiilor reale, folosind 
componentele reale fi, fa, ..., fm al funcţiei f. 
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În acest caz avem, pentru orice x & E, 


h(x) = ef) = (fala), fala), -oos Sanla). 


Scriind apoi x = (Xi, Xa, ..., Xp), avem 


(Xp, Xos oes Xn) = (filă -ees Xn) fală o-s Xah ooe Jali e- Lad) 


Aşadar, dîndu-se m funcţii reale de n variabile definite pe E C R”, 


Fali ees Xa ouo Jal Xis es Kals -oeo Fm -s Xa) 
şi funcția reală g(yi, Yao ---, Ym) de m variabile definite pe mulțimea 
F C AE) X f(E) X ... X În E) C R”, 


obținem funcția reală / de n variabile definită pe E: 
hl Xas Xas eee, Xn) = Elali -es En) fala = e nh o-s Jali -> ab 


Exemple. 1) Fie. = f , t= E&E [a, b] o reprezentare parametrică 
Y =E 

ce defineşte o curbă I’ din plan, şi fie k o aplicație strict crescă- 

toare a intervalului [«, B] pe intervalul [a, b]: 


h :[a, B] la, b]. 
Funcțiile compuse ọ = f o k, p = g o h definite pe intervalul [«, 6] 
constituie o reprezentare parametrică ce defineşte aceeași curbă în plan: 
| x = (7) 
y = $h) 
Într-adevăr, fie (xo Yo)&T un punct oarecare: există un punct 
to & [a, b] astfel ca 
Xo = fito), 


Yo = (to). 


Deoarece funcția / este biunivocă, există un punct tọ € [«, 6] astfel 
ca f = (to); atunci 


t E [o, B]. 


p(7o) = J(A(70)) = fito) = xo, 
V(7o) = g(h(70)) = glo) = Yo 


deci punctul (9, Yo) aparține şi curbei y definite de reprezentarea para- 
metrică (ọ, V), adică IT C y. 
Reciproc, fie (xo vo) & y. Există un punct to €E [a, 6], astfel ca 


Xo = P(To), 
Yo = V(7o). 


Să notăm te = A(t.) E [a, b. 
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Atunci 


deci |. 
(xo Yo) ET, adică y CT. Rezultă atunci că y = T. 


Trebuie să arătăm acum că cele două reprezentări stabilesc aceeaşi ordine 
de parcurgere pe curba P. 
Fie 7, < 7, din [«, B] şi fie M,(x,, Yı), M(X Ya) punctele corespun- 
zătoare de pe I': 
xı = (t1), Xa = (T2), 
yı = H(t), Ya= (72). 
În ordinea de parcurgere stabilită de reprezentarea (ọ, 4) întîlnim întîi 
punctul M,, apoi punctul M,. 
Fie 7, = h(74) Şi fa = A(t). Deoarece k este strict crescătoare, avem 


ti < tł. Punctelor t şi î, le corespund, respectiv, tot punctele Mı şi M, 
pe curba TF: 


Xa = (T1) = fhlr) = fl), X2= p(T) = falt) = Ft), 
Yı = P(t) = g(f(71)) = g(ta), Ye = P(T) = e(hi(72)) = g(t). 
Deoarece î, < î,, înseamnă că şi în ordinea stabilită de reprezentarea 
(f, e) întîlnim întîi punctul M, şi apoi punctul M,. 


Cele două reprezentări definesc aceeaşi ordine pe mulțimea I, deci 
definesc aceeași curbă. 


Consideraţii asemănătoare se pot face pentru curbe în spaţiul R. 


x= f(u, v) 
2) Fie | y = g(u v), (u, v) EEC R o reprezentare cu doi parametri 
z = h(u, v) 


care defineşte o suprafață S în spațiu. 
Fie T o transformare punctuală (aplicație biunivocă) a mulțimii 
FC R2 pe mulțimea EC R, T:F>E: 
T(U, V) = (u, v), (U, V) &F, (u, y) S E. 


Atunci, funcțiile compuse ẹ = fo T, p=go T, y=ho T definite 
pe F determină de asemenea o reprezentare cu doi parametri ce definesc 


aceeaşi suprafață : 
x = (U, V) 
y=, V) (U, V)EF, 
z = y(U, V) 
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(U, V) =8(T(U, V)) = glu, v), (u, 9) & E. 


5. inversarea funcțiilor vectoriale 


Fie E C R” şi F C R”, T o aplicație biunivocă a mulțimii E pe 
—1 


mulțimea F, şi T aplicația sa inversă 


T:E>F 

1 

T:F>E 

—1 

TT(x) = x, x eE 


—1 
TT(y) =y, y &F. 


Funcția T are valori în F C R”, deci are m componente reale, 
fis fa > fn definite pe E C R” 


T = (Sfi Í e.e Jm). 


—1 
Funcţia T are valori în E C R” deci are n componente reale q,, 
Da, ---, „p definite pe FC R” 


—! 


T = (ea, Do, e. Pn): 


Să stabilim ce legătură există între componentele reale ale celor două 
funcții inverse : 
Avem: 


T(x) = (falx), falx), --- Jala), x EEC. 


—1 
T(y) = (p(y), p2(9), -s pl), y EFC. 
Pentru fiecare y & F, există un punct x SE şi numai unul, astfel 


—1 
încât y = T(x), şi anume punctul x = T(y). Altfel spus, pentru fiecare 
vector y & F, ecuaţia 

y= T(x), 


cu necunoscuta vectorială x, are o soluție x în E şi numai una, ṣi anume 


—1 


x = 70). 
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Fie y = (Yis Yo cc: Ym) SF, Şi x = (Xi, kasoe., Xa) SE. 
Egalitatea y = T(x) se scrie 


(ya Yor o. Ym) = T(x) = (f(x), fa(3), s.e În(%)), 


adică 
Ya = f(x), Ya = f(x), o.s Ym = fmn(%) 
sau 
Yı = fila Kor sees Xp) 
(1) Ya = fa(%is Kos ases Xn) 


Ym = fmi Kas sens Xy). 
Ecuația vectorială y = T(x) este echivalentă cu un sistem de m ecu- 
ații scalare. 
—1 
Relația x = 7(y) (echivalentă cu relația y = T(x)) se scrie 


—1 


(Xi Xas eee Xa) = TU) = (e19), pay), <--> Pa), 


adică 
X1= P(Y), La= Pal), -s Xn = Pal) 
sau 
Xi = pa(Yu Yor e... Ym) 
(2) K = P(Y» Yos o»; Ym) 
n = Pal Yi Ya, e...) Ym): 
A spune că pentru fiecare y & F, ecuația y = T(x) are o soluţie şi 
—1 


numai una, x = Ty în E, revine la a spune că, pentru fiecare sistem de 

valori (Y1, Ya, -<-> Ym), sistemul (1) de m ecuaţii cu n necunoscute are o 

singură soluție (x1, Xə, ..., X„), dată de egalitățile (2). Așadar, componen- 
1 


tele reale ale funcțiilor vectoriale T și T reprezintă, respectiv, funcțiile 
din membrul drept al ecuațiilor sistemului (1), și funcțiile din membrul 
drept ale soluțiilor (2) ale sistemului (1). 


6. Funcţii mărginite 


Fie f o mulțime definită pe o mulțime EC R” cu valori în R”. 


Definiție. Se spune că funcția f este mărginită (pe mulțimea £) 
dacă mulțimea valorilor f(E) C R” este mărginită. 


Aceasta înseamnă că există o sferă V,(a) în R” care conține mulțimea 
valorilor f(E). 
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Există de asemenea o sferă V„/(0) cu centrul în O şi care conţine 
sfera V,(a), deci conține şi mulțimea f(E): dacă luăm M = |la]|| +7, 
atunci V,(a) C V„(0). Într-adevăr, dacă x & V,(a), atunci ||x — all <7, 
deci  |lx]| = ||x — a + all < |lzx —all + llall <7 + lla|| = M, adică 
x E V„(0) şi deci V,(a) C Vu„(0). 

Aşadar, în definiţia funcţiilor mărginite (şi a mulțimilor mărginite) 
putem folosi numai sfere cu centrul în origine. 

A spune că f(E) C Vyla), înseamnă că ||f(x)|| <M pentru orice 
x E E. Obţinem astfel o definiție echivalentă cu cea precedentă dată de 
următoarea : 


Propoziţție. Funcţia f:E — R” este mărginită dacă și numai 
dacă există un număr M astfel încît, pentru orice x & E, să avem ||f(x)|| < M. 

Corolar. Funcţia vectorială f:£ — R” este mărginită dacă şi 
numai dacă funcția reală x — ||f(x)|| definită pe E este mărginită (adică 
dacă sup If < + o). 


Observaţie. Dacă funcția f nu are valori reale, ci într-un spaţiu cu n > 2 dimen- 
siuni, nu mai au sens noţiunile de funcție majorată sau minorată şi nici marginile funcției, deoa- 
rece într-un asemenea spațiu nu avem o relaţie de ordine. 

Propoziţie. Funcţia vectorială f este mărginită dacă şi numai 
dacă toate componentele sale reale fi, fo, ..., fm sînt mărginite. 


Într-adevăr, pentru orice x & E, avem 


| fi) = (Jala), falx), -s fal) 
şi 
AO T< IA ll S Ala) |. 
; î=l 

Dacă funcția f(x) este mărginită, atunci funcţia reală || f(x) || este 
mărginită, şi din prima inegalitate deducem că funcția | f(x) |, deci şi 
f(x), este mărginită, pentru fiecare 1 = 1, 2, ..., m. 

Reciproc, dacă funcțiile f;(x) sînt mărginite, atunci și funcţiile |/;(x)| 


r 
sînt mărginite, deci suma lor 5” | /f;(x) | este mărginită. Din a doua ine- 


i= 
galitate rezultă că funcția ||/(x)||, deci şi funcția f(x), este mărginită. 
Studiul funcţiilor vectoriale mărginite se reduce astfel la studiul 
funcțiilor reale mărginite. l 
Pentru funcțiile reale (de mai multe variabile) se poate da o defi- 
niție a funcțiilor majorate sau minorate, cum şi a marginilor unei funcții, 
deoarece mulțimea valorilor este conținută în dreapta reală pe care avem 
definită relația de ordine. ES 
Proprietățile marginilor unei funcții reale de mai multe variabile 
sînt aceleași ca şi pentru funcțiile reale de o singură variabilă. 
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§ 5. Limite. Continuitate 
1. Limite de funcţii vectoriale 


Definiţia limitei unei funcții reale se extinde și pentru funcții vec- 
toriale. 

Fie mulțimea E C R”, x, un punct de acumulare pentru E şi func- 
tia vectorială f : E — 


Definiție. Se spune că un vector / & R” este limita funcției f 
în punctul x, dacă pentru orice vecinătate U a lui / (în R”) există o vecină- 
tate V a lui x, (în R”) astfel încît, oricît ar fi x Ss V N E, x = Xp, să avem 
f(x) a U. Se serie 

l = lim f(x) (sau f(x) — 7 cînd x > Xe). 


x—%9 


Propoziţiile următoare dau definiţii echivalente ale limitei. Demon- 
strația lor se face la fel ca și în cazul funcțiilor reale de o singură varia- 
bilă. 


Propoziția 1. lim f(x) =}, dacă şi numai dacă, pentru orice 


x xo 


SIr Xp > Xo X, SE, Xg Æ Xop avem f(x) >L. 
Propoziția 2. lim f(x) =}, dacă şi numai dacă, pentru orice 


>, 
număr £ > 0, există un număr S(e) > 0, astfel încît, oricare ar fi x -+ x 
din E cu ||x — xl] < 5(e), să avem || f(x) — U| < e. 


Se pot, de asemenea, da enunțuri în care se folosesc numai e sau 
numai $: 


Propoziția 3. limf(x) =—/, dacă şi numai dacă, pentru orice 


tXo 


număr e > 0, există o vecinătate V a lui x, (V depinde de e£), astfel încît 
condiţiile x & V Q E şi x = x implică ||f(x) — I| < e. 


Propoziția 4. lim/f(x) =/, dacă şi numai dacă, pentru orice 


I= Xo 


vecinătate U a lui /, există un număr 5 >œ 0 (care depinde de U) astfel 
încît, condiţiile x € E, x Æ X ŞI || — Xol| < è implică f(x) & U. 


Observații. 1° În cazul spațiului RP cu p > 2, nu am introdus puncte improprii 
la infinit. Aşadar, dacă f: E C R* =» R”, n >2, m > 2, atît punctul xo cît şi limita 7 sînt 
puncte obișnuite, respectiv în spaţiile R” şi R”. 

2° În cazul funcţiilor vectoriale de o singură variabilă (reală) f: E C R — Rn, se pot 
considera şi limitele lim f(x), lim f(x) dacă +œ sau — œ sînt puncte de acumulare ale 

X— + 00 La — 
mulțimii E. 

Definiţia limitei, propoziţia 1 şi propoziția 3 conțin şi acest caz. 

3° În cazul funcțiilor reale de mai multe variabile f: E C R” — R, limita l poate fi 
+œ şi —oco. 

Definiţia, propoziţia 1 şi propoziţia 4 de mai sus conţin şi acest caz. 
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4° În cazul funcţiilor vectoriale de o singură variabilă reală f: E C R — R” se 
pot defini limitele laterale într-un punct xo, la fel ca şi pentru funcţiile reale de o singură 
variabilă. 

Dacă xp = (Xip: Xop, 5 np) Şi a = (l1, da, ..., Ap), condiția xp pa 
este echivalentă cu condiţiile 


Xp F dv Xap F da ve} Xap P Im 


De aceea, în loc de lim f(x), limita se mai notează și astfel: 


>a 


lim f(x, Xas... Xa). 


Astfel, pentru o funcție de două variabile f(x, y), limita sa în punc- 
tul xo Yo se scrie 
lim f(x, y). 
yy 
Se spune că aceasta este limita funcției f cînd x şi y tind indepen- 
dent (dar simultan) către x, şi, respectiv, ya. În acest caz propoziția 2 se 
poate transcrie astfel : 
lim f(x, y) = L, dacă și numai dacă, pentru orice număr e > 0, există 


X= xo 


un număr Sle) > 0 astfel încît oricare ar fi (x, y) = (xo yo) din E cu 
|x — xal < 8(e) și |Y — Yol < (e), să avem || f(x, y) — LI < e. 


Se defineşte limita funcției f: E C R” — R” relativ la o submulțime 
A C E, într-un punct de acumulare a al lui A, la fel ca şi pentru funcții 
reale de o singură variabilă: 

Un vector l & R” este limita functiei f în punctul a relativ la submul- 
jimea A, dacă pentru orice șir xp >a, Xp EÁ, Xp a, avem f(xp) >l. 
Se notează 

l = lim f(x). - 


za 
EA 


Dacă lim f(x) există, atunci şi lim f(x) există şi cele două limite sînt 
Xea =a 
Ce] A s . % . YEA ` . 
egale. Dacă însă există lim f(x), nu rezultă neapărat că există lim f(x). 
. z—a „a 
x EA 
În particular, dacă A este intersecția mulțimii E cu o dreaptă, care 


trece prin a, atunci lim f(x) se numește limita funcției f după o direche. 
y 
De exemplu, în cazul unei funcții f(x, y) de două variabile reale, dacă 
ecuația dreptei este y = h(x), limita se scrie lim f(x, y). Se zice că aceasta 
yy 
yæh(x) à 
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este limita funcției f cînd x şi y tind simultan dar dependent pe dreapta 
y = h(x), respectiv către xo şi Yo. În fapt, aceasta este o limită a funcţiei 
compuse de o singură variabilă f(x, k(x)): 
lim f(x, y) = lim f(x, h(x)). 
RO OO m 
Toate proprietățile limitelor de funcții reale, care nu implică relația 


de ordine şi produsul, se păstrează şi pentru funcțiile vectoriale şi demon- 
strațiile sînt aceleaşi. 


1) Limita unei funcții vectoriale într-un punct, dacă există, este unică. 


2) Dacă lim f(x) =l, atunci lim HA = IL. 
Observaţie. Dacă lim M% = [Ni nu rezultă că lim f(x) există. 


ZX. 
Dacă însă lim || f(x) || = O atunci lim f(x) = 0. 


X Xo Xa Xo 


3) lim f(x) = dacă şi numai dacă lim [f(x) — 1] = 0, adică dacă şi 


ză 


numai dacă lim || Ax) — ilj = 0. 


I= 
4) Dacă lim f(x) = 0, atunci există o vecinătate V a lui xo, astfel încât 
255 R , , 
f(x) == 0 oricare ar fi x+ xa din V QE. 
5) Funcția f are limită în xo dacă și numat dacă, pentru orice număr 
ce > 0, există o vecinătate V a lui xa astfel încît oricare ar fi x', x” a VAE, 
X 2 Xo X” = Xo Să avem || f(x) — Ax <e. 


6) Criteriu. Dacă f: E > R” şi h: E — R, dacă lim h(x) = 0, și dacă 
există un vector | E R” şi o vecinătate V a lui xo, astfel încât să avem 
| f(x) — LIS Alax) 
pentru orice x ;= xa din V N E, atunci 
lim f(x) = 
7) Dacă f: E > R” şi g: E > R” au limite în xa atunci functiile f+ g, 
fe: E — R” au limită în x, şi 


tim [AQ + e] = lim f(x) + lim g(a). 


ză 


lim f(x)e(x) = lim f(x) lim g(x) 


Xa xxo ră 
8) Dacă f: E —> R” şt ọ:E > R au bhmită în x, atunci functia 
pf: E — R” are limită în xo şi 


lim [e() A2)] = lim (x) lim f(a). 


X-ko XXe z—%o 


În particular, pentru (x) = a, deducem lim «(f()) = alim f(x). 


2ko La 
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Observaţie. Funcţiile f: E — R” care au limită în x, formează 
o algebră, iar operaţia de trecere la limită este liniară şi multiplicativă pe 
acest spaţiu. 

Propoziția următoare reduce studiul limitelor de funcţii vectoriale la 
cel al limitelor componentelor reale: 


Propoziţie. Fie funcția f: E C R” > R” ṣi fi, fa n, fa: E >R 
componentele sale reale: f = (fis, fo ---, fm) Atunci: lim f(x) =Z} dacă şi 


numai dacă lim f(x) = 4, t = 1, 2, ..., m, unde Z = (h, la ..., lp) E R”. 
Z= 9 d 


Pentru demonstraţie se folosește propoziţia asemănătoare de la șirurile de puncte din R”: 


Fie ¥— 4o Xp, SE, 4k Æ Xp. Avem 
k 


fls) — 19 filă) — l, i = 1,2, ...,m, 
deci 
lim f(x) = 721 lim f;(x) = h; i = ],2,..., m. 
XX0 x 
Observaţii. 1° Toate proprietăţile precedente se pot obține din această propoziție, 
dacă în prealabil s-au demonstrat aceste proprietăți pentru funcțiile reale de mai mulie variabile. 
Demonstraţiile acestor proprietăţi se fac însă mai simplu, folosind direct definițiile limitei 
vectoriale ca şi în cazul funcțiilor reale de o singură variabilă. 
2° Este posibil ca pentru o funcție vectorială f = (fu fa» -- + fm) una din componentele 
sale reale să aibă limita infinită. În acest caz funcția vectorială nu mai are limită. Se poate 
extinde propoziția precedentă şi în acest caz, dacă se adaugă spațiului Je” puncte la infinit. 
Astfel, în cazul planului R?, ar trebui să adăugăm o mulțime infinită de puncte la infinit, 
de forma: 


(œ, —0), (ce, +), (to, 0), (+o, +00), (=o, a), (a, — o), 
(+o, a), (a, +0), aER. 


Această convenție ar complica studiul care urmează. 
În asemenea situații este de preferat a cerceta limitele componentelor reale. 
Exemple. 1) f(x, y) = x + y, definită pe R? 

lim f(x + y) = lim (x + y) =a + b = f(a, b). 

x—a =a 

y—b y—b 
2) f(x, y) = xy, definită pe R? 
lim f(x, y) = lim yy = ab = f(a, b). 

x—=>a 


x—a 
y—=b y—b 
pd 
3) f(x,y) = pi definită pentru y = 0 
X a 
lim f(x, y) = lim — = — = f(a, b), dacă b #0. 
ta za Y b 
y—=b pb 


4) f(x, y) = x7, definită pentru + > 0 | 
lim f(x, y) = lim x = ab = f(a, b), dacă a > 0. 
I—a 


X A 
y—=b y—=b 
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2. Limite iterate 


Fie f(x1, %2. . -, X„) o funcție vectorială de n variabile, f: E C R" > R”. 


Din această funcție putem obține funcții vectoriale de o singură variabilă, 
şi anume, funcțiile sale parțiale : 


Jı: %ı — lau, Xa eses Xn) 
fa: Xa — f(Xis Xo, -- Xp) 
fu: Xa > (ru Xos coos Xa): 
Se pot considera atunci limitele acestor funcții de o singură variabilă: 
lim f(x) = lim f(x}, Xa -r Xa) t= 1, 2, 
za Xa; 


dacă a, este punct de acumulare al; mulțimii E; = (| SR, 
(Xo Xa e. Xa) GE). Limita funcţiei f, este un număr care depinde de cele- 
lalte n — 1 variabile reale, diferite de X. 


Se poate considera apoi 


lim lim f(X, Xa, Xp), T ÆJ. 
za; Xa; 


Această limită este un număr care depinde de celelalte n—2 variabile dife- 
rite de x, şi xj. Se poate considera limita iterată a acestei funcții în raport 
cu toate variabilele pe rînd. Această limită este un număr care nu mai de- 
pinde de nici una din variabile. Aceasta se numeşte limita iterată a func- 
ției f. 

De exemplu, pentru funcțiile de două variabile f(x, y) se pot conside- 
ra limitele iterate 


lim lim f(x, y) lim lim f(x, y). 
Ie Y—Ys . fe 
Se spune că acestea sînt limitele faacfici f(x, y) cînd x şi y tind succe- 


stv, respectiv către Xe şi yọ. Legătura dintre limite şi limitele iterate este 
dată de următoarea 


Propoziție. Dacă există limita funcției într-un punet şi una din 
limitele iterate în acest punct, atunci aceste limite sînt egale. 


Pentru a simplifica scrisul, vom da demonstrația în cazul funcțiilor de două variabile 


f: E C R2— R”. Fie (xa Ya) un punct de acumulare al mulțimii E; să presupunem că există 
limitele 


l = lim f(x,y) şi ha = lim lim f(x, y). 
Z> Xa X> Xa Y> Ya 
Y—Ye 


Vom arăta că l = liz- 
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Pentru fiecare x € pr,E să notăm 


F(x) = lim f(x, y), 
YY 
deci 
lim F(x) = lia 


Lo 
Fie e > 0 oarecare. Deoarece 7 = lim f(x, y), există o vecinătate V a lui (xo yo), astfel 


K Xe 
Y—Yo 


f(x,y —îll<e 


oricare ar fi (x, y) Æ (49, Yo) din V. Deoarece pentru fiecare x € pr, E, există lim f(x,y) = 
Y> Yo 


încit să avem 


= F(x), atunci 


lim || f(x,y) — Lil = IF) — L1. 
Y—>Yo 


Trecînd la limită în inegalitatea precedentă, obținem 


I F(z) — Zis e 
pentru orice x, astfel ca (x, yY) E V. Rezultă atunci 
lim || F(#) — 21 = || lim F(#) — IIl = Na — PI < e. 
420 2 o 


Deoarece s > 0 a fost ales arbitrar, rezultă că 7 = lia 
Observații. 1° Dacă există numai una din cele trei limite 


lim f(x), lim lim f(x, y), lim lim f(x, y) 
x 229 YY. YY Ato 
Y>Yo 


mwh rezultă că şi celelalte două limite există. 


Este posibil ca numai una sau numai două din aceste limite să existe. 
2° Dacă limita nu există, limitele iterate pot exista amiîndouă şi să fie diferite. 


3° Este posibil ca, deşi (xo. yo) este punct de acumulare al mulțimii E, mulțimea {|x ER, 
(x, y) E R} să nu aibă pe x, ca punct de acumulare, oricare ar fi y. În acest caz nu are sens 
lim f(x, y), oricare ar fi y. 
£49 

De exemplu, dacă E este un segment de dreaptă paralel cu axa Oy, proiecția sa pe axa 
Ox este formată dintr-un singur punct. 


3. Continuitatea functiilor vectoriale 


Definiția continuității funcțiilor reale de o singură variabilă se extinde 
şi pentru funcții vectoriale. 


Fie funcția f: E C R” — R” şi un punct x, SE. 
Definiție. Se spune că funcția f este continuă în punctul x, dacă 


pentru orice vecinătate U a lui f(x) există o vecinătate V a lui x, astfel 
încît oricare ar fi x & V N E să avem f(x) & U. 
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Următoarele propoziții dau definiții echivalente ale continuității : 


Propoziția 1. Funcția f este continuă în punctul v, dacă și 
numai dacă, pentru orice șir ip Pio % E E, avem Kp) plz). 


Propoziția 2. Funcţia f este continuă în x, dacă și numai dacă, 
pentru orice număr £ > 0, există un număr 3(2) > 0 astfel încît oricare ar 
îi x SE cu || — xoll < (e) să avem ||f() — f(xo)|l < e. 


Propoziția 3. Funeţia f este continuă în punctul +, dacă și 
numai dacă, pentru orice număr e > 0, există o vecinătate V a lui x, (V de- 
pinde de £) astfel încît, oricare ar îi x a V() E, să avem || f(x) — f(x] < e. 


Propoziția 4. Funcţia f este continuă în punctul v, dacă şi 
numai dacă, pentru orice vecinătate U a lui f(x), există un număr ò > 0 
(care depinde de U) astfel încît oricare ar fi x & E cu ||x — xal < è să 
avem f(x) & U. 


Propoziția 5. Funcția feste continuă în punctul a = (ai, az, ... 

-~ 44) SE, dacă şi numai dacă, pentru orice număr e > 0 (sau pentru 

orice vecinătate U a lui f(a)) există un număr (e) > O, astfel încît oricare 

ar fi punctul x = (xı, Xa, ..., Xa) GE cu |(x, — a)l < È, |£ —a2]<ă, 

2-5 [ăn — a| < ò să avem ||f(%1, Xos -.-, Xa) — flav aa, ---, as)ll <E 
(respectiv f(x) a U). 


Dacă x, este punct de acumulare pentru E se poate da o definiție a 
continuității cu ajutorul limitei: 


Propoziția 6. Funcția f este continuă în punctul x, dacă şi 
numai dacă lim f(x) = f(%0), adică dacă şi numai dacă 


lim || f(x) — Ax) Il = 0. 


Ly 


Se spune că funcția f este continuă pe mulțimea E, dacă este continuă 
în fiecare punct din E. 


Proprietăţile funcţiilor reale continue, care nu implică relația de 
ordine, rămîn valabile şi pentru funcţiile vectoriale continue: 


1) Dacă funcția f(x) este continuă în punctul xp (sau pe E), atunci 
funcția ||f(x)]| este continuă în x, (respectiv pe E). 


Proprietatea reciprocă nu este în general adevărată. 


2) Dacă f este continuă în xo și f(x) Æ 0, există o vecinătate V a lui 
xo pe care functia este diferită de Q. 

3) Dacă f este continuă în xo, există o vecinătate V a lui xp pe care 
funcția f este mărginită. 

4) Dacă lim f(x) există în R”, atunci f se poate prelungi Brin continui- 


tate în punctul PA punind f(x) = lim f(x). 
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5) Dacă f și g sînt continue în x, (sau pe E), tar ọ: E — R este continuă 
în xo (sau pe E), atunci functiile f + g, Jg, (fle) și ọf sînt continue în xa (sau 
pe E). În particular, funcția af este continuă în x, (sau pe E) oricare ar fi 
«SR. 


Observaţie. Mulțimea funcţiilor vectoriale definite pe E C R” şi continue în x EE 
(sau pe E) este o algebră. 


6) Frie mulțimile ECR" şi FCR”. Dacă functa f: E >F este con- 
timuă în punctul xp E, tar funcha g:F — RP este continuă în punctul 
Yo = f(x) EF, atunci funcția compusă gof: E — R? este continuă în x SE. 

Dacă f este continuă pe E şi g este continuă pe F, atunci funcția 
compusă gof este continuă pe E. 


Propoziţie. Funcţia vectorială f:. EC R” — R” este continuă 
într-un punct x, & E, dacă şi numai dacă fiecare din componentele sale 
reale fı, fi :--: fa: — E > R este continuă în x. 


Propoziția rezultă din inegalitățile 


m 


Ifill) — FA) | IA) — feo) || < 3 Li) — 1,0) | 


i=l 
aplicînd, de exemplu, definiția cu s şi ẹ a continuității. 
Observație. Propoziția precedentă reduce studiul continuității 


funcțiilor vectoriale de mai multe variabile la acela al continuității compo- 
nentelor lor reale de mai multe variabile. 


. x 
Exemple. Funcţiile f(x, y) = x + y, f(x, y) = xy, flx, y) = —, f(x, y) = x! sint continue 
y 


pe toată mulţimea lor de definiție. 


Fie A C R şi f: A— R. Dacă funcția f este continuă pe A, atunci functia vectorială 
x = (x, f(3)) definită pe A cu valori în plan este continuă pe A. Imaginea mulțimii A prin 
uncția vectorială F(x) = (x, f(x)) este chiar graficul funcției reale f(x). 


A. Continuitate parţială 


Fie funcția f: ECR” > R” şi a = (au, 4z... ., 44) un punct din E. Să 

considerăm funcția parțială (de o singură variabilă) 
fi : x; > f(t, 42.. di Xp lipi da) 
definită pe mulțimea 
E, = {x; |x; E R, (as. aa.. ., Go Xp lipi <- Ap SE). 

Dacă funcția parțială f, este continuă în punctul 4; SEF, spunem 
că funcția f este continuă (parțial) în raport cu variabila x; în punctul 
a = (az, Ag,- -p Qp) 


A spune că funcția f(%,,..., %„) este continuă parțial în raport cu x; 
în punctul a înseamnă că, pentru orice număr e > 0, există un număr 
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ò(e) > 0, astfel încît, oricare ar fi x, GE, cu |x; —a,| < 5(s) să avem 
F(x) — fila) || < e, adică 
|| flai, ..., Lyseo, An) — fila, -.., ap c-am )ll<e. 
Dacă funcția f este continuă în punctul a = (t, d3,..., dy), vom spune 


adesea că este continuă în acest punct în raport cu ansamblul variabilelor, 
pentru a deosebi de continuitatea parțială în raport cu cîte o variabilă. 


Propoziţie. Dacă funcția f este continuă într-un punct 
a= (a.,..., 47) (în raport eu ansamblul variabilelor), atunci ea este con- 
tinuă în acest punct în raport cu fiecare variabilă. 


Într-adevăr, dacă funcţia f este continuă în punctul a, atunci: 


Pentru orice număr e > 0, există un număr 8(e), astfel încît oricare ar fi punctul 
(£i Xy eo Xp) EE cu |z — aj < è, |ăa — aa] < 5, ..., |n — an| <5, să avem 


IJl Xi £o -s Zn) — flai ap -r an) f< e. 
Rezultă atunci, în particular, că, dacă |x, — a| < & la = la ..., Xn = An, avem 


IL f(x aa ---, an) — f(as aa -s an) li < e 


și deci funcția f este continuă în raport cu variabila x, în punctul (a, ag, ..., an). 
Continuitatea în raport cu celelalte vaiabile se demonstrează la fel. 


Observație. Dacă funcţia f este continuă într-un punct în raport 
cu fiecare variabilă în parte, nu rezultă că ea este continuă în acest punct 
în raport cu ansamblul variabilelor. 


Exemplu. Fie funcţia f(x,y) definită pe R? astfel: 


f(x, y) = „ dacă 7420 şi y #0, f(0,0)=0. 
x? + y? 


Avem f(x, 0) = 0 pentru orice x € R, deci lim f(x, 0) = 0 = f(0, 0), adică f este continuă 
x—=0 


în origine in raport cu variabila y. 
De asemenea, f(0, y) 3.0 pentru orice y € R, deci lim f(0, y) = 0 = f(0, 0), adică f este 
y-—0 


continuă în origine în raport cu variabila y. 

Dar funcţia nu este continuă în origine (în raport cu ansamblul variabilelor) deoarece 
nu are limită în acest punct. 

Într-adevăr, pentru + 74.0 avem 


fa 9) = 
y 
+3] 
x 
Fie dreapta y = ms care trece prin origine, cu coeficientul unghiular m. Dacă luăm şirul 
(m, Yn) —> 0 de puncte pe această dreaptă, avem Yy = my pentru orice n EN şi f(¥n, Yn) = 


m e 
= deci f(®n Ya) — 


14m? l + m? 
depinde de dreapta pe care se află șirul de puncte (34, Yn) —> 0. 


Limita 
14 m? 
Pentru drepte diferite, cu coeficienți unghiulari diferiți, obținem limite diferite, deci 
funcția nu are limită în origine. 
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5. Funcţii vectoriale uniform continue 


Fie funcția f: E CR” > R”. 


Definiție. Funcția f este uniform continuă (pe E) dacă pentru 
orice număr £ > 0 există un număr ò(e) astfel încît oricare ar fi punctele 
x, x” GE, cu |x — x” < ò, să avem ||f(x') — f(x") |< e. 

Propoziție. O funcţie vectorială f: E C R” —> R” este uniform 
continuă dacă şi numai dacă toate componentele sale reale /,,., ..., fn: E—R 
sînt uniform continue, 


Propoziția rezultă din inegalitățile 


n 


Al) — fl < E — NS 2 fr) — fil”) l 


1 


deoarece inegalitatea || f(x} — f(x")|| <s implică f(x) — A < e, 


pentru fiecare į = 1, 2,...,n, iar inegalitățile | f(x) — f(x”) |< pentru 
n 


i= 1,2... implică || f(x) — f(x] <e. 


INZ 


îi 


Propoziția precedentă reduce studiul funcțiilor vectoriale (de mai: 
multe variabile) uniform continue la studiul continuității uniforme a compo- 
nentelor lor reale (care sînt funcții reale de mai multe variabile). 


Propoziţie. Dacă funcția f este uniform eontinuă (în raport cu 
ansamblul variabilelor), atunci ea este uniform continuă în raport eu fiecare 
variabilă (pentru valori fixate ale celorlalte variabile). 


Într-adevăr, a spune că f este uniform continuă înseamnă că pentru orice număr e > 0 
există un număr (e) > 0, astfel încît oricare ar fi punctele 


x = (ap, cc. Xn) Şi x” = (x7, ..., zn) din E cu |x — 271 < ô, 
să avem 


HAA — F < e, 


HUFU, £as oos En) — Ta, ae sc Am ll <e. 


adică 


Dacă luăm x; = 44 = ly ..., Xn = Xn = ap, atunci 
[zi — zl = I(t aa oas an) — (ae az -o An) MG 
deci, dacă |z, — +; | < e, avem 
MFE az s an) — FI an --sam)ll < e, 


adică f este uniform continuă în raport cu variabila +, atunci cînd se dau celorlalte variabile 
valori fixate do, Ags . . >p An. 
Continuitatea uniformă în raport cu celelalte variabile se demonstrează la fel. 


Observaţie. Dacă feste uniform continuă în raport cu fiecare variabilă, nu rezultă 
că ea este uniform continuă. 
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Exemplu. Funcţia 


dacă +2 2>0 
fix, y) = za acă x? + yî > 


0 dacă x = y = 0, 


definită pe pătratul —1 <x x< 1, —1 < y < 1l, nu este continuă în origine (deci nu este 
uniform continuă). 

Pentru orice y € [—1,1], funcția parțială x — f (x, y), definită pe intervalul compact 
[—1,1] , este continuă, deci uniform continuă, 

De asemenea, pentru orice + e [—1,1]} , funcția parțială y — f (x, y), definită pe [—1, 1], 
este continuă, deci uniform continuă. 


6. Funcţii vectoriale continue pe mulţimi compacte 


Proprietăţile funcţiilor reale de o singură variabilă, şi continue pe o 
mulțime compactă, se păstrează şi pentru funcțiile vectoriale și cu aceleași 
demonstraţii (înlocuind modulul cu norma): 

1) O functie vectorială continuă pe o mulțime compactă este mărginită 
pe această multime. 

2) O functie vectorială continuă pe o mulțime compactă este uniform 
continuă. 

3) O funcție vectorială continuă transformă o multime compactă tot 
într-o mulțime compactă. 

4) O funcție reală de n variabile, continuă pe o mulțime compactă ECR", 
își atinge efectiv marginile pe această multime. 


Observaţie. Pe spațiul R” cum > 2, nu s-a definit o relaţie de ordine, deci pentru 
funcțiile vectoriale cu valori în R” nu au sens marginile acestei funcții. 


În acest caz se poate enunţa o proprietate” pentru funcția reală ||f(x)|| : 


5) Dacă f este o funcție vectorială continuă pe o_ mulțime oyn Paci E 
atunci există un punct xy SE astfel încît || f(x l| = sup [If]. 
xEÈ 


Se ține seama de faptul că funcția reală ||f(x)|| este continuă pe E şi 
se aplică proprietatea 4. 


Observație. Fie ACR o mulțime compactă şi o funcție reală 
continuă f: A = R. Graficul funcției f este, o mulțime compactă în plan. 


Într-adevăr, graficul lui f este egal cu imaginea mulțimii + A prin funcția, 
vectorială continuă F(x) = (x, f(x) definită pe A cu valori în R2. 


7. Funcţii vectoriale continue pe mulţimi conexe 


Pentru funcţiile continue, pe toată mulțimea de definiție, se pot da 
anumite criterii de continuitate cu ajutorul imaginilor inverse. 


Fie EC R”, E' CR” şi funcția f: E — E' astfel ca (E) = F’. 
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Propoziţie. Funcţia f este continuă pe mulțimea E, dacă și numai 
dacă, pentru orice mulţime „deschisă G' C R”, există o mulțime desehisă 
G C R”, astfel ca 


GNE = KG N E’). 


Să presupunem întîi că f îndeplinește condiția din enunț şi să arătăm că este con- 


tinuă pe E. Fie x, E E oarecare şi fie V’ o vecinătate a lui f(x,); V’ este deschisă în R. 
—1 


Conform presupunerii există deci o mulțime deschisă G C R”, astfel caG N E =f (V N E’. 
—1 
Dar f(x) e V’ N E, deci x, Ef(V' N E’), adică z, EG N E. În particular x, EG şi, deoa- 


rece G este deschisă, +, este punct interior al său; există deci o vecinătate V a lui x, 
-1 
astfel ca z, E V c G. Oricare ar fi x € V N E avem deci x EG N E =f(V N E’), deci 
fi) eV' NE”, şi deci f(x) e V’. Aşadar, f este continuă în vọ Cum x a fost ales arbitrar 
în E, rezultă că f este continuă pe E. 
Reciproc, să presupunem că f este continuă pe E şi fie G' N R” o mulțime deschisă. 
—1 


Dacă f(G' N E’) = Ø, atunci luăm G = Ø (care este deschisă în R”) și deci 


—1 
G NE =Ø =f Nn E’). 


—1 —1 
Să presupunem, aşadar, că f(G'NE')A40, adică G'NE'A40. Să notăm H =f(GNE'), 
deci f(H) = G N E’ şi să arătăm că există o mulțime deschisă G în R”, astfel ca G N E = 
—1 rg 
= H = f(&@ N E). Evident, H CE. 
Fie x E€ H oarecare; atunci f(x) Ef(H) =G' N E' CG şi, deoarece G' este des- 
chisă, f(x) este punct interior al său; există o vecinătate V’ a lui f(x,), astfel ca 


flx) EV CŒ. 

Deoarece f este continuă în ve lui V’ îi corespunde o vecinătate V a lui xo, astfel 
ca pentru orice x € V N E să avem f(x) € V’, adică (V NE) CcC V cG'; deoarece avem, 
de asemenea, f(V N E) c E", rezultă că f(V N E) c æ nN E’, şi deci 

—1 
V NECHE NE)=H. 


Cum v, a fost ales arbitrar, deducem că pentru orice punct v € H există o vecină- 
tate V, a lui x, astfel ca 
VN ECH. 


Să notăm G = UV. Evident, HUU Vy deci HCG; cum avem, de asemenea, 
xEH zEH 


H c E, rezultă că 
HCGNE. 


Pe de altă parte, 
G NE= UV} NESU: NE) CH. 
x€eH x€H 


Din incluziunile H CG NE şi G NEC H, deducem 


—1 
GNE=H=f(G' n E") 


şi propoziția este complet demonstrată. 
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Corolar. Funcţia f este continuă pe E dacă şi numai dacă, pentru 
orice mulțime închisă M’ C R”, există o mulțime închisă M C R”, astfel ea 


—1 
MOE=fMUE)). 
Pentru demonstraţie se foloseşte propoziţia precedentă, cu mulțimile deschise G' = 
= 0M’ şi G = (M. 


Propoziţie. Imaginea unei mulțimi conexe printr-o funcție 
continuă este o mulțime conexă. 


Fie E C R” o mulțime conexă și o funcţie continuă f : E — R”. Să notăm E” = f(E) 
şi să arătăm că E” este coneză. 


Să presupunem prin absurd că E” n-ar fi conexă. Aceasta înseamnă că există două 
mulțimi deschise G; şi G; în R”, astfel ca 


E C Gi U G, Gi N E’ ARB Gi NE’ #Ø gsi ENG N G = Ø. 


Deoarece f este continuă pe E, mulțimilor deschise Gif şi G, în R” le corespund 
două mulțimi deschise G, şi G, în R”, astfel ca 


GNE = FG; NE) Gi N E = f(Gi NE). 
Deoarece Gi NE'£ 0 şi Ga N E' +ø, deducem că 
Gi NEÆØ IG NE #Ø. 
Deoarece E' N Gi N Gi = Ø, rezultă că ENG, N Gz = Ø. 
Într-adevăr 


—1 —1 
ENG NG = (E N Gi) N (E N G) = f(E NGO) N AE N G) = 


—1 -1 
= f((E N Gi) N (E N G)) = FGI N Gi N E’). 
În sfirşit, deoarece E’ C Gj U G;, rezultă că E C Gi U Gae 


Într-adevăr, E' = E’ N (Gi U Ga) = (E N Gi) U (E N G3). Atunci 


—] —1 —1 -Í 
E = f(E’) = f(E N Gi) U (E N G) = f(E Nn Gi) U (E N G3) = 
= (ENG) U (E N G) = E N (Gi U Ga) 


şi deci 
E C G, U G. 


Presupunerea că E’ nu este conexă conduce la existența a două mulțimi deschise G, 
și G, în R” cu proprietățile următoare: 


E CG, U G, E NGi# Ø, E NGi# ø, E'NG NG =L. 


Aceasta înseamnă că mulțimea E nu este conexă, ceea ce contrazice ipoteza din enun- 
țul propoziției. Urmează, aşadar, că E” este conexă şi propoziția este demonstrată. 


Observații. 1° Există și alte funcții care transformă mulțimile conexe tot în mul- 
timi conexe, şi care nu sint continue. 
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Vom spune că o funcție are proprietatea lui Darboux dacă transformă mulțimile co- 
nexe tot în mulțimi conexe. 
Rezultă că funcţiile vectoriale continue au proprietatea lui Darboux. 


2° Fie ICR un interval şi o funcţie reală continuă f = I = R. Graficul 
funcției f este o mulțime conexă în plan. 

ntr-adevăr, graficul lui f este egal cu imaginea intervalului I prin 

funcția vectorială continuă F(x) = (x, f(x)) definită pe I cu valori în Re. 


8. Derivata funcţiilor vectoriale de o variabilă 


Fie I un interval pe dreaptă, f: I > R” o funcție vectorială şi ffas. e- 
-. fa: T > R componentele sale reale 


S = (Jo Sorsi fa) 


Ca și pentru funcții reale, spunem că functia f este derivabilă într-un 
punct x ¿ET dacă există limita 


jim Se 


Limita însăşi se numeşte derivata functiei f în punctul xy şi se notează 

cu f'(x9): 
f'(x) — lim “2 — J(o) | 
L>% X — Xo 

Dacă f este derivabilă în fiecare punct din I, supunem că f este deri- 
vabilă pe 1. 

Trebuie să observăm că derivata f'(x) este un vector din spațiul R”, 
iar funcția derivată f' are valori în R”. 

Se definesc în mod asemănător derivatele de ordin superior. 

Propoziția următoare reduce studiul derivatei unei funcții vectoriale 
la acela al derivatelor componentelor sale reale. 


Propoziţie. Funcţia feste derivabilă în punctul x, a 7 dacă și 
numai dacă toate componentele sale reale f, ..., f, sint derivabile în x. 
În acest caz avem 


f'(0) = (fi(ro), Ja(%0), - - -, fn(0)). 
În adevăr avem 
f(z) — fo) — [20 — fa(20) o. În (3) — fa 2) l 


- ) 


x — %9 % — Xo x — Xo 


Se aplică apoi proprietatea corespunzătoare de la limite de funcții. 
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Corolar. Funcţia f este derivabilă pe 7 dacă ṣi numai dacă com- 
ponentele sale reale sînt derivabile pe 7. În acest caz avem 


F= (Fi, isoeo, fi). 


Proprietățile funcțiilor reale derivabile, în care nu este implicată 
relația de ordine, rămîn adevărate şi pentru funcții vectoriale fderivabile. 


1) Dacă f este derivabilă în x, (sau pe I) atunci f este continuă în xy 
(sau pe I). 

2) Dacă f, g: I — R” sînt functi derivabile în x, (sau pe I), tar ọ: I > R 
este o funcție reală derivabilă în x, (sau pe I), atunci funcțiile f + g, fe, (fle), 
pg, af sînt derivabile în xa (sau pe I) și avem 


f+a) =F +g 
y = fe + fe 
(Fle) = (Fle) + die’) 
(g) = pe + g 


(af)! = af. 
Dacă, în plus, g nu se anulează în Xo (sau pe I), atunci L este derivabilă 
~ 8 
în x (sau pe I) și avem S 
(7) =% Z 
g 8’ 


Demonstrațiile sînt aceleași ca şi pentru funcții reale. 
„Teorema creşterilor finite nu mai este însă valabilă sub" forma unei 
egalități, ci sub forma unei inegalităţi. 
Teoremă. Fie f:1 > R” o îuneţieşi a <b două puncte din 7. 
Dacă: 
1) f este continuă pe intervalul închis [2, b]; 


2) f este derivabilă pe intervalul“ deschis (a, b), atunei 
IIF) — fa)ll< sup! f (x)| — a). 
ab 


Dacă f' este nemărginită, avem sup, ||f (x)| = + oo şi inegalitatea 
NSO ` a<r&b 
este satisfăcută. 
Să presupunem că f' este mărginită şi să alegem un număr oarecare 
M > sup ||f'(%)||. Fie c un punct astfel ca a < c < b. Deoarece f este deri- 
a<zlb 
vabilă în c avem 


tim KELO SIPON < M. 


zac |x — c| 
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Există o vecinătate VC (a, b) a lui c, astfel încât să avem 
If) — Fe) 


< M, pentru x +c din V, 
xy — C 
deci 


Ax) — f(o)ll < Mlz — ci, pentru orice x aV. 


Să notăm cu A mulțimea punctelor din [a, b] care verifică inegalitatea 
precedentă. Mulțimea A “nu este vidă, deoarece VCA. Mulțimea A este 
mărginită. Fie a' = inf A şi b' = sup A. Avem a', b afa, b]. Deoarece f 
este continuă pe [4, b], este continuă în a’. Luînd un şir x, — a' de puncte 
din A avem 

fr) — AOI < MI a — d), 
de unde, prin trecere la limită, 
| f(a) — Ae s< Mia — ol. 
La fel se arată că 


If) — fo ul — el. 
Atunci 
IFEN — fall = FE) — Ae) — a) — POI A — AU + 
+ IAA) — fl < ME — 0 + Mia — cl = M (L e) + Me — a) = 
= M(' — a’), 
adică 


ISO) — fa) |< MG — a). 


Să arătăm acum că a’ = a si b’ = b. Dacă, prin absurd, am avea a <a, 
raționînd ca mai sus cu g’ în loc de c, putem găsi o vecinătate V'C (a, b) 
a lui a', astfel încît să avem 


f(x) — f(a) || M|z —a |, pentru xev”. 
Atunci, pentru orice x <a’ din V’ avem 
AE) — AA = Il f(x) — fa) + fa) — fo)ll A) — fa) | + 
+ Aa) — fie) |< Mia — a] + Mia — c| = M(a' — x) + Me — a) = 
= M(c — x), 


deci orice x < a' din V’ aparține mulțimii A, ceea ce contrazice faptul că 
a' este marginea inferioară a mulțimii A. Aşadar a' = a. La fel se arată 
că b =. 


Inegalitatea de mai sus se scrie 


| £(8) — f(a) |< MO — a). 
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Deoarece M > sup ||f'(x)|| a fosti ales arbitrar, deducem 
a<r<b 


| £(2) — fall < sup II f'(x) — a) 
a<i<b 


şi teorema este demonstrată. 


9. Viteza și accelerația în mișcarea în spațiu 


Să considerăm un mobil M care se mișcă în spațiul R? într-un interval 
de timp I. În fiecare tel] să notăm cu 7(?) punctul din R? în care se află 
mobilul M. Acest mobil descrie o traiectorie C, anume imaginea interva- 
lului Z prin funcţia vectorială r(t). Dacă notăm cu x(t), y(t) şi 2(7 componente- 
le vectorului (ț), în fiecare moment ż, atunci 


x = x(t) 
y =y), tel 
z = z(t) 


este o reprezentare parametrică a traiectoriei mobilului M. Avem 


y = (x, Y, 2) = xi + yj + zk. 

Să presupunem că funcția vectorială 7(7) 'este derivabilă de două ori 
pe I. 

Derivata întîi 7'(t) se numeşte viteza mobilului şi se notează de obicei 
cu (7): 

VW) = ri), = (2'8, y 020) = xi t y Hj + zk. 

Viteza v(t) este tot o funcție vectorială definită pe I. Pentru fiecare 
punct t€, vectorul viteză v(t) este tangent la curba! C} în. punctul (te). 

Derivata a doua 7” (t) se numește accelerația mobilului şi se notează 
de obicei cu a(t): 

ați) = v'(ġ = r" (8) = (00,90), 200) = x i t yH + z” (ik. 


Și accelerația este o funcție vectorială definită pe Z. 


10. Integrarea funcțiilor vectoriale de o variabilă 


Fie f: [a, b] > R” o funcție vectorială și fi, ..., fa: [a,b] > R com- 
ponentele sale reale 
f = (fu fa. . În). 


Ca și pentru funcții reale, spunem că functia f este integrabilă pe fa, b] 
dacă există un vector I = (L, I» ..., I p SR" cu proprietatea că oricare 
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ar fi şirul (d) de diviziuni ale lui [a, b] cu normele v(d,) —> O și oricare ar fi 
punctele intermediare č; în fiecare diviziune, şirul corespunzător o, (f) al 
sumelor Riemanniene are limita I. 

Limita I se numeşte integrala funcției f pe intervalul [a,b] şi se notează 


(y (x)dx. 


Propoziția următoare reduce studiul unei funcții vectoriale integrabile 
la acela al componentelor sale reale. 


Propoziție. Funcţia f este integrabilă pe [a, 8] dacă și numai 
dacă toate componentele sale reale, fi, fọ ..., f, Sînt integrabile pe [a, b]. 
În acest eaz 


(7 dx = {7 dz jaan- dx). 


Demonstrația foloseşte proprietatea corespunzătoare de la limite de 
funcții. 

Folosind această "propoziţie, deducem că toate proprietăţile integralei 
funcțiilor reale, în care nu intervine relația de ordine, rămîn adevărate 
pentru funcții vectoriale. 


Dăm întîi următorul criteriu de integrabilitate: 
1) Functia f este integrabilă dacă și numai dacă există un vector TAR” 
cu proprietatea că oricare ar fi € > 0, există un număr 5(e) > 0 astfel încît 


oricare ar fi diviziunea d cu norma v(d) < 3(e) și oricare ar fi punctele 
intermediare, să avem ||oa(f) — Ij < e. 


2) Orice funchie integrabilă este mărginită. 
Din criteriul lui Lebesgue pentru funcţii reale se deduce următorul 
criteriu pentru funcții vectoriale. 


3) f este integrabilă dacă şi numai dacă este mărginită şi continuă 
aproape peste tot. 


În particular, funcţiile continue sînt integrabile. 
4) Mulțimea functiilor integrabile f: [a, b] > R” este o algebră, tar 
b 


integrala | fdx este liniară pe această algebră. 


a 


5) Proprietatea de integrabilitate este ereditară. Dacă a<c<b, atunci 


b 


(paz = f fax + (ra 


a a 
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6) Dacă f este integrabilă, atunci funcția reală ||f|| este integrabilă şi 
avem 


| f) dx |< (ii ldr, a< b. 


În adevăr, pentru fiecare sumă integrală avem 


Hoa Il = ERED a — S E AE 1 a) = oC). 


Se alege apoi un șir (4,) de diviziuni cu norma v(d„) > 0 şi se trece 
la limită. 
7) Dacă f este integrabilă și || f(x) || < M, atunci 


| fx) dx | < MG —a). 


8) Funcția F(x) = | f(t)dz este continuă. 


Rt a 


9) Dacă f este continuă într-un punct xa atunci functia F(x) = | HOKU 
a 
este derivabilă în xa şi avem F'(xo) = flo). 
Spunem că o functie vectorială F : [a, b] —> R" este o primitivă a funcţiei 
vectoriale f:[a, b] > R” dacă F este derivabilă şi F' = 
Studiul primitivelor funcțiilor vectoriale se reduce la acela al primiti- 
velor componentelor sale, cu ajutorul propoziției următoare. 


Propoziție. Funcția vectorială F = (F, Fa, ..., Fa) este o 
primitivă a funcţiei f = (fı fa, ---; fa) dacă şi numai dacă pentru fiecare 
í funcţia reală F, este o primitivă a funcţiei fe 


De aici deducem că orice funcție continuă are primitive. Are loc for- 
mula lui Leibniz-Newton. 
Dacă f este integrabilă și are primitive pe [a, b], atunci 


| fo) dx = FO) — Fla) 


oricare ar fi primitiva F a lu f. 

Are loc formula de integrare prin părti, atît pentru integrale 
nedefinite cît şi pentru integrale definite, funcțiile f şi g fiind ambele vec- 
toriale sau una vectorială și alta scalară. 

De asemenea, au loc formulele de schimbare de variabilă, în aceleaşi 
condiții ca şi pentru funcții reale, funcția u fiind presupusă reală. 
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$ 6. Derivate parţiale. Diferenţiale 
|. Derivate parţiale 


Fie f(x, y) o funcţie reală de două variabile definită pe o mulțime 
EC R şi fie (xayo) un punct interior al lui E. 


Definiție. Spunem că îuneţia f(x, y) are în punetul (xo, Yo) deri- 
vată parțială în raport cu variabila x, dacă există 


lim S(x, Yo) — Fio Yo) 


şi este finită. Limita însăşi se numeşte derivata parțială în raport cu x a 
funcției f(x, y) în punctul (xo Yo) şi se notează f, (%o Yo) sau Steve, 
p 1 

sau D, f(xo Yo): 
FACA Yo) — tim Yo) — f(Xo Yo) , 


Z= 49 xX — Xo 
Se defineşte în mod semănător derivata parțială în raport cu y a 


funcției f(x, y) în punctul (xo Yo), notată f,(x%ə Yo) sau Pee yd, sau 
y 


D,f(xo, Yo), prin egalitatea 


flo Yo) = lim Fizo Y) — Fto Yo) 
Y> Y — Yo 


dacă limita există şi este finită. 


În loc de „derivata parțială în raport cu x (respectiv cu y)” se mai 
spune derivata parțială î în raport cu prima variabilă (respectiv cu a doua 
variabilă) şi se notează D,f(xo, Yo) (respectiv Daf(xo, Yo), mai ales atunci 
cînd nu este necesar să se specifice modul în care se 'notează variabilele. 

Spunem că functia f(x, y) are derivată parțială în raport cu x (respectiv 
cu y) pe o mulțime ACE, dacă are derivată parhală în vapori CU X (respectat 
cu y) în fiecare Punct (x,y) A. EAI SRI T E + 

Dacă funcţia f are derivată parțială în raport cu” x (respectiv cu y) 
pe mulțimea A, funcția f,(x, y) (respectiv funcția fila, y)) definită pe 
A se numește derivată parțială a funcției f în raport cu x (respectiv 


în raport cu y) şi se notează f,, Z, D, f, D,f (respectiv fy, =, D,f, Daf). 
A 
În loc să spunem că funcția f are derivată parțială în raport cu v 
(respectiv cu y) într-un punct (x, y) sau pe A, se spune adesea că derivata 
fi (respectiv derivata f,) există în punctul (x, y) sau pe A. 
Practic derivata parțială f,se calculează considerînd pe y constant 


şi derivînd ca o funcție de o singură variabilă, x. Derivata parțială în raport 
cu y se calculează în mod asemănător. 
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Exemple. 1) Fie funcția f(x, y) = xy? — xY definită pe semiplanul dechis + > 0. 
Avem a 
5 fil, 9) = 22 — YIT, f È% y) = Sapt — x ln x. 
2) f(x,y) = x + y definită pe R? 
fila DEL fyr y EL 
3) f(x, y) = xy definită pe R? 
fala, y) =Y, fl, y) =. 


4) f(x, y) = Z definită pentru orice (x, y) cu y #0 
y 


1 % 
filă, 9) = > Fa 9) = — 
y 


Observații. 1° Derivata parțială a funcției f(x, y) în raport cu 4, în punctul 
(0, Yo) se poate defini chiar dacă (x Yo) nu este punct interior al lui E. 
Dacă mulțimea E conține un segment de dreaptă paralel cu axa Ox, care trece prin punctul 
(xo Yo), atunci are sens limita 
„Fl, Yo) — flo, Yo) 
lim, 
X—4%9 x — 49 
deoarece (9, Yo) este punct de acumulare al acestui segment. În acest caz, se poate defini 
flo Yo). De asemenea, dacă E conține un segment de dreaptă paralel cu axa Oy care trece 
prin (70, Yo), se poate defini f(x, Yo). 
Dacă mulțimea E nu conține nici un segment de dreaptă care să treacă prin (xe Yo) şi 
care să fie paralel cu una din axe, atunci nu are sens nici una din derivatele parțiale în punctul 


(Xo Yo). 
De exemplu, dacă E este un segment de dreaptă neparalel cu axa Ox, sau o circumferință, 
derivatele parțiale nu au sens în nici un punct din E. 


2° Să considerăm proiecția E(yg) pe axa Ox a mulțimii punctelor 
din E care au ordonata yo: 


Ely) = tz E R, (x, y) ef). 


Mulțimea E(yọ) conține punctul x, în interiorul său. 
Să considerăm funcția parțială 


g(x) = f(x, Yo) 
definită pentru xSE(y). Funcția f(x, y) are derivată parțială în raport 
cu x în punctul (xo, Yo), dacă şi numai funcția ọ(x) de o singură variabilă 
este derivabilă în punctul x. In acest caz, 
alo Yo) = P'(x0). 
În mod asemănător, să considerăm mulțimea 
E(x) = {yly & R, (xo y) SE} 
şi funcția parțială definită pe E(x): 
Yy) = f(xo Y). 
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a 


„___ Funcţia f(x, y) are derivată parțială în raport cu y în (xe Yo) dacă 
și numai dacă funcția (y) este derivabilă în yo. În' acest caz avem 


uta, Yo) = $ (Yo). 


Propoziția 1. Dacă derivata parțială f; (respectiv f,) există în 
punctul (x, Yo), atunci f este continuă în punctul (xo, Yo) în raport cu x (res- 
pectiv cu y). 


Într-adevăr, deoarece funcția o(2) = f(x, yo) este derivabilă în xe, 
ea este continuă în 4. Aceasta înseamnă că funcția f(x, y) este continuă 
parțial în raport cu x în punctul (xo, Yo) 

Observaţie. Dacă există ambele derivate parțiale f;(x0, Yo) şi 
ful(zo, Yo), atunci funcția f(x, y) este continuă în (xo, Yo) în raport cu' fiecare 
variabilă în parte, dar nu în mod necesar în raport cu ansamblul variabilelor. 


Exemplu. Fie funcţia f(x, y) definită pe KR? astfel: 


xy 
x? 4 y? 


f(x, y) = dacă (x, y) = (0,0) şi f(0, 0) = 0. 


Avem f(x, 0) = 0, deci fă(%, 0) = 0 şi fz(0, 0) = 0. De asemenea, fy(0, 0) = 0. Funcția f(x, y) 
are în origine derivate parțiale în raport cu fiecare variabilă, dar nu este continuă în: acest 
punct. Într-adevăr, pe dreapta y = mx, (m 0), funcţia este constantă: 

my? m 


s+ me 1pm 


f(x. y) = „x 40, 


deci lim f(x, y) = 710, 0). 


ya 
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Propoziția 2. Fie (xp, yo) un punct interior al lui Æ. Dacă deri- 
vatele parțiale f} şi f, există pe o vecinătate V a lui (xo, Yo) atunci pentru 
orice punct (x, y) a există un număr £ cuprins între x, și x şi un număr 
n cuprins între y, şi y astfel încît: 


fl, 9) — Alto» Yo) = f(E Y(X — £o) + folos NY — Yo). 
Să alegem un punct arbitrar (x, y)V şi să-l menţinem fix. Avem 
fix, y) — Fto Yo) = fl, 9) — flo, Y) + fo» 9) — fitos Yo). 
Să notăm 
ol) = fE y) YA = fo, ea T, o da T. 
Funcțiile ọ(t) şi V(7) sînt derivabile: 
p'() = falt 9), Y'O = feo, 5). 


Aplicînd teorema creşterilor finite funcțiilor ẹ(ż) şi 4(t), deducem că există 
un punct £ cuprins între x, şi x, astfel ca 


p(x) — (xo) = P(E) (x — 20), 
adică 
Fx, y) — fite 9) = SE, 9) (ar — xo) 
și există un punct y cuprins între yo şi y, astfel ca 


Yy) — Hy = pY — yo), 
adică 
fixo Y) — AXo Yo) = flo: N(Y — Yo) 
Atunci 


Fx, y) — Flo» Yo) = fal, Y(X — xo) + fyllo nY — Yo- 


Această egalitate se numește formula lut Lagrange pentru funcții de 
două variabile. Această formulă va fi precizată mai departe, astfel: 


fi, y) — Fto yo) = flé n(A — xo) + AlE nY — Yo). 


Observație. Notînd (t) = f(t, yo), Y(t) = f(x, £) şi, raționînd 
ca mai sus, deducem că există un număr č’ cuprins între xo şi x şi un număr 
n cuprins între yo şi y, astfel încît 


fix, y) — Flo Yo) = Fa(8, Yol — xo) + falx, WY — Yo). 


Propoziția 3. Fie (xo Yọ) un punet interior al lui £. Dacă funcția 
f are derivate parțiale mărginite într-o vecinătate V a lui (xo, Yọ ) atunci 
ea este continuă în (xo, yọ) (în raport cu ansamblul variabilelor). 
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Prin ipoteză, există un număr M, astfel ca 
fu, y< M şi f(x, y) <M pentru orice (x,y)eV. 
Avem 


fi, y) — fos Yol < |fz(8, y(x — o) + falx nly — vo) < 
< M(|x — xol + |Y — Yol). 


Fig. 145 


Dar,lim (|x — xo + Iy — Yol) = 0, şi deci 


x—ă%a 


y—Yo 
lim f(x, y) — F(X Yo)l = 0, 
Yy 
de unde 
lim f(x, y) = flo, Yo), 


Y> Yo 
adică f este continuă în (xo, Yo). 
Corolarul 1. Dacă f= Şi fy există pe o vecinătate V a lui (xo, Yo) şi 
sînt continue în (x, Yo), atunci funcția f este continuă în (xo, Yo). 


Într-adevăr, dacă f}, şi f, sînt continue în (xe Yo), există o vecină- 
tate V a lui (xo Yo) pe care aceste funcții sînt mărginite. 


Corolarul 2. Dacă derivatele parțiale f; şi f, există pe E şi sînt 
continue sau sînt mărginite pe E, atunci functia f este continuă pe E. 
Observații. 1° Dacă f(x, y, z) este o funcție reală de trei varia- 
bile definită pe o mulțime EC R? şi dacă (a, b, c) SE, se definesc derivatele 
sale parțiale, în număr de trei, astfel : 
Of(a, b, c) b, c) — f'(a, b, c) = — lim fix, b, c) — fla, b, c) l 
gx x—a x — a 
Of(a, b, c) = fila, b, c) — lime y, c) — f(a, b, c) 
Oy y—=b y — b 
seia. = fila, b, c) = limet A Sa b, o 


z=—c Z —c 
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Exemplu. f(x,y, z) = yz? -+ y? + 2 definită pe R3; 


æ% 


fi = y Z 
O Vx Fyz 


Va pia 1 Va Ra: 
(x, y, 2) = (0, 0, 0). 


LA 
+ Jy = 


2° Dacă f(x, Xa. -., Xa) este o funcție reală de n variabile definită pe 
o mulțime EC R”, ea poate avea n derivate parţiale într-un punct (a4, az... 
„34, ) EE. De exemplu, derivata parțială în raport cu x, se definește 
astfel : 


Of lar ..., an) __ p __ 
a T Salo vees Ap) = 


x a; Xi — äi 


3° Deoarece derivatele parțiale ale unei funcții de mai multe variabile 
sînt, de fapt, derivatele funcțiilor sale parțiale care sînt funcții de o singură 
variabilă, rezultă că operatiile algebrice efectuate asupra funcțiilor care au 
derivate parțiale duc tot la funcții care au derivate parțiale, iar regulile de 
derivare a sumei, diferenţei, produsului, câtulmi etc. sînt aceleaşi ca şi pentru 
funcții de o variabilă. 


4° Fie f(x,y) o funcţie vectorială de două variabile definită pe o mulţime ECR? cu 
valori în R”, şi (a, b) GE. Fie fi, fa... -, fm componentele reale ale funcţiei vectoriale f: 


f = (fa fa. - -s fm) 
Se spune că funcția vectorială f are derivată parțială în raport cu y în punctul (a, b), dacă, 
toate componentele sale reale au derivată parțială în raport cu y în punctul (a, b). 
Of(a, b) 


x 
vatele parțiale în raport cu y ale funcțiilor fi, fa... .» fm 


ðfla, b) _ (dfaa, b) aea) pm 
ðr -| oa Jo 


Derivata parțială se definește ca fiind vectorul din R” care are drept componente deri- 


Această derivată parţială se poate defini direct prin egalitatea, 


ð a, b 4 X, b _ 3 b 
Ha d) — (a, b) = tim PU 0 Sla, b) e Rm 
ðx xa x—a 
unde limita se consideră în R™., 


La fel se definesc derivatele parțiale ale unei funcții vectoriale de n variabile cu valori 
in R”, (Xi Xa.. £n). 


Toate proprietățile relative la derivatele parțiale ale funcțiilor reale de 
două variabile rămîn adevărate şi pentru derivatele parțiale ale funcțiilor 
reale sau vectoriale de mai multe variabile. 
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2. Diferenţiabilitatea funcţiilor de mai multe variabile 


Fie f(x, y) o funcţie reală de două variabile definită pe o mulțime 
EC R2 şi (a, b) un punct interior al lui E. 


Definiție. Se spune că funcția f(x, y) este diierențiabilă în punc- 
tul (a, b) dacă există două numere reale À și u, şi o funeţie w(x, y) definită 
pe E, continuă în punctul (a4, b) şi nulă în acest punet: 

lim w(x, y) = o(a, b) = 0, 


x—a 
y—b 


astfel încît pentru orice punct (x,y) & Esă avem egalitatea: 

fl, y) — fla, b) = Na — a) + uy — b) + olx, y) Vai = aH y DF. 
Dacă E este o mulțime deschisă, se spune că f este diferenjiabilă pe E 

dacă este diferențiabilă în fiecare punct din E. 


Observații. 1° În această definiție, faptul esențial este că 
lim (x, y) = 


x=a 
y=b 


Este suficient ca funcția w(x, y) care verifică egalitatea precedentă să 
fie definită numai pe o vecinătate V a lui (a, b) cu excepția punctului (a, b), 
deoarece în punctul (a, b) se poate prelungi prin continuitate, punînd 
œ(a, b) = 0, iar în punctele (x, y) & V se defineşte prin egalitatea 


fix. 3) — fla, b) — Mx — a) — y -b 
V(x — a + (y — b) 

astfel încît funcția prelungită w(x, y) verifică egalitatea de definiție a dife- 
rențiabilității,” pentru orice (x, y) a 

2° Pentru simplificarea scrisului, vom nota 

p = p(z, y) = V(x — a}? + (y — bY. 
o reprezintă distanța dintre punctele (x, y) şi (a, b), adică 
p = Il, y) — (a, b) = (x — a, y — bll. 
Cu această notație, egalitatea de definiție a diferențiabilității se scrie 
f(x, y) — fla, b) = A(x — a) + p(y — b) + olx, y) p 
Avem lim p (x, y) = 0. 


K> 
y—bd 


(x, y) = 


3° Deoarece |x — aj < V(z — a} + (x — b)? şi 

[y — bl <V(r — a)2 + (y — b}, avem 
— a — b 

|x | e 1 „II 72] | «1 

plx, y) plx, y) 
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4° Chiar dacă funcţia f nu este diferențiabilă, în punctul (a, b} pentru, două numere 
date à şi u, există o singură funcție w(z, y) definită pe E (cu excepţia lui (a, b)), care verifică 


egalitatea 
fix, y) — fia, b) = Mr — a) + uly — b) + olx, y)e 


pentru orice (x, y) SE, diferit de (a, 5). 
Într-adevăr, dacă o altă funcție &'(x, y) verifică egalitatea 


fix, y) — f(a, b) = Ax — a) + uy — b) + olr, y)e 
pentru orice (x, y) EE, diferit de (a, b), atunci pentru (z, y) = (a, b) avem 
fix, y) — f(a, b) — (x — a) — u(y — b) 

P 
flx, y) — fla, b) — Nx — a) — ely — b) 
p 


de unde o(x, y) = (x, y) pentru orice (x, y) = (a, b) din E. 
iile w şi œ’ pot fi diferite numai în punctul (a, b). Dacă punem condiția ca aceste 
funcții să aibă valoarea 0 în punctul (a, b), atunci ele sînt egale pe toată mulțimea E. 


w(x, y) = 


a(x, y) = 


Înainte de a trece la studiul proprietăților funcțiilor diferențiabile să 
stabilim un rezultat care va fi util mai departe. 


Lem ă. Dacă funcția o(x, y), definită pe E, are limita 0 în pune- 
tul (a, b), atunei există două funcții «, şi œw, definite pe E care au limita 0 . 
în (2, b) şi eare verifică egalitatea: 


a(x, yje = wlz, y) (x — a) + (x, y) (y — b), (x, y) & E. 


Reciproe, dacă funcțiile œ, ṣi œw,, definite pe E, au limita O în punc- 
tul (a, b), atunci există o funcție œ(x, y) cu limita O în punctul (a, b), care 
să verifice egalitatea precedentă. 


Să presupunem întîi că se dă funcția w(x, y) cu 
lim o(x, y) = 0. 


z—a 
y—b 


Definim funcțiile w, şi o, astfel: 


alx, y) = a(x, y) Z, ola, y) = olx, y) 27, (x, y) = (a, b). 
p(x, y) p(x, y) 
Atunci 
lolx, 9)| = lolz, 9) E< lolx, y), 
deci i 


lim W(x, y) = 0 
yab 


și la fel se arată că 
lim w(x, y) = 0. 


Z— a 
Y—b 
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Pe de altă parte, pentru (x, y) =< (a, b) avem 
— 2 — b 2 
olx, y) (x — a) + cal, DU — b) = olz, 3) ZË + olx, y) 2 = 
elr, y) plx, y) 
— olx, jo 
elr, y) 


Reciproc, să presupunem că sînt date funcțiile œw,(x, y) şi oa(x, y) cu 


= o(x, y) p(x, y). 


lim o,(x, y) = 0, i = 1,2. 
y>b 
Definim atunci funcția w(x, y) astfel: 


ola =a post DOD e y) e (a, b) 


olz y) = elz, y) 


deci 
olx, y) elx, y) = a(x, y) (x — a) + w(x, y)(y — b), 
pentru orice (x, y) & E, şi 
— b 
+ lolz, y) < 
p(x, y) p(z, y) 
< |oa(x, y)| + loz(x, y), 


lx — al 
| 


lolx, y) < lolx, y) 


de unde 
lim w(x, y) = 0. 


aa 
y=b 


Observație. Pentru o funcție e dată putem găsi mai multe perechi de funcții œ, 
Şi ©, care să verifice. lema precedentă, 


Se poate lua, de exemplu, 
olz, y) = olz, y) — r |z — al 
Ai 7 jlx — al +iy— b] x —a 
P(r, y) iy — b| | 


D(F, = ¥, 
N= oe Law yo 


Pentru două funcții date œ, şi œp, există o singură funcție œw definită pe E (cu excepe 
ţia lui (a, b)) care să verifice lema. 


Folosind această lemă, rezultă imediat 


Propoziția 3. Funcţia f este diferențiabilă în punetul (a, b) dacă 
şi numai dacă există două numere reale > şi u, şi două funcții œ, şi œ, defi- 
nite pe E, continue în (a, b) şi nule în acest punet : 


lim œw;(x, y) = œ; (a, b) = 0, t= 1,2 
i 
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astfel încît pentru orice (x, y) GE să avem egalitatea 
f(xy) — f(a,b) = A(x — a) + uly — b) + olx, y) (x — a) + olx, y) y— b). 
Această egalitate se poate scrie şi astfel: 

f(x,y) — fab) = [à + os(z,9)] (x — a) + [u+ ozy) y — b). 


Observație. Ca şi în definiția diferențiabilității este suficient 
ca funcțiile co, şi © să fie definite pe o vecinătate V a lui (a, b), cu excepția 
punctului (æ, b), dar să aibă limita 0 în acest punct. Ele se prelungesc 
atunci prin continuitate în punctul (a, b), iar în afara lui V se prelungesc 
în mod unic, astfel încît să fie verificată egalitatea de mai sus. 


Propoziția 4. Dacă funcția f este diierenţiabilă în punctul (a, b), 
atunci ea are derivate parțiale în (a, b) şi 


fila, b) = à, fila, b) = p. 
Egalitatea de definiție a diferenţiabilităţii se serie atunci astfel : 
F(x, y) — f(a, b) = faţa, b) (x — a) + fila, b) (y — b) + olx, y)e 
sau 
f(x,y) — fla,b) = [fla b) + olx, y) I(x — a) + Efla, b) + olx, y)] (9 — b). 
Într-adevăr, dacă în egalitatea de definiție a diferențiabilității, 
fl, y) — fla, b) = A(x — a) + u(y — b) + olx, y) V(x — a} + (y — b? 
se ia y = b, se obține 
f(x, b) — f(a, b) = A(x — a) + olx, b) |x — al. 
Pentru x =: a deducem 
fiz, b) -fla d) — 3 + olx, b) 25a l 


X — a d — a 


š — 


Dar Jo(x, b) Z=] = jeo(, b)| şi lim |o(x, b)| = loa, b)| = 0, 


deci 
limt b) — f(a, b) 
X= E] x — 8 


= À, 


P funcția f are în punctul (a, b) derivata parțială în raport cu x şi 
f:(a, b) = à. 

Se demonstrează în mod analog că f are în punctul (a, b) derivata 
parțială în raport cu y ṣi fy(a, b) = u. 
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Corolar. Dacă f este diferenţiabilă pe E, atunci ea are derivate 
parţiale f; și f, pe E. 


Observație. Propoziția reciprocă nu este adevărată: există 
funcții care au derivate parţiale dar care nu sînt diferențiabile, 
Exemplu. Funcţia f(x, y) definită pe R? astfel: 


fle, y) = TE dacă (7,3) = (0, 0) şi 100,0) = 0 


are derivate parțiale nule în origine: 
f(x, 0) = 0, deci fp(z, 0) = 0 şi £/(0,0)=0; 
(0, y) = 0, deci fy(0, y) = 0 şi f/(0, 0) = 0. 
Avem apoi, pentru (+, y) = (0, 0), 


xY xY 


fl, y) — 10,0) = Jarpa l a Vr? F y = 


xy 
%2 + y? 


= f4(0, 0O)(x — 0) + fy 0) (y — 0) + V(x — 0} + (y — 0). 


X 
Dar funcţia m nu are limită în origine, deci funcția f nu este diferențiabilă în 
a a 
origine. 
Aşadar, pentru funcții de două sau mai multe variabile, noțiunea de 
diferențiabilitate nu este echivalentă cu aceea de derivabilitate parțială. 


Propoziția 5. Dacă funcția f este diferenţiabilă în punctul (a, b), 
atunci ea este continuă în acest punct. 


Într-adevăr, toți termenii din membrul drept al egalității 
f(x, y) — fia, b) = à (x — a) + uly — b) + w(x, y) p, 
prin care se defineşte diferențiabilitatea, au limita O în punctul (a, b), deci 


lim (f(x, y) — f(a, b) ] = 0, 


y—=b 
de unde 


tim f(x, y) = f(a, b), 


za 
y—b 


adică f este continuă în (a, b). 
Corolar. Dacă feste diferenţiabilă pe E atunci ea este continuă pe E. 


Observaţii. 1° Propoziția reciprocă nu este adevărată: există 
funcţii continue care nu sînt diferențiabile. 
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Exemplu. Funcţia f(x, y) = Vz? + y? definită pe R? este continuă în orice punct. 
Avem f (x, 0) = |x| şi funcția [x] nu este derivabilă în punctul 0, deci f4(0, 0) nu există. 


La fel se arată că fy(0, 0) nu există. Rezultă că funcția f nu este diferențiabilă în origine, deoare- 
ce nu are derivate parțiale în acest punct. 


2° Chiar dacă funcția f are derivate parțiale şi este şi continuă într-un 
punct, nu rezultă că este diferențiabilă în acel punct. 


Exemplu. Funcţia f(x, y) definită pe R? astfel : 


dacă (x, y) = (0,0) şi f(0, 0) =0 


xY 
UREE ET 


are derivate parțiale în origine, f/(0, 0) = 0, J0. 0) = 0 şieste continuă în origine, deoarece 


|| |x] 


TET EZET 7 = |y] x< iyl 
şi lim |y| = 0, deci 

x—0 

y=0 


O Y 


lim (a, y) = = 0 = f(0, 0). 
pin 0 Vri Fy 
220 y=0 


După cum s-a văzut într-un exemplu precedent, această funcţie nu este diferențiabilă 
în origine. 


Ultimele două propoziții arată că existența derivatelor parțiale și 
continuitatea unei funcții sînt condiții necesare (dar nu suficiente) pentru 
diferențiabilitatea sa. 


Propoziția următoare dă condiții suficiente de diferențiabilitate. 


Propoziția 6. Dacă funcția f are derivate parţiale /; şi fy într-o 
vecinătate V a lui (a, b) şi dacă acesie derivate parţiale sînt continue în 
(a, b), atunci îuneţia f este diterenţiabilă în (a, b). 


Aplicînd formula lui Lagrange, pentru fiecare punct (x, y) a V, există 
un număr & cuprins între a şi x şi un număr ņ cuprins între b şi y, astfel 


încît 
F(x, y) — fa, b) = fi(8, y) (x — a) + fsla, n) (y — b) = 
= fala, b) (x — a) + fsla, b) (y — b) + 
+ [fa (E, y) — fela, b) (x — a) + [f(a, n) — fy (a , b)] (x — b) = 
= f(a, b) (x — a) + fy (a, By — b) + olx, y(x — a) + olz, yy — b), 


unde am notat 


olx, 9) = f(&, 9) — f(a, b), 
a(x, 9) = fala, n) — fala, b), 
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pentru (x, y) & V. Să arătăm că aceste funcții au limita 0 în punctul (a, b). 
Pentru aceasta, fie (x„, Y„) > (a, b) un şir oarecare de puncte din V, adică 
X, > a Și yY, > b. Raționînd ca mai sus, pentru fiecare punct (+, y,) găsim 
un număr £, cuprins între a şi x, şi un număr n, cuprins între b şi y, care 
verifică formula lui Lagrange, deci pentru care 


ONCA Yn) = fa &m Yn) — f(a, b), 
Oa Lys Ya) = f(a, Nn) — fla, b). 


Să observăm că, deoarece x, — a, iar £, se află între a şi x,, avem 
E, > a; de asemenea, h, b. Deoarece funcțiile f, şi fy sînt continue în 


(a, b), deducem 
Sal Ens Yn) > fa d), 
fala, nna) > fola, b), 


deci o(%,, Ya) > 0 şi oa(x, Ya) > 0. Deoarece şirul (x,, Ya) > (a, b) a fost 
ales arbitrar, rezultă 
lim w(x, y) = 0 şi lim (x, y) =0. 


y—=b y—b 


Funcţiile © şi co se prelungesc apoi în mod unic în exteriorul vecină- 
tății V, astfel încît să avem 


fix, y) — fla, b) = f(a, b)(x — a) + fala, (9 — b) + olx, y(x — a) + 
+ w(x, y) (y — b), 
deci f este diferențiabilă în (a, b). 


Corolar. Dacă derivatele parțiale f; ṣi fy există şi sînt continue 
pe E, atunci f este diferențiabilă pe £. 


Observație. Propoziția reciprocă nu este adevărată: există 
funcții diferențiabile într-un punct, ale căror derivate parțiale nu sînt 
continue în acest punct. 


Exemplu. Fie funcția f(x, y) definită pe R? astfel: 


dacă (x, y) = (0, 0) şi f(0, 0) = 0. 


fiz, y) = (2° + 7°) sin 


Să arătăm mai întîi că funcţia este diferențiabilă în origine. Pentru (x, y) = (0, 0) 
avem 


1 
fie 9) — FO 0) = (a + pp) sin 


——— 1 
= 0 : (x — 0) + 0- (y — 0) + Va + 7° sin V(x — 0) + (y — 0}. 


pya 
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7» avem 


—— i 
Notind (z, y) = V7? + y? sin A y 


l o(x, y)| = Vz? + y?| sin sVr +y 


x? +y? 
şi lim V2? + y? = 0, deci lim (x, y) = 0. 

x—0 z—0 

y=0 y—0 


Aşadar, funcţia f este diferențiabilă în origine. Rezultă în particular f,(0, 0) = 0 și 
fy{0. 0) = 0. 


Să calculăm acum derivatele parțiale în punctele (x, y) = (0, 0). 


x 1 
H, = 2y sin ~= = COS — 
Li Vety Vety Vety 


1 y 1 
(x, = 2y sin > -o î 
fala y) ys Vz +y? Va Vry 


Aceste derivate parțiale nu au limită în origine şi deci cu atît mai mult nu sînt continue 
în origine, deoarece funcțiile 


| 1 
nu au limită în origine. 


Observaţii. 1° Se defineşte diferențiabilitatea unei funcții reale 
f(x, y, 2) de trei variabile, definită pe o mulțime E C R?, într-un punct 
interior (a, b, c) & E, prin egalitatea 


F(x, y, 2) — fla, b, c) = Ax — a) + uly — b) + ve — c) + o(x, y, 2p, 
unde À, u, v sînt numere, p = ï“ (x — a)? + (y — b} + (z — c}, iar 


lim (x, y, z) = œ (a, b, c) = 0. 


yab 
Se demonstrează că à = f(a, b, c), u = fala, b, c), y = f(a, b, c). 
2° Pentru o funcție reală de n variabile, f (X1 Xos ..., Xa), definită 


pe o mulțime E C R”, se defineşte diferențiabilitatea într-un punct interior 
(di aa, ..., 4p) C E prin egalitatea 


fc, Wa, ssas Xa) — f(a, da, ases ay) = DEVE — 4;) + a(x, Xa, TTEA) p, 


i=l 
A n 
unde à; sînt numere, p = >> (x; — a)? = || X1 — aa, Xa — az, o -s Xn — Calle 
t=1 
iar funcția w(x, Xo, ..., Xa) are limita O în punctul (aj, ao, ..., dm): 
3° Fie f(x, y) o funcție vectorială de două variabile, definită pe o mulțime EC R” cu 


valori în R”, şi fie fı, fæ... fm componentele sale reale: f = (fı = (fr fa.» -,fm)- Se spune că 
funcția f este diferențiabilä în punctul (a, b), dacă toate componentele sale reale sînt diferenți- 
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abile în (a, b). O definiţie echivalentă este următoarea: f(x, y) este diferențiabilă în punctu 
(a, b) dacă există doi vectori A = (^. .., Am) Şi p = (pr. -sum din R” şi o funcţie vectorială 
o(z, y) definită pe E cu valori în R”, continuă în (a, b), şi nulă în (a, b), astfel încît pentru 
orice (x, y) SE să avem 


fa, y) — fa, b) = Ma — a) + uly — b) + o (7, y) Vi — a + yd. 


Notind cu o Og... Om componentele reale ale lui œ, ele sînt continue și nule în (a, b). 
Egalitatea vectorială precedentă este echivalentă cu următoarele n egalități scalare : 


fila, y) — fila, b) = r(x — a) + uly — b) + oilz, y) V(x — a) + (y — b), 


= ], 2,..., n, adică diferențiabilitatea lui f este echivalentă cu diferențiabilitatea componen- 
telor sale reale fy, fo. -.--> Jn 


Ofila, b ; (a, 
Avem p De ji pa Bed deci 
ðx Qy 
Of, (a, b) Of (a, b Of(a, b 
A = (Aj, Am) _= | e) e ) 


o.a g 


_ [e Ofm(a, b) afla b) 
ðY Oy 


ŞI u = (eo Um) = Dy 


Considerații asemănătoare se pot face pentru funcții vectoriale f(x, 4a... Xn) de n 
variabile cu valori în R”. 


Toate celelalte proprietăți relative la diferentiabilitatea funfiilor reale 
de două variabile sînt adevărate și pentru funcții reale sau vectoriale de mat 
multe variabile. 


4° Diferențiabilitatea unei funcții f(x, y) definită pe o mulțime EC R? se poate defini 
în orice punct de acumulare (a, b) EE, chiar dacă (a, b) nu este punct interior al lui E, prin 
aceeaşi egalitate 


fiz. y) — fla, b) = A(x — a) + u(y — b) + olr, y) p. 
Dacă f este diferențiabilă în (a, b), atunci feste continuă în 
(a, b). 

Este însă posibil ca derivatele parțiale să nu aibă sens 
în punctul (a, b) şi deci propozițiile 2 şi 4 nu mai au sens în 
acest caz. 


Exemplu. Fie funcția f(x, y) = x + y definită pe mulțimea 
E = {(x, y) | x S y <$ 22). 
Funcția f este diferențiabilă în origine, doarece 
fi, y) — 400,0) =x +y = 1. (4 —0)+1:9—0)+ 
+ 0- Vi = 0+ O 0, 
a= 1, p= l ṣi (x,y) = 0. 


deci 


Derivatele parțiale nu au sens în origine, deoarece mul- 
țtimea E nu conține nici un segment de dreaptă care să treacă 
prin origine şi să fie paralel cu una din axele de coordonate. 


DERIVATE PARȚIALE. DIFERENŢIALE 605 


3. Diferenţiala funcţiilor de mai multe variabile 


Fie f(x, y) o funcţie reală definită pe o mulțime E C R? şi diferenția- 
bilă într-un punct interior (a, b) G E: 


fix, y) — f(a, b) = fela, b)(x — a) + fsla, b)(y — b) + olx, y) p 


unde lim o(x, y) = 0. 

yob 

Diferența x — a se numeşte creşterea primei variabile de la a la x 
iar diferența y — b se numeşte creşterea celei de-a doua variabile de la b la y. 

Diferența f(x, b) — f(a, b) se numește creşterea funcției corespunză- 
toare creşterilor x — a şi y — b ale argumentelor. 

Deoarece funcția œ are limita O în (a, b), avem următoarea relație 
de aproximare 


F(x, y) — f(a, b) =~ fala, b) (x — a) + fs (a, by — b). 


Aşadar, creşterea funcției f poate fi aproximată cu funcția lintară 
fsla, b) (x — a) + fa (a, 2)(y — b), definită pentru orice (x,y) e Re. 


Definiție. Funeţia liniară de două variabile f; (a, b)(x — a) A 
+ fsla, b)(y — b) se numeşte diierenţiala funcției f(x, y) în punctul (a, b 
și se notează df(a, 


df(a, b) (x, y) = f(a, b)(x — a) + Jala, b) (y — b). 


Diferențiala este definită pe tot planul, deoarece diferențele x — a 
ŞI y — b au sens pentru orice x şi y reali. 
Relația de aproximație a creşterii funcției f se scrie atunci 


f(x, y) — fia, b) = df(a, b) (x, y) 
şi ea are sens numai pe ntru acele valori ale lui x şi y pentru care membrul 
stîng are sens, adică pentru (x, y) & E. 
Pentru calcule este util să se scrie diferenţiala în alte forme. 
Să notăm creşterile variabilelor cu 4 şi v: 
x — Aa = u, y — b = y. 
Atunci 
df(a, b) (u, 0) = fila, b) u + fila, bo, (u, 0) & R? 
unde u şi v sînt considerate variabile independente. 


Dacă funcția f este diferențiabilă pe toată mulțimea E, diferenţiala 
sa într-un punct arbitrar (x, y) din E se scrie 


df(x, y) (u, v) = fil, y) u + f(x, y) v 
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Diferenţiala funcției f pe mulțimea E este deci o funcție de patru 
variabile, x, y, u şi v, unde perechea (x, y) parcurge mulțimea E, iar pere- 
chea (u, v) parcurge tot planul. 

Să considerăm funcţiile 


plx, y) =x 
(x, y) =y, 


definite pe R?. Prima funcție ọ este protectia pe axa Ox, iar a doua funcție, v, 
este protecția pe axa Oy. Aceste funcții sînt diferențiabile pe R2. Avem 


p(x, y) = 1, (x, y) = 0, 
p(x, y) =0, p(x, y) = 1, 
dp (x, y) (u, v) =u şi dọ (x, y) (u, v) =v. 
Diferențialele funcțiilor e și b se notează respectiv d şi dy: 
dx(4, v) = do(x, y) (u, v) = u, dy(u, v) = dẹ(x, y) (u, v) = v. 
Cu aceste notații, diferenţiala funcției f se scrie 


Af(x, y) = falx, y) dx + falx, y) dy 
sau, dacă nu se mai pun în evidență variabile x şi y, 


df= fdz + fi dy, sau af = 2 da HŽ dy. 


deci 


Se observă că dacă interpretăm — în mod formal — pe ôf ca un 
produs simbolic între ô şi f, în membrul drept se poate da f factor comun — 
în mod formal: 


ð ð 
af = (dx +d | | 
f = [az + ady) 
Se pune astfel în evidență operatorul de diferențiere : 


ð ð 
d = 2 ay. 
z ty y 


ð 
Exemple. 1) aly tiy = I şi Ey 2) — 1, deci d(x + y) = 1-dx + l-dy = dx + dy. 
Y 

Sam, a deci d(x - y) = y dx + x. dy. 

Oz Oy 

1 dx — xd 

= ea] = da a [2] pas ay? Y 

0x19) y @y\y y” y y y? y 

ð 


4) z = yxy, 2 (29) = xl în x, deci d(x) = yx% dy + x În x dy. 
ud Y 
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Observaţii. 1° Pentru o funcție de trei variabile f(x, y, 2), 
operatorul de diferenţiere este 


“O O ð 


iar diferenţiala sa este 


âf = [22 de + ady tsi „dz f = Las + Židy +X az, 


unde dz este diferenţiala funcției f(x, y, 2) = z. 


2° Pentru o funcție de n variabile f(x, X2, ..., Xa) diferenţiala este 
a= 3 = dx i det... Hi dm = D E da 
OXn i=1 04; 
unde dx, este diferenţiala funcției ș, (X1, ..., Xu) = X; 


iar operatorul de diferențiere este 


ð ð 9 ĝ 
d = — dx — dx oo. — dx, = — dx. 
0x 1 + Ox, ` 2 + + Oz ” > Ox; + 


3° Pentru o funcție vectorială f(x, y) definită pe o mulțime E C R? cu valori în R”, 
se defineşte diferenţiala într-un punct interior (a, b) € E, în care este diferențiabilă, prin 
egalitatea 


df(z, y; a, b) = 


ð „b 9 „b 
i aa f (a yd), 
pi 


0y 


unde derivatele parțiale sînt vectori din R”. Diferențiala este deci o funcție vectorială cu 
valori în R”, Făcînd aceleași consideraţii ca mai sus, diferenţiala funcţiei vectoriale f se scrie 
ca și pentru funcțiile scalare: 


ð ð ð ð 
af = fias +f dy = o dr + e dy = (Ea + oo) 


A. Derivate parţiale de ordin superior 


Fie f(x, y) o funcție reală de două variabile definită pe o mulțime 
E C R. Pentru simplificarea expunerii vom presupune că mulțimea E este 
deschisă, adică este formată numai din puncte interioare, deci derivatele 
parţiale f; şi f, au sens în fiecare punct (x, y) E E. Funcţiile fs Şi fyse 
numesc derivate parțiale de ordinul întîi ale funcției f. 
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„Dacă derivatele parţiale f; şi f, există pe E, ele sînt funcții de două 
variabile, deci se poate pune problema existenței derivatelor parțiale ale 
funcțiilor fg și fy. 

Dacă există derivatele parţiale ale funcțiilor f; şi f;, ele se numesc 
derivate partiale de ordinul doi ale funcției f şi se notează astfel: 


fe = Vo =a[)> să 


x {0x Qz2 


= (pop a Aj EL. \ 
Io D= la yðr’ 
n= Uh = [= 22: 

Oz 10y 0x0y 

ð 


= (f); = L (E) = 2. 
==) 


O funcție de două variabile f(x, y) poate avea patru derivate de ordinul 
doi. Funcțiile fz, şi f, se numesc derivate parțiale mixte de ordinul doi. 


O funcție de trei variabile f(x, y, 2) poate avea nouă derivate parțiale 
de ordinul doi: 


f “ f" u n f n n n 
s J xy z3 J Yx Ys J ya JRI Jayy J2» 


O funcție de n variabile f(x,, Xa, ..., %„) poate avea n derivate par- 
țiale de ordinul întîi şi n? derivate parțiale de ordinul doi: 


noe 
fig bb] = 1,2, ..., A. 


Observație. Este posibil ca una sau mai multe derivate parțiale de ordinul doi 
să nu existe într-un punct sau pe o submulțime ACE. 


Exemplu. Funcția f(x, y) = Vx? +y? nu are derivate parțiale de ordinul întîi în 
origine, deci nu are nici derivate parțiale de ordinul doi în origine, 


Se definesc în mod asemănător derivatele parțiale de ordinul trei, 
ca fiind derivatele parțiale ale derivatelor parțiale de ordinul doi, şi la 
fel se definesc derivatele parțiale de un ordin n oarecare. 


Exemplu. Fie funcția f(x, y) = °y — y2a2 definită pe R?. Avem 
f; = 32y — 2y°x, f = 43 — 2yx?; 


Jia = 62y — 297, Siy = 34? — 4yx, fi = 34? — 42y, op = — 2; 
ay = 6x — 4y, f"; = ôy, Says = 6x — $y, Syra = 6y — 4y etc. 


i Se obsearvă că f 1y = ffa Fay = fyg = fyz adică în derivatele parțiale mixte, ordinea 
în care se derivează în raport cu diferitele variabile nu are importanță, ci numai numărul 
de ori de care se derivează în raport cu fiecare variabilă în parte. 


În general, derivatele parțiale mixte f;, şi fy, nu sînt egale, și la 


fel derivatele parțiale mixte fa, fayz, fys nu sînt egale. 
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Următoarele două propoziții dau condiții suficiente pentru egalitatea 
derivatelor parțiale mixte. 


Criterul lui Sehwarz. Dacă funcția f(x,y) are derivate 
parțiale mixte de ordinul doi f}, şi f5, într-o vecinătate V a unui punet 
(a, b) SE, şi dacă f;, şi fys sînt con- 
tinue în (4, b), atunci 


fa, b)= fala, b). 


Să alegem un punct arbitrar (x, y) 
din V, astfel ca x = a ṣi y =b şi 
să-l menţinem fix. Să notăm 


R(x, y) = 
_ Pl y) — fa, b) — fla, y) + fla, b) 
(x — a)(y — b) 


Să considerăm funcția 


FE y) — f, b) 
f) m i 
e(£) PI 
definită pe intervalul [a, x] sau [x, a], după cum a < x sau y < a. Func- 
ţia (7) este derivabilă pe acest interval şi 
o'(t) — falt, y) — falt, b) 
y —b 
Avem apoi 


elx) _ fl, y) — f (x, b) | 
y — b 

ọ(a) — fla, y) — f(a, b) | 
y — b 


deci R(x, y) se scrie astfel 
Rix, y) = 20 7 00). 
(x 9) = — 
Aplicînd acum funcției ọ teorema creșterilor finite, deducem că există 
un punct & cuprins între a şi x astfel încît să avem 


(x) — ọ(a) = o'(£), 


# — A 
adică 


7 zlé y) — fa(6,b 
R(x, y) = o'(£) = a (£ , 


39 — Analiza matematică, vol. I 
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Funcția q.(7) = fi(E, 7), definită pe intervalul [b, y] sau [y, b] după 
cum b< y sau y < b, este derivabilă pe acest interval, deoarece fy 


există pe V, şi 
pilt) = falé, 7). 


Aplicînd teorema creșterilor finite funcției ọ,, deducem că există un punct 
n cuprins între b şi y, astfel ca 


— 1(b r 
pı(7) gı (b) — on), 


y—» 
adică 
s 3 (Eb u 
MEN AED — flg a) 
de unde 


R(x, y) = fal m). 
Printr-un raționament analog, folosind funcția 


V(£) _ fl, t) — f(a, t) , 


x — a 
deducem că există un punct y’ cuprins între b şi y, astfel ca 
Syl) — fyllan) 


X — a 


R(x, y) = 


Folosind apoi funcția V,(7) = fy (7, n’), deducem că există un punct & 
cuprins între a şi x, astfel ca 


R(x, y) = fo(6, n). 
fz(& n) = fv„(5, n’). 
Fie acum un şir (x, Y„) > (a, b) de puncte din V, cu x, = a Și Yẹ == b. 
Avem x, >a şi y, > 


Din cele de mai sus rezultă că pentru fiecare punct (xp, Yn) există două 
numere č, şi E, cuprinse între a și x,, şi două numere h, şi n, cuprinse 


între b şi Y, astfel ca , 
Î zyl En Nn) = ysl En? Nn). 


Avem č, >a, p >a, ha > b, mb, deci 
(En Na) > (a, d) şi (En n°) (a,b). 
Funcțiile fh, şi fys fiind continue în (a, b) deducem 
Fio(Em An) > fayla, b) şi falEn mn) > fylt, b). 


Trecînd la limită în egalitățile 


J iyl En Tin) = Syal En n) 
fala, b) = fuala, b). 


Aşadar 


rezultă 
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Corolar. Dacă derivatele parțiale mife fay şi fys există şi sînt 
continue pe E, atunci ele sînt egale pe E: 


fa = fo Yg” 


Observații. 1° O propoziție asemănătoare este valabilă pentru 
derivate parțiale de ordin superior : dacă mai multe derivate parțiale mixte, 
în care variabilele în raport cu care se derivează intervin de acelaşi număr 
de ori, există pe o vecinătate a lui (a, b) şi sînt continue în (2, b), atunci 
aceste derivate sînt egale în (a, b). 


De exemplu, dacă fa, fsys Şi fye există pe o vecinătate V a lui 
(a, b) şi sînt continue în (a, b), atunci 


z(a, b) = fzysla, b) = fya (a, b). 


2° Propoziția este adevărată şi pentru funcții reale sau vectoriale 
de trei sau mai multe variabile. 


3° Este valabilă următoarea teoremă, mai generală : 


__._ Dacă fs În şi fay există într-o vecinătate a lmi (a, b) și dacă fz 
este continuă în (a, b), atunci fys există în (a, b) şi fey (a,b) = fys (a, b). 

(Pentru demonstrație, v — M. Nicolescu, Analiză matematică, vol. II. 
p. 422) . 

Criteriul lui Young. Dacă funcția f are derivate parțiale 
de ordinul întîi f, şi f, într-o vecinătate V a lui (a, b) şi dacă f, ṣi f, 
sînt diferențiabile în (a, b), atunci derivatele parțiale mixte de ordinul 
doi există în (a, b) şi sînt egale în acest punct : 


frla, b) = futa, b). 


Existența derivatelor parțiale de ordinul doi rezultă din faptul că 
fe şi f, fiind diferențiabile în (a, b), ele au derivate parțiale în (a, b). 

Să alegem un punct arbitrar (x, y) aV, 
astfel ca x = a şi y = b şi să-l menţinem fix. 
Să notăm 


R(x, y) = f(x, y) — fx, b) — fla, y) + fla, b). 


Să considerăm funcția 


pl) = fE, y) — fit, b) 
definită pe intervalul [a, x] sau [x, a], după 
cum a < x sau x <a. Funcția ọ(t) este deri- 
vabilă pe acest interval şi 


g'li) = fat, y) — ft, b). Fig. 148 


612 FUNCȚII DE MAI MULTE VARIABILE 


. Avem apoi 


astfel încît R(x, y) se scrie 
R(x, y) = ẹ(x) — (a). 


Aplicînd funcției e teorema creșterilor finite, deducem că există un punct 
č cuprins între a şi x astfel încît să avem 


(x) — ẹ(a) = ọ'(&) (x — a), 
de unde 


R(x, y) = ș'(6) (x — a) = [f:(E, y) — f(E, Br — a) = 
=[F4E, y) — fela, b) — (F(E, b) — fla, b))] (x — a). 
Dar funcția f, este diferențiabilă în (a, b), deci 
fa(6, 9) — fla, b) = (f)ala, D)(E — a) + Ul By — b) + 
+ ol, yÉ — a) + olé, y) (y — b), 
lim w lé, y) = ola, b) =0, i= 1, 2, 


unde 


y—b 


De asemenea 
felé, b) — fala, b) = (fala, DE— a) + U(a, Db— b) + 
+ oa(£, b) (E — a) + o,(&, b) (b — b), 


lim w(ë, b) = osla, b) = 0. 


E—a 


unde 


Deoarece (f,), = fay R(x, y) se scrie 
R(x, y) = [fata By — b) + alë, (E — a) + olk, y) (y — b) + 
+ oa(5, BE — a)] (= — a) = fayla, Da — dy — b) + 
+ olé, y) (x — a)(y — b) + os(& yE — a)(x — a), 


unde am notat! 
w;(£, y) — o(£, y) + al £, b), 
deci 
lim ws(£, y)= oa, b) = 0, 


yd 
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N 
Plecînd de la funcția N 


$4) = fix, t) — fla, t) 
şi făcînd un raționament analog, deducem că 
R(x, y) = fala, bx — a)(y — b) + olx, n(x — ay — b) + 
+ olz n) — by — b), 

unde y este cuprins între d şi y şi 

lim oz(3, n) = lim oj(x, n) = 0. 

nb n> 
Atunci 
faala, b)(x — a)(y — B+ o(ë, y(x — a)(y — b) + olé, y)(E — a) (x — a) = 
= fya, b)(x — a) (y — b) + olx, m) — aly — b) + ol, n) — 8) — b). 
Împărțind în ambii membri ai egalității cu” (x — a) (y — b), obţinem: 


fala, b) + o2(5,y) + cost, N = = f(a, b) + alx, n) + alr, 7 n) 3 Papi 

Să luăm acum un șir (Xp, Yn) > (a, bD) CU xp=za, Y, = b, astfel ca 
X„ — a = Y, — b pentru orice n. Din cele de mai sus rezultă că pentru fie- 
care punct (%,,%,) putem găsi un număr E, cuprins între”a şi %„, deci 


| čs —al< x, — a] = |Y, — b], şi un punct n, cuprins între b şi Yp, 
deci | nn — b]< |Y, — b | = | x, —a |, astfel încât 
fala, b) + O2(Ex, Yn) — Osl Én Yn) par da 


= fya, b) + alku nn) E Osta na) nT i 


Deoarece x, > a şi Y, > b, avem Ë, >a, Ṣi Nh, bd, deci 
Oal En Yn) —> ogla, b) — 0, 
cula Nn) > oila, b) = 0. 


Apoi < | os(&, Yn) | — 0, 


Os( Em Ym) En = 
Yn — 


b 
O5(Xn Nn) uua b 
Xn — 


|< cost, Nn) | = 0. 


= 
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Trecînd la limită în egalitatea de mai sus, obținem 


Fola, b) = fala, b). 


Corolarul 1. Dacă f, şi f, există şi sînt diferențiabile pe E, 
atunci toate derivatele parțiale de ordinul doi există pe E, iar derivatele 
parțiale mixte sînt egale pe E, fiy = fyr. 


Observații. 1° O propoziție asemănătoare este valabilă pentru 
derivatele parțiale de ordin superior: dacă derivatele parțiale de ordinul 
n — l există pe o vecinătate V a lui (a, b) şi sînt diferențiabile în (a, b), 
atunci există toate derivatele parțiale de ordinul n în (a, b) şi derivatele 
mixte, în care variabilele în raport cu care se derivează intervin de acelaşi 
număr de ori, sînt egale în (2, b). 

2° Propoziția este adevărată şi pentru funcții reale sau vectoriale de 
mai multe variabile. 

Din criteriul lui Young rezultă un criteriu asemănător cu criteriul 
lui Schwarz. 


Corolarul 2. Dacă toate derivatele parţiale de ordinul doi ale 
functiei f există într-o vecinătate V a lui (a, b) şi dacă sînt continue în (a, b), 


atunei 
Jawa, b) = fyz(a, b). 


Într-adevăr, funcția f. este diferențiabilă în (a, b) deoarece derivatele sale 
parțiale fa şi fp sînt continue în (a, b). De asemenea, f, este diferenția- 


g? 


bilă în (a, 0), deoarece derivatele sale parțiale f”, și fp sînt continue în 


(a, b). Conform criteriului lui Young avem atunci f} (a, b) = fp (2, d). 


5. Diferenţiale de ordin superior 


Fie f(x, y) o funcție reală de două variabile definită pe o mulțime 
EC R şi (a, b) un punct în interiorul lui E. 


Definiţie. Se spune că funcția f este diterenţiabilă de ori în 
punctul (a, b), sau că are diferenţială de ordinul v în (a, b), dacă toate deri- 
vatele parțiale de ordinul  — 1 ale lui f există într-o vecinătate V a lui 
(a, b) şi sînt diferenţiabile în (a, b). 


Se spune că f este diferențiabilă de n ori pe E dacă este diferențiabilă 
de n ori în fiecare punct din E. 

Folosind criteriul lui Young, rezultă că: 

Dacă f este diferenţiabilă de n ori în (a, b), atunci toate derivatele 
parţiale de ordinul există în (a, b), iar ordinea de derivare în (a, b) 
pînă la ordinul n inclusiv nu are importanță. 
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Propoziţie. Dacă functia f(x, y) are într-o vecinătate V a lui 
(a, b) toate derivatele parțiale de ordin‘ ~ şi dacă aceste derivate parţiale sînt 
continue în (2, b), atunci f este diferențiabilă de n ori în (o, b). 


Într-adevăr, toate derivatele parțiale de ordinul n— 1 au derivate 
parțiale în f continue în (a, 0), deci toate derivatele parțiale de ordinul 
n — I sînt diferențiabile în (a, b). 


Diferențiala de ordinul n în punctul (a, b) se defineşte prin egali- 
tatea 


dfa, 2) (3) = |El a fa, 5) 


unde exponentul n înseamnă că se dezvoltă — formal — suma din paran- 
teză după regula binomului lui Newton şi apoi se Înmulțeşte — formal — 
cu f(a, b). 


Prin aceleaşi calcule ca şi la diferenţiala de ordinul 1 se obține 
n —[? A ay) 
aria, t) = | dx + zdy] fa, b). 
Dacă nu se mai pun în evidență variabilele. diferențialei, se scrie 
ð ð n 
d"f= |—d — dy] f. 
[= [za + 9) S 
S-a pus astfel în evidență operatorul: de diferențiere de ordinul z, 
n = [2 2 ayl” 
d = ( 54" + =y), 


care este — formal — puterea a n-a a operatorului de' diferențiere de ordi- 
nul întîi. Avem de asemenea 


d” f= d(d”-1f). 


Pentru funcții de trei sau mai multe variabile, diferențiabilitatea de 
ordinul n se defineşte ca şi pentru, funcțiile de două variabile. 


Diferenţiala de ordinul n a unei funcții de trei variabile f(x, y, 2) 
se scrie 


ð ð ð ” 
ne |2 SO q o 
vy [pax + Oy y+ Oz dz] f 
iar a unei funcții de k variabile f(x, Xə, ..., Xr) se scrie 
ð n 
d” f= 3 dxi) f. 


Se defineşte în mod asemănător diferenţiala de ordinul v a unei funcții 
vectoriale, de două sau mai multe variabile. 
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Schema de imphcaţii a propozitilor : 


f dif de 
2 ori Pf 
a x' y 
in (a b) märg. 
pe V 
Tonte deriv Sis A ex s Íy f; 
$ Y Ă 
de ord. 2 ZID in V, dii Nes. in PIZ dif. 2 / cont. 
ex. iu V, in (a. b) cont. in in (e, b) in (a, b) 
cout in (a, b) 
(a. b) 
Youug 
e ë uy . , , J cont. in 
Ii tiya SN Schwarz fila b) = fay (a, b) separat 
in U. cont. 2> -= f” (a,b) ex. in L in raport 
in ta, b) yeo” (a. b) cu a şi y 


Schema poate fi repetată spre stînga indefinit, cu derivatele şi dife- 
rențiatele de ordinul 3, 4 etc. 


6. Diferenţiale și derivatele parțiale 
ale funcţiilor compuse 


Operaţiile algebrice efectuate asupra funcţiilor cu derivate parțiale 
sau asupra funcțiilor diferențiabile conduc la funcții de același fel. (Pentru 
funcțiile cu derivate parțiale, acest fapt a fost menționat mai înainte, iar 
pentru funcţiile diferențiabile va rezulta mai departe.) 

Importanța noțiunii de diferențiabilitate constă în faptul că ea se 
conservă şi prin operaţia de compunere a funcţiilor, în timp ce existența 
derivatelor parțiale poate să nu fie conservată prin această operaţie, aşa 
cum va fi arătat printr-un exemplu. 


g [ulz y), Va) R 
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Fie E şi F două mulțimi din plan. Pentru a simplifica expunerea vom 
presupune că E şi F sînt deschise, adică sînt formate din puncte interioare. 

Fie u(x, y), v(x, y) două funcţii reale definite pe E, astfel ca 

(u(x, y), v(x, y)) a F pentru orice (x, y) & E. 
Fie ọ(u, v) o funcție reală definită pe F. 
Putem atunci considera funcția compusă | 
f(x, y) = lulz, y), v(x, y)) 

definită pentru (x, y) e E, cu valori reale. 


Am notat cu aceleași litere v și v atît funcțiile definite pe E cît şi 
coordonatele punctelor din F, pentru simplificarea calculelor care urmează. 

Fie (a, b) un punct din E și (c, d) punctul din F corespunzător lui 
(a, b) prin funcțiile v şi v: 


c = u(a, b), d = v(a, b). 
Teorema 1. Dacă funcțiile u(x, y) şi v(x, y) sînt diferenţiabile 
în punctul (a,b)&E şi funcția (u,v) este diferențiabilă în punctul cores- 


punzător (c, d)ÆF, alutunci funcția compusă f(x, y) = olulx, y), v(x 
este diferențiabilă în (a, b). y) elu(x, y), v(x)) 


Să scriem întîi că funcțiile u(x, y) şi v(x, y) sînt diferențiabile în 
punctul (a, b): 


u(x, y) — ula, b) = usla, b) (x — a) + ula, b) (y —b) + wlx, y)p, 
v(x, y) — v(a, b) = v: (a, b) (x — a) + v(a, b) (y — b) + olx, y)p, 
unde p = 4(x — a)? + (y — b} şi 
lim w(x, y) = œ;la, b) = 0, i = 1,2. 
y=b 


Să scriem acum că funcția q(u, v) este diferențiabilă în punctul 
(c, d), unde c = u(a, b) şi d = v(a, b): 
p(x, 2) — lc, d) = [eulc, d) + oa, 0)](u — c) + [pole,d) + olu, v)] (v—d) 
unde lim w;(u, v) = œ;(c, d) = 0, i = 3,4. - 

vad 


Să observăm că funcțiile u(x, y) şi v(x, y) sînt continue în (a, b) (fiind 
diferențiabile), deci funcțiile compuse 


wul, y), v(x, 9)), oalu(z, y), v(x, y) 
sînt continue în (a, b); avem deci 


lim o,;(4(£, y), v(x, y)) = œ;(u(a, b), v(a, b)) = œ;(c, d) = 0, i = 3, 4. 


y—=b 
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Să scriem acum creşterea funcției compuse, f(x, y): 
fix, y) — fla, b) = glu(x, y), v(x, y)) — lula, b), v(a, b)) = 
= (u(x, y), v(x, y)) — plc, 4) =L pule, d) +oslu(x, y), v(x, 9))] [u (x,y) — c] + 
+ [pc d) + olu(x, y), vix, y))] Lo(z, y) — d] = 
= Lele, d) + cos] Luta, y) — ula, b)] + [gle d) +o] ol, y) — ola, b)), 
unde am notat pentru prescurtare, 
a; = wlulx, y), v(x, y)), t= 3, 4. 
Mai departe, înlocuind creşterile funcților u(x, y) şi v(x, y), obținem : 
fæ, y) — fa, b) = [gale d) + os] Lula, b) (x—a) tula, b) (y—b)+op]+ 
+ [gle, d) +o] [osla, b) (x — a)+ ola, b) (y — b) + op], 
unde am notat œw; = œ;(x, y), t= 1, 2. 
Făcînd înmulțirile, obținem : 
fix, y) — fia, b) = Leu(c, 4) uzla, b) + plc, 4) va, b)] (x — a) + 
+ [pa(c, 4) uyla, b) + pule, d) wyla, b)] (y — b) + 
+ [(pulc, d) + os) o, + (Polc, d) +o) olp + 
+ [u(a, b) oa + v(a, b) ca] (x — a) + [ula b) w + vla, b) wl(y — b). 


Parantezele care înmulțesc pe p, (x — a) şi (y — b) au limita 0 în 
punctul (a, b); ultimii trei termeni se pot deci scrie în forma w(x, y)p, 
unde lim œ(x, y) = 0. Atunci 


F Tead 
y—=b 


fx, y) — f(a, b) = Nx — a) + uly — b) + olx, y)p, 
unde am notat P 


A = ọ,(c, d) u (a, b) + pc, d) v(a, b), 
u = o (c, d) ula, b) + p,e d) v(a, b), 
deci f este diferențiabilă în punctul (a, b) şi teorema este demonstrată. 


Dacă ţinem seama de faptul că à =f,(a, b) şi u = f(a, d), obținem 
următoarele formule de derivare parțială a funcțiilor compuse : 


f(a, b) = gc, d) ua, b) + p,e, d) vla, b), 
fila, b) = oile, d) usa, b) + gle, dia, b) 
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sau. 
af (a, b) — dale, d) , ula, b) „ date. d)  dula, D), 
ðx ðu Ox | Qu x 
ôf (a, b) _ oled) , dula, b) | le, d) Bola, b) 
3y u ðy ðv y 


Aceste formule se scriu într-o formă incompletă, dar mai uşor de 
reținut, astfel: 


pa PR, 
Í; = Ppr + 9, Vao 


Jy = Puy E PY 
sau : 
f _— de du de dv 
ôx ðu 9x d ox 
f de du dew, 
dy ðu ðy © ð ðy 


Dacă în membrul drept se dă — în mod formal — factor comun ọ, 
se obțin formulele 


ð. 19 d. 89 d 
z = [3 ge 
9 ð ðu ð ðv 
y laat a a) 


În aceste formule, literele u şi v care apar la numitor desemnează 


variabilele funcției ọ(u, v), iar literele u şi v care apar la numărător desem- 
nează funcții de x şi y. 


Corolarul 1. Dacă funcțiile «u(x, y) şi v(x, y) sînt diferențiabile 
pe E, iar funcția (4, v) este diferențiabilă pe F, atunci: funcția compusă 
f(x, y) = e(u(x, y), v(x, y)) este diferențiabilă pe E. 


Avem: 


Oe ðu Op ðv Oe ðu ð ĝu 
df= 2 2 L rjad DOP, Z 
f E Oz ð A s+ dy ð ja 


Într-adevăr, se înlocuiesc SA şi Z din formula 
ud Y 


ðf of 
df = —dx + ->d 
f 0x + Oy y 
cu 
of — ð 0u ðp æ of ___ 0 ðu de ðv 


— è man aud 


ðs ðu əx w 0x' öy du dy | 0v Oy: 
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Observaţie. În formula jde diferențiere a funcției compuse să 


desfacem parantezele și să dăm factor comun pe Aşi T. 
u v 
Obținem : 
ðo (ðu ĝu Oe (ðv ĝu 
f (2 Ta It 0 a 
dar > > 
du = = dx + = dy, 
“ Ox du a y 
Ov Ov 
dv = — dz + = dy, 
? Ox + Oy Y 
deci 


df = 29 du + d? dv, 
Qu gv 
Pe de altă parte 
dp = 9 du + % dv. 
ðu Qv 

Aşadar, diferențialele funcțiilor f şi ọ au aceeaşi formă. Acest fapt 
constituie ceea ce se numește ,invartanja diferenjialei față de operatia de 
compunere a funcțiilor”. 

Trebuie observat însă că această invarianță a diferențialei este for- 
mală (spre deosebire de „invarianța diferențiabilității” față de operaţia 
de compunere, care este reală). Într-adevăr, dacă folosim notația com- 
pletă a diferențialei, avem: 


df(x, y) — ðplu(x, 2. v(x, y)) du(x, y) + Op (u(x, y) v(x, y)) dv(x, y). 
u Qv 
Deci în egalitatea df = 2 du + T dy, du şi dv sînt diferențialele 
uU y 
funcțiilor u(x, y) şi v(x, y) definite pe E, iar pe de altă parte 


de(u, v) = T 4 Sole s) dv, 


deci în egalitatea dọ = Pau 4- z dv, du şi dv sînt diferenţialele vari- 
u 


abilelor u şi v ale funcției ọ(u, v), sau, mai precis, diferențialele funcții- 
lor proiecție pe axele Ou şi Ov, definite pe mulțimea F. 

O altă proprietate invariantă prin operația de compunere este extis- 
tenja și continuitatea derivatelor parțiale, așa cum rezultă din : 


Corolarul 2. Dacă funcțiile u(x, y) şi v(x, y) au derivate par- 
ţiale continue pe E£, iar funcția q(%, v) are derivate parţiale continue pe F, 
atunci funcţia compusă f(x, y) = e(u(x, y), v(x, Y)) are derivate parţiale 
continue pe E. 


DERIVATE PARȚIALE. DIFERENȚIALE 621 


Într-adevăr, deoarece funcțiile u(x, y), v(x, y) şi ọ(u, v) au derivate 
parțiale continue, ele sînt diferențiabile (şi deci şi continue). Atunci func- 
ţia compusă este diferențiabilă, deci are derivate parțiale date de for- 
mulele : 


f(x, y) _ Celula, y), ul, y) _ dul, y) + Oplu(z, y), vlz, y) Bolz, y) 


— O n d n e 


ðx ðu Oz j ĝu Ox 
Ofer, 9) —, Batut, 9). vlr y) Duta. 9) y Betta, y). vtr, 9) . dota 3). 
Oy Qu Oy gv ðy 


Toate funcțiile din membrul drept sînt continue, fie prin ipoteză, 
cum sînt derivatele parțiale ale funcțiilor u(x, y) şi v(x, y), fie ca funcții 
compuse de funcții continue cum sînt 

dolu(z, y), v(x, y) Belul, y), v(x, y) 
ðu Ov 
Rezultă deci că Y şi A. sînt continue. 
Ox Oy 


Observaţie. Dacă derivatele parţiale ale funcţiilor u(x, y) şi v(x, y) sînt conti- 
nue numai în (a, b) şi derivatele parţiale ale funcţiei ọ(u, v) sînt continue numai în (c, d), 
rezultă că aceste funcţii sint diferențiabile în punctele respective, deci funcția compusă este 
diferențiabilă și are derivate parțiale în (a, b), dar nu rezultă că funcţia compusă are deri- 
vate parțiale în celelalte puncte. 


Teoremele precedente rămîn adevărate — şi cu aceleași demounstrații— 
pentru funcții reale (sau,funcții vectoriale) de oricîte variabile. Să enunțăm 
teorema în cazul general: 


Fie EC R” şi FC R” două mulțimi deschise, n> 1 şi ml. 
Teorema 1. Dacă 
Mali Xos -ees m), Mol, Kos -o.s Xe oces Ul Xos => Xa) 


sînt m funcții reale de 7 variabile, diferențiabile (respectiv cu derivate par- 
tiale continue) pe mulțimea E, astfel încît 


(Uilis -os Fa), Val <., Enh o-c Ul... 3) GF 
pentru orice (xı, Xa ...., 3%) GE şi dacă 
Pli, Uz, - 2, Um) 


este o funcție reală (sau cu valori în R?) de m variabile diferențiabilă (sau 
cu derivate parțiale continue) pe mulțimea F, atunci funcția compusă: 


Fit Xos onns Xn) = (Uili Xos e.s Lujo Hal -ooy Enlre oos Uml Xis Xos o, Xn) 
este diferențiabilă (respectiv are derivate parțiale continue) pe E și 
= A55 de duj SA de SA 04 A ð 
f 2 2 ĝu; Oz; : 27 duj 2 x; * Ja ðuj 7 
: Of __ a Op 0uj 


To A | 2 e o o A. 
ðx; jei 0uj Oa; ? o? i 
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Acest caz general se poate pune sub o formă foarte simplă. 

Să notăm cu x = (X1, Xs, ..-, Xp) punctele din IEC R” ṣi cu u = 
= (Uj, Uo, e., Um) punctele din F C R”. 

Funcțiile reale u;(¥1, Xa, ..., Xa) definite pe E C R” se scriu atunci 
u(x), ua), ..., Um(%), iar funcția vectorială (t4, Ue, ..., Um) definită 
pe F C R” cu valori în R? se scrie atunci ọ(u). 

Funcțiile u(x), alx), ..-, Um(x) sînt componentele reale ale unei 
funcții vectoriale u(x) : E C R> FC R”: 


u(x) = (u(x), Ua(x), ..., Um). 
Funcția compusă f(z, Ao eae, Xp) se serie deci 
f(x) = p(u(%)) 
şi este o funcție vectorială definită pe E C R” cu valori în Rè. 
E C R” F C R” —> RP 


— u(x) —— ẹ(u(x)) 


X 


x — — f(x). 


Ultima teoremă se formulează astfel: 


Dacă funcpiile u(x) şi (u) sînt diferenjiabile respectiv pe E C R" şi 
FC R” atunci şi funcția compusă f(x) = p(u(x)) estèdiferenjiabilă pe E C R". 
Această formulare este asemănătoare cu aceea a teoremei de deriva- 
bilitate (sau diferențiabilitate) a funcțiilor reale de o singură variabilă. 
Cazuri particulare 


I) m = 1, n oarecare, adică E C R, FCR: 
Ur, Xo, cc. Xn) E > R, olu) :F >R, 


la, Xa sooo Xp) = P(U( Xos ees Ip) E >R, 
af = 8] du ax, = 2 54 dx, = 19 du = ọ'(u) du, 
fx du ðr; u S 0; 
YRA icl SIR 
GEF du 0; 


În cazul cînd ọ(u) este o funcție elementară, se obțin regulile de 
diferențiere cunoscute pentru funcții de o variabilă. 
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Exemple (u este o funcție diferențiabilă de una sau mai multe va- 
riabile). 
1) du” = nw”1 du (n teal oarecare); 
2) dsin u= cos u du; 
3) dcos u = — sin u du; 


4) dtg u =— du; 
Cos? u 


5) dctg u = — du; 

6) darcsin u = TE du ; 

7) darccos u = — TR du ; 
8) darctg u = = du; 


9) darcctg u = — — du ;. 


+ ua 
10) din u = du; 
u 


11) de“ = e* du; 
12) da“ = a“ În a du. 


Pentru cazul cînd m = 1 şi n = 2, adică EC R FOR: 
u(x, y): E— R, ọ(u): F = R, 
fiz, y) = lulz, y), 


vizu) F plu î3)) R 
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avem 


ufz,y,z) F gfulz,yz)) P 


Fig. 151 


Pentru cazul cind m = 1 şi n = 3, adică EC Rşi FCR: 
u(x, y, 2%): E = R, pu: F= R, 
fa, 9, 2) = plula, y, 2)) : E — R, 


avem 
dọ 0u de ð d 
i app 9 O ay de du, 
du ôĝðx du @y du ðz 


ðf _ de ðu ðf de ðu ðf de Gu 


2 œ = e — $ —— —_ —— —— g 


ðx du ðr ðy du ðy ð du Oz 
II) m = 2, n oarecare, adică E C R", FC Fe: 


N 


Ufl Xis Xos ne» Xa, Ul, Xo- a) E >R, glu, o) :F >R; 
Flu, Xo, e., Xp) = Q{U( Xi, Xo, e.. Lyh VX Xo -e m): E >R; 
* / p ðu , 9e ðv Ge ea ðu o mi 9 dọ 0o 
df= pr- aja, 2 — dx 2 — dx, = — du + — dv; 
f 2 ðu az, ðv Ox; ' ðu f Ox; it Ov 2 dz; * ðu + Ov 


O — d du pe iila, 
0; ðu 0x; d 0; 


Luînd funcția ọ(u, v) de una din formule ọ(u, v) =u + v, p(u, v) = 
=u — v, p(u, v) = «u, pu, v) = uv, lu, =, (u, v) =u” rezultă 
v 


n. 


. o . 3 


că suma a două funcții diferențiabile este o funcție difențiabilä si de ase- 
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menea produsul unei funcții diferențiabile cu un scalar. Așadar, mulți- 
mea funcțiilor diferențiabile într-un punct sau pe o mulțime este un spa- 
tiu vectorial. Se obțin următoarele reguli de diferențiere (ca şi pentru 
funcții de o variabilă) 

1) d(u + v) = du + dv; 2) d(u — v) = du — dv; 


3) d(au) = adu; 4) d(uv) = vdu + udv ; 


U y? 


5) a[*) uz. 6) A(u”) = oi du +u” in u do. 


Aici, u şi v sînt funcții diferențiabile de una sau mai multe varia- 
bile. Prin recurenţă se demonstrează că regulile privind diferenţiala sumei 
şi a produsului rămîn valabile şi pentru mai multe funcții diferențiabile : 
Nys Ug, a., Up: 

dui F Ua... H Up) = du, + du, + ... + dum, 
m 
(20-a s... ” Um) = $ > M a e.e °. Uji « du; "Wigi. -Um 
j=l 


Ultimele reguli se obțin de asemenea din teorema generală, luînd 
Q(U, Uo, ..., Um) = Ur F Ua +... F Up, respectiv 


(2, Ua, -.., Um) = Ug Ha aa * Up 
Pentru cazul cînd m = 2, n = 3, adică E c R3, FC R2, 
u(x, y, 2), v(x, y, z): E =— R, olu, v): F — R, 
f(x, y, 2) = lulz, y, 2), v(x, y, 2)) : E = R, 


avem 
Op ðu LS z) (5 ĝu Op z] (Z ðu Op =) 
af = | 2 2, RZ Lp ap [PL PL. 
i (+ So du Oy | du oy Y u o | Do Q2 dz; 


ðf 09 ðu ð 0 Of Oe ðu de Ov ðf Op ðu Oe v 


"m — <e Ed ——. Land PS q pg -——— — 020 Da Ai . 


93 Ou ox T du ox ay du oy | w ðy dz Ou 02 : Ov dz 


\ 
Observație. Pentru a calcula diferenţiala unei funcții diferen- 
țiabile f(x, Xa, ..., Xp) trebuie mai întîi să calculăm derivatele sale par- 


tiale z ,i=1,2, ..., n. Atunci 
Xi 
— f df Ax, a Of 
df = EI dx, + FI dxa +... + P dx. 


Folosind regulile de diferențiere date mai sus, putem calcula direct 
diferenţiala lui f. Rezultă atunci şi derivatele parțiale ale lui f, anume : 


z este coeficientul lui dx;. 
xi 


40 — Analiza matematică, vol. I 
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Exemple. 1) f(x, y) = sin xy definită pe R?. Avem 
df(x, y) = d (sin xy) = cos zy * d (xy) = cos xy » (dry + x dy) = 


= y Cos 4y dz + x cos zy dy, 


deci 
Of(x, y) lsin zy) 
1—1 = = y cos 7y, 


0x sa 0% 


afa) A 3) _ cos ay 
Oy Oy 
l d(x? + y?) 


d Vr pi =a e = 
Vet = VaT VA Ty 


— 1 
2) d (ln Va + 7°) = TIR 


2x dx + 2yd 
na tydy ay, 


2x3 + y?) aa +y? ud x3 i 


deci 
Qin V7! + 32) x Qin Vz? + 4) y”. 
ðx BEET Oy ii 


III) n = 1, m oarecare, adică E C R, FC R”; 
U(x), Hal), . . -., Um) : E — R, pu, Hoo: 
f(x) = plus, to ..., Um) :E >R; 


avem 

m ðp duj ” ðo 
— = dy = 5 — duy;; 
S 2 du; 


df = 
f 2 Quj dx Ja 0uj 


Pentru cazul cînd n = 1 şi m = 2, adică EC R ṣi FC RR: 


u(x)u(z): E— R, ep(u,vj:F—R; 


flx) = o(u(x), v(x): E — R, 


avem 
Op du ð dv df Op du Op 0 
— — |dax, — = — — + => —. 
dv dx 


af = |= , 
f (Pe * ax ðu dx 


m): Fo R 
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Pentru cazul cînd n = 1 şi m = 3, adică EC R, FC Æ, 


u(x), v(x), w(x): E =— R, (u, v, w): F =— R 


f(x) = ptu(z). v(x), wo): E— R, 


P (u (£), v(x) f 


aven 
Op du Op dv 09 dw 


df = | — — dx, 
f (5. Ep ðv d ðw as 


af do du Ap dv  9e dw 
dz ðu dz gv dz ` ðw da 


ply viza) R 


Fig. 153 


IV) n = 2, m oarecare, adică EC R, FC R": 
uil, Y), Walk, 9), cc. pl, yY) :E > R, Q(t, Uo, cc. Up) i FR 
Fx, y) = lulz, y), t(x, Y), -< Umt 9): E R; 
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avem 


Pentru cazul cînd n = 2 și m = 3, adică E C Rşi FC R: 
u(x, 9), v(x, y), wx, y): E R, ẹlu, v, w): F= R; 
fiz, y) = lulz, y), v(x, 9), wx, y)) : E => R; 


avem 
o(d p e)a, p (2e 22 4 2e 2%, Be dea, 
` ðu ðx ðv 0 ðw ðx ðu ðy ðv ðy ðw y 


ôf Op ðu dp ðv de ðw Of Op ðu Op Ov Op ðw 


-a e —_ _ — — cc — —— æ — —— 
pom]; » 


da 7 du Ox © dv Ox dv ox dy du dy d dy du dy 
Teoarema următoare asigură existența derivatelor parțiale ale func- 
ției compuse (dar nu neapărat a diferențialei) : 


Teorema 2. Dacă funcțiile «u(x, y) şi v(x, y) au derivate parțiale 
în raport cu x (sau cu y) în punctul (2, b) SE, iar funcția ọ(v, v) este dife- 
rențiabilă în punctul corespunzător (c, d)&F, atunci îuneţia compusă 
f(x, y) = plu(z, y), v(x, y)) are derivate parțiale în raport cu x (sau cu y) 
în punctul (a, b), date de formulele următoare: 


fala, b) = culc, d) - uzla, bD) + alc, d) - valan b); 
fsla, b) = pule, d) - usla, b) + gale, d) - vyla, b). 
Conform ipotezei, avem 


uta, b) = lim ZD 7400) — lim ED 0 e = ula, b); 


x=8 X — a z—=a X—a 

, . , b) — , b . x,b — d 

v(a, b) = lim v(x, b) — v(a, b) _ lim ID d d = vla, b); 
z—a Xx — a x4 x—a 


(u, v) — p(c, d) = [pu(c, d) + olu, v)] (u — c) + [pole d) +l t, v)] (v — 4), 
unde lim œ,(u, v) = œ;(c, 4) = 0, 2= 1,2. 


u—c 


v—d 
Atunci 
fix, b) — fla, b) __ tut, b), v(x, b)) — plula, b), v(a,b)) _ 
X—a X — a B 
b b)) — d) b 
= ee: ve 0) 36 9 gale, d) + olule, b), ola, 0) H 


aa b) — do 


— A 


+ [p(c, d) + oux, b), v(x, b))] 
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Funcțiile de o singură variabilă u(x, b), v(x, b) sînt continue în a, 
deoarece sînt derivabile în “a; funcția o,(4, v) este continuă în punctul 
corespunzător (c, d). Rezultă că funcția compusă w,(u(x, b), v(x, b)) este 
continuă în punctul a: 

lim o,(u(x, b), v(x, b)) = o,(u(a, b), v(a, 3)) = œ;(c, d) = 0. 


Atunci 
limte — feb) — [pu(c, d) + lim w] lim = ulz b) — 


za X — a 4 x— a 


+ [ei(e, d) + lim w] lim EŻ = op (c,d) -us(a, b) + gle, d) - v(a, b), 


x — a 


E 


deci f(a, b) există şi este fiintă, şi ea este dată de formula din enunţul 
teoremei. 


Corolar. Dacă funcțiile «u(x, y) şi v(x, y) au derivate - parţiale 
pe E, iar funcția ọ(u, v) este diferenţiabilă pe F, atunei funcția compusă 
fi, y) = e(u(x, y), v(x, y)) are derivate parțiale pe E, date de formulele 

Ofix, y) _ plul, y), v(x,y)) Out, y) + plul, y), v(x, y)) . vls, y). 


—_—————Ė D a G _— 
2 


ðx ðu 0z Ov O 


——— Á 
— . 


Of(z, y) _ Delulz, y), v(x, y)) _ Bulz, y) + plu, (x, y), v(x, 9)  Qu(z,y) 
Oy ĝu ðy ðv ðy 


Observație. Dacă funcția ọ(u, v) nu este diferențiabilă în punc- 
tul (c, d), atunci este posibil ca funcția compusă 


fix, y) = (u(x, y), v(x, y)) 


să nu aibă derivate parțiale în acest punct, chiar dacă funcțiile u(x, y) 
şi v(x, y)sînt diferențiabile în (a, b), iar q(u, v) are derivate parțiale în (c, d). 


Exemplu. Fie funcțiile 
u(x, y) = 2? +y, u(r, y) = x? t y? 
definite pe E = R? şi funcția ọ(u, v) definită pe F c R?, astfel: 


u? 


UV 
(u, v) = PI dacă (u, v) = (0, 0) şi ẹ(0, 0) = 0. 
Punctului (a, b) = (0, 0) EF ii corespunde punctul (c, d) = (0, 0) e F, deoarece 
< = u(0, 0) = 0 şi d = v(0, 0) = 
Funcțiile u(x, y) şi v(x, y) sint diferențiabile în (0, 0) (şi chiar pe tot planul), iar funcția 
p(u, v) are derivate parțiale în (0,0), dar nu este diferențiabilă în acest punct. 


Funcția compusă f(x, y) = o(u(, y), v(x, y)) nu are derivate parțiale în (0, 0). Într-ade- 
văr, dacă (x, y) = (0,0), atunci 


ulx, y) = v(x, y) = x? + 72? # 0, deci 
(22 + 77} 


1 
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iar dacă (x, y) = (0, 0), avem u(0, 0) = v(0, 0) = 0, deci 
F0, 0) = ș(0,0) = 0. 
Atunci, dacă x =< 0, avem 


] 
fao TO a 


4 — 0 x— o0 2x 


şi acest raport nu are limită în punctul 0, deci funcția f nu are derivată parțială în raport 
cu x în punctul (0,0). 


La fel se arată că f nu are derivată parţială în raport cu y în punctul (0, 0). 


7. Diferenţialele şi derivatele parţiale de ordin superior 
ale funcţiilor compuse 


Ne vom mărgini la studiul funcţiilor de două variabile. 

Rezultatele rămîn adevărate şi pentru funcții de oricîte variabile. 

Fie E şi F două mulțimi deschise din plan, u(x, y), v(x, y) două 
funcţii reale definite pe E, astfel încît (u(x, y), v(x, y)) e F pentru orice 
(x, we E şi funcția reală ọ(u, v) definită pe F 

Să considerăm funcția compusă f definită pe E: 

fix, y) = elu(z, y), v(x, y)). 
Fie (a, b) un punct din E şi (c, d) & F punctul corespunzător, 
c = u(a, b), d = v(a, b). 

Teorema 1. Dacă functiile (x, y) si v(x, y) au derivate de ordinut 
doi în punctul (a, b) SE, iar funcția ọ(u, v) este diferențiabilă de două ori 
într-o vecinătate a punctului corespunzător (c, d)&F, atunci funcția com- 
pusă f(x, y) = ọlu(x, y), v(x, y)) are derivate parţiale de ordinul doi în 
(a, b) şi 

2 eaey o_o du ðv (2) dp ðu | de ðv, 


Js?  9uloz Quv Oz 0x 3v (ðx ðu Qz2 ðv ðr?’ 


27 Toy otea y ea ded 4 da, 
ĝy? ðu? Oy Quv ðy ðY ðv? | Oy ĝu Oy: ðu op! 


02f 020 ðu 0u 02% | Qu Ov Ov =) õp ðv 0v , 0p Pu d 0% . 


roy Du x Og | Dudu lord dz y 
DI — dedu în 4 ofdd day apaa de de de 2, 
p Oz 0y 0x ðu? Oy 0 ðu 0y0x ðv 0y0% 
unde derivatele parţiale ale funcțiilor u(x, y) şi v(x, y) se calculează în 
punctul (a, b), iar cele ale funcţiei ọ(u, v) în punctul corespunzător (c, d). 


ðv? dx Oy ðu 0x0y ðv ðxðy” 


-a m CO 


ðyðx ðu? ðy ðx Qu9v 
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Deoarece funcția (u, v) este diterențiabilă de două ori pe întreaga 


vecinătate U a lui (c, 4), ea are derivate parțiale Sete) și det. 4) 7; feren- 
u“ 


tiabile pe U. Atunci funcția (u, v) este de asemenea diferentiabilă pe U. 
Fără a micsora generalitatea putem presupune că derivatele parțiale Pu 
și p, există pe toată mulțimea de definiție F, considerînd, la nevoie, func- 
ţia ọ(u, v) definită numai pe U. Deoarece funcțiile u(x, y) şi v(x, y) a 
derivate parțiale de ordinul doi în punctul (4, b) ele au derivate partiale 
de ordinul întîi pe o mulțime V care conține 'un segment paralel cu Ox 
şi un segment paralel cu Oy, ambele trecînd prin (a, b). Putem raționa 
cu restricțiile funcțiilor u(x, y) şi v(x, y) la mulțimea V, de aceea, fără 
a micșora generalitatea, putem presupune că derivatele parțiale ale func- 
țiilor u(x, y) şi v(x, y) există pe toată mulțimea E. 

Deoarece funcțiile u(x, y), v(x, y) au derivate parțiale pe E, iar func- 
ţia ọ(u, v) este diferențiabilă pe F, rezultă că funcția compusă are deri- 
vate parțiale pe E şi ` 

Gf(z, y) _ plul, y), v(x, y)) Oulx, y) q ĉela, y), v(x, 9). Guta, >) 


—_Ė O a G S O A 


ðx Qu Ox Ov 0 
Of(z, y) — elule, y), vlz, y) Oulx. y) | Belul, 9), viz 9), ola y) 
ðy ðu ðy ĝu 0y 
Toate funcțiile din membrul drept au derivate parțiale în (a, b); 
funcțiile = „du, d, 9% au derivate parțiale în (a, b) deoarece, prin ipo- 
ðx ðy Ox ðy 


teză, funcțiile 4 şi v au derivate parțiale de ordinul doi în acest punct ; 
iar funcțiile 
dplu(zy), v(.y)) Bplulzy), (29) 
gu ĝu 


au derivate parțiale în (a, b), deoarece funcțiile u şi v au derivate parțiale 


Op(u, v) ðglu, v) 
Qu 


în (a, b), iar funcțiile sînt diferențiabile în punctul cores- 


punzător (c, d). 


Rezultă deci că şi funcțiile x, A au derivate parțiale în (a, b), 
-d 


adică funcția compusă f are derivate parțiale de ordinul doi în (a, b). 
Derivatele parțiale de ordinul doi ale lui f în punctul (a, b) se calculează 
astfe 
92f (2 ðo ðu , ð 9 3 2). „0u Op Qð (0u 
=al | | 


az: Ox (Ox dv dx) — ax lou du ax lox 


ĝa? ðx Qu 9x ðv 0 Qx 0% ðu  9x 


9 (9%). 9 2.22] 
+5] 37 * Gu ET 
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Dar 
o =) du, ð (52) = 02 
0x S Jaz ðx \ðx 0z2 
şi 
(2) = Prr ara e 0*p ðu p ĝv 
Oz | 0u ðu ðx Ou a) ðu  ðu\ðuj ðx A ðx ðu? ðx ðuðv ðx 
2(20) = (e 4 22) e22). 22/2) de — e ae y, d 
Qz | Ov ĝu 0x ðv Ox] 0  0ul8 Ox Al vj 0 ðuðv Ox O: ðx; 
astfel încît 
(edy e2) da aay Ze duy e dn) ar de de 
gx? (5 dx ` uv 9x] Ox ðu 0a2 ðuðv ðx gv? az] Oz ĝu âx? 
__9%e (ðu)? 0'p ðu v 02o gv õp Pu , p 9% 
Out (5) +2 Quðv 0%  0x Du? Aea T a gu E ðv ĝx? 
La fel se calculează şi celelalte trei formule. 
Cele patru formule se pot scrie, în mod simbolic, astfel : 
02f O ðu O ðv | O u ð 02% 
sa = lu dz ðv =) et ðu ðr? ðv saje: 
M (2 w2 gy (2.2, Ng; 
aye (ðu ay d i (z g a apa]? 
02 O ðu O ðv O ðu ð ðv 024 ð ĝ?v 
pE EE AE Ee Ste die 
0+0y ðu Oz ðv ðx]j\ðu ðy ðv  ðy Ou  .0+0y ðv  0x+0y 
M 22 w2 uyw) gy 2.22 ee; 
0y0x z Oy 9 y ] ðu  0x ðv ðx ðu  0y0x ðv 0y0x ” 


Observaţie. 
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În demonstraţie s-a folosit faptul că funcţia ọ(u, v) este de două 


ori diferențiabilă pe o întreagă vecinătate a lui (c, d). Dacă (4, v) este diferențiabilă de două 


ori numai în (c, d 


), putem deduce că funcția compusă f(x,y) are derivate parţiale de ordinul 


întîi doar în punctul (a, b). 


Corolar. Dacă îuneţiile u(x, y) şi v(x,y) au derivate parţiale de 
ordinul doi pe £, iar iuneţia (4, v) este diferenţiabilă de două ori pe £, 


atunci funcția compusă f(x, y) = ẹ(u(x, y), v(x, 
de ordinul doi pe E. 


y)) are derivate parțiale 


Observații. 1° Dacă derivatele parțiale mixte ale funcțiilor u şi v sînt egale. 


02u 
04+0y Hi 


džu 


ðyðx 


ðw 
ðzðy 


ĝu 
Oyâz * 
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xezultă că şi derivatele parţiale mixte ale funcţiei compuse sint egale: 


Of of 
ðxðy ðyðx 
d2f 024  02v , 
2° Pentru ca -— să existe este suficient ca — şi -— să existe; există atunci şi 
Qx2 Qz2 0a2 


du v 
— şi —. Nu este necesară existența celorlalte derivate parțiale de ordinul doi ale funcțiilor 


x” x` 
u şi v şi nici existența derivatelor de ordinul întîi în raport cu y ale funcțiilor 4 şi v. 


ðf dwu 02 
De asemenea, pentru ca Ga să existe, este suficient să existe op şi J , dar nu în mod 
3y 
. , ðu ðv 
mecesar celelalte derivate de ordinul doi şi nici =- s EP . 
x x 


ð? 
Pentru existența derivatei Fe se foloseşte existența derivatelor de ordinul doi 
x 


ðu ðv 
Əðxðy ` ðxðy 


şi a derivatelor de ordinul întii ale funcțiilor 4 și v, atît în raport cu y cît și în 


ĝu „du ðv ðv 
öx Oy” Er ay 


zaport cu y, 


2 
j se foloseşte existența derivatelor de 
x 


De asemenea, pentru existența derivatei 
gu 02v 


ðyðx’ ðyðx 


cu 4 cit și în raport cu y. 


«ordinul doi şi a derivatelor de ordinui întîi ale funcţiilor u și v atît în raport 


Teorema 2. Dacă funcțiile u(x, y) şi v(x, y) sînt diferenţiabile 
de două ori în punctul (a, b) &E, iar funcția ọ(u, v) este diferențiabilă de 
două ori într-o vecinătate a punctului corespunzător (c, d), atunci funcția 
compusă f(x, y) = o(u(x,y) v(x, y)) este diferenţiabilă de două ori în punetul 


af — 99 du? 2e d 99 dye- 2? q2 de d2 
d2f zz du? + a du dv + Pi dy + Pha u-+- v, 


unde derivatele parțiale ale funcției ọ sînt calculate în punctul (c, d), iar 
diferențialele funcțiilor u şi v sînt calculate în punctul (a, b). 

Deoarece funcțiile u(x, y) şi v(x, y) sînt diferențiabile de două ori 
în (a, b), ele au derivate parțiale de ordinul întîi într-o vecinătate V a 
lui (a, b) şi diferențiabile în (a, b). Rezultă că şi funcția compusă f are 
derivate parțiale de ordinul întîi în vecinătatea V : 


Of(z, y) _ plalz, y), olx, y)) . Bulz, y) + plu (x. y), v(x, y)) Oulx, y). 
ĝx Qu 0 Ov Qx ’ 


o 
ALAL n M a SAI.’ 
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Toate funcțiile din membrul drept al acestor egalități sînt diferen- 
țiabile în (a, b) : derivatele parțiale ale funcțiilor u(x, y) şi v(x, y) sînt dife- 
rențiabile în (a, b) deoarece aceste funcții sînt de două ori diferențiabile 
în (a, d); de asemenea, funcţiile u(x, y) şi v(x, y) sînt diferențiabile în 


(a, b) (fiind de două ori diferențiabile în acest punct), iar AE o sînt 
u v 
diferențiabile în punctul corespunzător (c, d) (deoarece q este de două 
ori diferențiabilă într-o vecinătate a acestui punct); atunci şi funcțiile 
compuse 
Belu (x, 9), vlz, 9) olu (zr, Y), v(x, y)) 
ĝu Ov 


sînt diferențiabile în (a, b). Rezultă deci că “aii și A. sînt ditferențiabile 
K 
în (a, b), adică funcția compusă f este diferențiabilă de două ori în (a, b). 
Deducem de aici că funcția compusă f are toate derivatele de ordinul 
doi în (a, b), iar derivatele mixte sînt egale în (a, b). 
Atunci 


d?f = d (df) = a [SE du +a] =d (S) du + 


de . d(du) + (2) . do + = . d(dv). 


Dar 
d(du) = d24, d(d) = d? şi 
09) — (9 au + 2 dy 9% — 99 Ve 
a (z2) z “tz ) Gu ad t3 9 dv; 
d) — (9 2 dy] 9% — 2? e q 
a(g] E du + JE ada T Gai ? 
Atunci 


d?f = (E au taat ata loa u p Z 2 do) do + $ d? day — 


= 22 dap + 2 Že- du du ++ 22 dot + E deu ++ 22 dn. 
ðu? ðu 0v 
Această formulă se scrie, simbolic, astfel: 
d2f = (E âu + Zaj o + (Zu + £ arv) Q 
ĝu H 
Observații. 1° Dacă A p(4, v) este diferențiabilă de două 
ori numai în (c, d), putem deduce că funcția compusă are derivate parți- 


ale de ordinul întîi numai în (a, b), deci nu mai rezultă că f(x, y) este 
diferențiabilă de două ori în (a, b 
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2° Formula diferențialei de ordinul doi a funcției compuse se poate 
obține şi din egalitatea 
2f — of 2 2 OS d 9 da2 
` dJ Je“ t ay y+ 0y2 sd 
înlocuind derivatele parțiale de ordinul doi ale funcției compuse f, date 


de formulele din teorema 1. 
3° Diferențiala de ordinul doi a funcției ọ este 


29 — [2 9 wl 
d'o = (zdu + Z do) e. 
Se observă că d2f şi d?ọ diferă prin termenul 
9 Ju da: 
(3, de + 5 do) o 


astfel încît nu se mai poate vorbi de invarianța diferențialei de ordinul 
doi față de operația de compunere. 
Dacă funcțiile u(x,y) şi v(x,y} sînt liniare, 
u(x, y) = ax + by + eu 
v(x, y) = aa% + bay + Cz, 


d2u(x,y) = 0, d2v(x,y) = 0, 


atunci 


deci 
ð 22 | ð 12 0 
| ðu d ĝu J 


adică, formal, avem d?f = d?ọ ; în acest caz și diferenţiala de ordinul doi 
este invariantă față de operaţia de compunere. 

De asemenea, în acest caz, derivatele parțiale de ordinul doi ale func- 
iei compuse f(x, y) se scriu 
EE 


Qz2 Qu Ox ðv Ox 
Y 2x222); 
ðxðy \ðuðx ðv S) du dy | do dy]?! 


02 o ðu 0 gv \2 
= (aa 22) a. 


Oy? ðu Oy Ov Oy 
Luînd în particular 
u(x,y) = x, 
v(x, y) = y, 


avem chiar egalitate între funcțiile f și q 


fix, y) = e(u(x,9), v(x, y)) = e (x, Y). 
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3° Dacă funcția f(x,y) este diferențiabilă de două ori şi dacă se cunosc 
derivatele sale parțiale de ordinul doi, atunci se poate calcula diferenţiala 


sa. 
of Of 02f 
d?f = — dx? + 2 — dx d — dy?. 
f ĝx? r, F ðxÂy x 0y 0y? dy 


Reciproc, dacă se cunoaşte diferenţiala de ordinul doi, rezultă şi deri- 
2 
of este coeficientul lui d+2, a este coeficien- 


vatele parţiale de ordinul doi: e 
X 
2 
tul lui d, iar- este jumătatea coeficientului lui dy dy. 
xðy 
Exemplu. Fie funcția f(x, y) = sin Vey definită pentru xy > 0, adică În cadranele 


y2 


1 şi 3, fără punctele de pe axe. 


Avem 
— i +x E, 


df(x, y) = (sin V xy) = COS V zy 12 = cos Vy AY RT = cos V xy 
xy 
— d d — d d 
d?f(x, y) = d{(df(x, y}) = d cos V ay - ISA t zay + cos Vzy d yatra 
2 V ay 2 Y2y 


in — y dx + ady y dx + zdy 
= — $ xy meon ÎI == ii 
sd 2Vay 2YVay 


— Vary âty Ga + a dy) — (y dx + x dy) d V zy 
+ cos V 2 = 
xY 


— }? dx? + 2ay dx å 2 d 

= — sin Vy Yi ax? + ay dx dy +x A 
xy 

y dă + zdy 


Vzy(ây dx + dx dy) — (y dx + x dy) = 
2V xy _ 


+ cos V2y 
24y 
— 2 2 2 
= — sin V 3y y2 dz? + 2xy dy dy + x? dy? + 
4 xy 
— 4 xy dx dy — y? dz? — — x? 
+ cos VI xy dx dy — y? dz? — 2xy dx dy — x ay? 
4 xy V ay 
deci 
02f 1 — y? — 
E = — — nai -2 . 
Jz? xy & stu V xy -+ Va COS Va), 
02f 1 z x? 
— = — x?sin V xy + — = cos V7 
ay? 4 xy E Væ v3): 
0?f 1 2y — 
= — 2 — == . 
2203 rp | xy sin V xy TE T cos V77 | 
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Teoremele precedente rămîn valabile și pentru derivatele parțiale 
sau diferențialele de un ordin n oarecare ale funcțiilor compuse. 


Teorem ă. Dacă funcțiile u(x, y) ṣi v(x, y) sînt diferentiabile de 
n ori (sau au derivate parţiale de ordinul 4) pe E, iar funcția ọ(«, v) este 
diferențiabilă de 7 ori pe F, atunci funcția compusă f(x, y) = ọ(u(x, y), 
v(x. y)) este diierenţiabilă de v ori (respectiv are derivate partiale de ordi- 
nul 2) pe E. 


Dacă funcțiile u(x, y) şi v(%,y) au derivate parţiale de ordinul 4 con- 
tinue pe E, iar funcția q(4, v) are derivate parțiale de ordinul + continue pe F, 
atunci funcția compusă f(x, y) are derivate parţiale de ordinul + continue 
pe E. 


Demonstrația se face prin inducție completă şi o lăsăm pe seama citi- 
torului, ca exerciţiu. 


Observaţii 1° Teorema este adevărată şi în cazul general în 
care avem m funcțiile reale de n variabile 


Ual Xis. e m, Mala Xa o.e, Xe -e e, Uml Xis Xa eo, Xp), 


definite pe o mulțime E C R”, şi o funcție reală (sau cu valori în E?) de m 
variabile | 
(Ui Ua, - - > Um) 


definite pe o mulțime F C R”. 
2° Dacă funcțiile u (x,y) şi v(x, y) sînt liniare 
u(x, y) = a% + by + Cu, 
v(x, y) = aax + bay + ca, 


diferenţiala de ordinul n a funcției compuse f(x, y) se scrie ca şi diferenţiala 
de ordinul n a funcției q (u, v): 


nf _ [2 _0 5 — n 
df= (Zdu +5 do) e d*o. 


Demonstrația se face prin inducție completă, ţinînd seama că, în acest caz, avem 
d24 = d(du) = 0, dz = d(dv) = 0. 

Pentru n = 2, formula a fost deja demonstrată. Să presupunem că este adevărată 
pentru n oarecare : i 


dif = 2 d La) = Sa Te duniani 
= [3 „to, A Z ” Qyn—i Qui 


638 FUNCȚII DE MAI MULTE VARIABILE 


şi să demonstrăm că va rămîne adevărată și pentru n + 1. Pentru aceasta, aplicăm operatorul 
de diferenţiere 


diferenţialei de ordinul n, d”f: 


o” 
atif = d(d”f) = d X Ch a (da): (do) )- 
i=0 


a t S n—i i îi — 7 _ Ff n—¿ i 
= A C, la Pz z (du) (du)? + Juni Qui d((du)}”—t(dv) | , 
dar 
d((du)”—i (dv)î) = d(du)? i . (dv)? + (du) id(ădv)i = 
= (n — î)(du)” 71 d(du) - (dv)? + (dp) i(dvi t d(dy) = 0, 
iar 


a[—27 — du + 2a 5 = 
PEET i 3] 5 “ Buri Qui 
n+ n+l 
OPTI d FTI f 


=, du 
Quh+1—i Qui Qu” —igui™i 


U, 


astfel încît 


ANE T LAS DOON Pr Ni 
i +2 +1— —m — . 
d”+if = > Ch, Peer (du) +1—i(du)? + Digi ti (du)n— (dv)i +? 


În această sumă, coeficientul lui 


if 
ĝðun+ı—iðyi (du)}”+1—i (dyji, i = 0, 1, 2,...,7, 
u v 
este 
; 1 
Cc? + Ci — cî i» 


Ant f 
iar coeficientul lui 
Qu”+! 


(du)” t! este C} = 1 = Cu, deci 


1 PTS n+1 Hf du)” +1—i (dv)? = 
Ant f = Cea Ta (du)p+ D ca paz le (dv): = 
= e ÎI sue A 


9 ni 


a 
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8. Formula lui Taylor 


Fie f(x,y) o funcție reală de două variabile definită pe o mulțime 
EC F şi un punct interior (a, b) & E. 

Să presupunem că funcția f este diferențiabilă de n ori în punctul (a,b), 
deci are toate derivatele parțiale de ordinul n în punctul (a, b), iar în deri- 
vatele parțiale mixte pînă la ordinul n iclusiv nu are nici o importanță 
ordinea variabilelor în raport cu care se derivează. 


Pentru fiecare punct (x, y) e E să considerăm polinomul de două 
variabile, de gradul z, 


Tale y) = fia, b) + E |E e a) + ED y a) 


Lfe e ae a o eD r L a y a p a D a ] 
si Ea (z — ap + 2 TE (x — a) (y — b) + EO O 


i 
æa- 


tri  0 si i 
„+4 C? Í (x — a) (y — b) 
sau, 


Ta, y) = fab) + [E E a + 005) Aa b) + 


1 (09 ð ” s 
+ [ore +a O D) fab. 
n! \ ox y 
Polinomul T,„(x, y) definit pe E se numeşte polinomul lui Taylor de 
gradul n ataşat funcției f(x, y) în punctul (a, b). 
Dacă pentru fiecare (x, y) a E notăm 


R,(x, y) = f(x, y) -T Tala, Y)” 


atunci 
f(x, 9) = Tal y) + Ra Y), 
adică 
fæ, 3) = fa D) + [ape + yd) b) 
tilge- aE w 5jra b)+ 
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pentru orice (x,y) a E. Această egalitate, valabilă pentru orice (x,y) & E, 
se numeşte formula lui Taylor de ordinul n, corespunzătoare funcției f(x,y) 
în punctul (a, b). 

Funcția R,(x, y) definită pe E se numeşte restul de ordinul n al formulei 
lui Taylor. 

Să observăm că pentru 1 < k< n, 


. k 
(Z= a +E y — D) Aa b) = dfa, b) (x, y) = fla, D), 
astfel încît, formula lui Taylor se mai poate scrie astfel: 
fæ, 9) = fla, b) + = d fla, b) + =a fla, bd) H... H 2 d” f(a, b) + R(x, y) 


Dacă (x, y) = (a, b), avem T,(a, b) = f(a, b) şi R,(a, b) = 0. 
În cazul cînd restul R,(x, y) este o funcție continuă în (a, b), 
lim R,(x, y) = R,(a, b) = 0, 


z—a 

y—b 
atunci pentru valori ale lui şi y suficient de apropiate de a şi b, putem 
realiza ca diferența f(x, y) — T, (x, y) să fie cît dorim de mică; pentru ase- 
menea valori ale lui x şi. y funcția f(x, y) poate fi aproximată cu polino- 
mul 7, (x, y). Vom arăta că, în anumite condiții, avem nu numai 


lim R,(x, y) =0, 


pb 
dar chiar 
. Ru(z, 
lim n(4, 9) — 0, 
z-a p”(x, y) 
y—=b 
unde 


p(x, y) = V(x — a} + (y — b}. 


Teorem ă. Dacă funcția f(x, y) este diferențiabilă de v + 1 ori 
într-o vecinătate V a lui (a, b), atunci, pentru orice punet (x, y)&V, există 
un punct (£,7)eV pe segmentul care uneşte punctele (a, b) şi (x, y), astfel 
încît să avem 


1 ð O ml __ 
R(x 3) = lg ed rad) fe = 
al "+1 
=n}? f(E, n) 


ŞI 
f(x, y) = fa, b) + Za fla, + d fla, b) +... 


l an 1 n+i 
e. + bla) ya An). 
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Fie (0, yo) un punct arbitrar în V. Să unim punctele (a, b) şi (XoY0) 
printr-un segment I. 
Să considerăm funcțiile 


x(t) =a + (Xo — a)t, 
y(t) =b + (Yo — b) t 


definite pentru £ & [0,1]. Cînd £ parcurge segmentul [0,1], punctul cores- 
punzător (x(t), y(2)) din plan parcurge segmentul Z. 


Fety) R 


Fig. 154 


Într-adevăr, pentru orice punct (x', y’) de pe segmentul I există un punct 
t a [0,1], astfel ca 


x =a + (x — a) t = x(t’), 
y = b + (Yo — b) Ë = y(t). 


Pentru î = 0 avem x(0) = a, y(0) = b, iar pentru = avem x(1} = xp, 


y(1) = Yo- | , ; 
Să considerăm functia compusă 


F = fixt), y6) = fla + (to — ai, b + (Yo — b)i) 


definită pentru £ & [0, 1]. Deoarece funcțiile x(t) şi y(t) sînt diferențiabile 
de orice ordin pe {0, 1], iar funcția f(x, y) este diferențiabilă de n -+ 1 ori 
pe V, rezultă că funcția compusă F(t) este diferențiabilă de n + 1 ori pe 
[0,1] şi deoarece d2x(£) = 0, d?y(t) = 0, avem pentru k = 1, 2,.... n+ 1 


FO) = (Zar + Š wao) fab), y. 
Dar dx(t) = (x9—a) dişi dy(t) = (ya — b) dt, astfel încît 
d FG) = (Z (ro — a) +E (y0 — 8) A, 0) (agh, 


4] — Analiza matematică, vol. I 
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deci, derivata de ordinul k a funcției F(t) este 


Fo) = e = h o — a) + Zoo D) AO) 
Atunci „a [a > Ă 
FO) = (Z (ro — a) +Z (yo — b) fle, b), 


deoarece x(0) = a, y(0) = b. Funcția F(t) fiind derivabilă de n + 1 ori 
pe [0,1 ], se poate scrie formula lui Mac Laurin cu restul în forma lui Lagrange: 


i 


FU) = F(0) + 2 F'(0) + = F"(0) p... Z F™(0) + 
¿”+1 (n+ ) 
tuy? "(), 


unde 7 depinde de £ şi este cuprins între 0 și £. Pentru ż = 1 obținem 


FO) = FO ERO HERO + + ERMO HH 


unde + este cuprins între O şi 1. Notăm £ = x(t), n = y(t) şi observînd 
că F(1) = f(X» Yo), iar F(0) = f(a, b), ultima formulă. devine 


fre, ya) = fa, d) + în [o lo — a) + 2-0 ba) +... + 


FOtD (7), 


+g ea + ed) Aa d) + 
l ð 9 n+ 
lg lo = 2) + 3 e 5) FE n), 


unde punctul (£, y) se află pe segmentul 7 care uneşte punctele (a, b) şi (Xoya). 

Deoarece punctul (xo, Yo) a fost ales arbitrar în V, rezultă că, pentru 

orice punct (x, y) & V, există un punct (E, 7) pe segmentul ce uneste (a,b) 
u (x, y), astfel încît să avem 


fæ, 3) = fla b) +Z — a) iz 


tal EENT b) + 


Z (y — b)) Aa b). H 


. = (x — a) += (y — re, n), 


(n + 1)! (9x 
deci restul R,(x, y) este 
ð 
R 
9) = cil t 


şi teorema este demonstrată. 


— a) +a (y — B) AE n) 
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Faptul că lim PI 2= = O va fi demonstrat într-un caz mai general, 
xaa p” K 
y—b 


în condiții mai puțin restrictive. 


Formula lui Lagrange. Dacă f(x, y) este diferenţiabilă 
într-o vecinătate V a lui (a, b), atunci pentru orice (x, y)&V există un punet 
(č, n)sV, eu č cuprins între a şi x şi n cuprins între b şi y, astfel ca 


f(x,y) — fla, bd) = f&n) (x — a) HIE n) (y — b). 
Observație. În formula lui Lagrange demonstrată anterior se 
folosea numai existența derivatelor parțiale f; și f’ într-o vecinătate a lui V, 
în schimb derivatele f; și f;, se luau în puncte diferite. 


Teoremă. Dacă funcția f(x, y) are derivate parţiale de ordinul 7 
continue într-o vecinătate V a lui (2, b), atunci restul se poate serie în forma 


i r 
R,(x, y) = 0 (x, y) o” (x,y), 


unde funcția œ(x, y) este continuă în (a, b) şi nulă în acest punct: 


lim o(x, y) = &(a, b) = 0. 
yab 


Într-adevăr, deoarece funcția f(a, y) are derivata parțiale de ordinul n 
continue în V, rezultă că f(x, y) este diterențiabilă de n ori în V, deci se poate 
scrie formula lui Taylor de ordinul n — 1: 

ð ð 
fæ 9) = fa d Hal EAE O a a d). 
1 


(n — 1)! 
talg ea ti Ya AEn 


[edr 0-0) a) + 
n!lO 


pentru orice (x, y) & V, unde £ se află cuprins între a şi x, iar y între b şi y. 
Restul R,_, (x, y) este aici 


Raul, 3) = lea) E ore): 


Dacă se dezvoltă după formula binomului lui Newton, coeficientul 
lui (x — a)"=:(y — b)! este 


Ci "f(E, OSE 
ðx n—i gy 
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Dar derivatele parţiale sînt continue în V, deci şi în punctul (a, b), şi, ţinînd 
seama că £ şi n depind de x ṣi y şi că dacă x = aşi y —> b avem E > aşi nb, 
rezultă că 

lim ci LE 0"f(£, n) — CŻ O"f(a, b) 

z= a Qa1—10yi gr” —i gyi 

y= d 
şi deci 

c? fE n ci fla, b) + olx, y), 


n — n 


0x”—iĝðyi ðx”—iĝðyi 


unde lim œ;(x, y) = œ;la, b) = 0. 


y= b 
Aşadar : 
0 ð i AE n) | | 
— — — — p qi — ji = 
(Z e-a +Z oD re = i te aly — b) 


= ci ZLD (e — amily — b) + D ol (a — a)" (y — D = 


i=0 ” ani zi 


= (2 æ — a) +y — D} Aa b) + olz, e” 
Y 


ðx 
unde am notat p = V(x — a}? + (y — b}, 
1 « 
o(a, y) = z da aiba, y) (x — ay — d), 
ola, b) = 0. 


Deoarece |x —a|=<pşi]ly—b|=<< p, avem 


n inj bli n 
o œ 3) 1< D lalm y) e HE < D lole y) 
şi, deoarece lim | œ;(x, y)| = 0, rezultă că 
yab 


lim o(x,y) = 0 = o(a, b). 
yab ` 


Aşadar 
Ralts) =Z (Eea ES Aa Dio e 
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deci 
fiz, 39) = fia, d) +5 {Z (e — a) + 2-09 — 8) fa, b) + 
[te = 2) +a Da) + 
+ (Ze) tE 0) Na b) + pate ser. 


Am obținut deci formula lui Taylor de ordinul n, cu restul? R,(x, y) = 
= — o(x, y) e"(x, y), unde 
n! 


p(x, y) = V(x — a} + (y — b} 
lim (x, y) = &(a, b) = 0. 


ea 
y—>b 


şi 


Observații. 1° Ultima teoremă este valabilă dacă f este diferențiabilă de n ori 
în V, şi derivatele parțiale de ordinul n sînt continue numai în (a, b) 

Într-adevăr, în demonstrație au fost folosite numai aceste condiții. 

2° Propoziția analogă pentru funcții de o singură variabilă a fost demonstrată în ipo- 
teza că funcţia f(x) are derivata de ordinul n numai în a. 

3° Cele două teoreme rămîn adevărate şi pentru funcţii de mai multe variabile, fie că 
aceste funcţii au valori reale, fie că au valori vectoriale. 


Caz particular. Dacă funcţia f(x, y) are derivate parţiale de ordinul 


doi continue într-o vecinătate V a lui (a, b), atunci pentru orice (x,y) & V 
avem 


f(x, y) = fla, b) + fila, b) (x — a) + fila, b) (y — b) + 
+ fata, Da — a)? + 2f(a, Da — 2 — b) + fala, bo — 02] + 
+ 2 ala, y) I(x — a}? + (y — dp], 
unde lim o(x, y) = o(a, b) = 0. 


y—=b 


9. Extremele funcțiilor de mai multe variabile 


F Fie f(x, y) o funcție reală de două variabile, definită pe o mulțime 
C R. 


Definiție. Un punct (a, b) EE se numeşte punet de maxim local 
(respectiv de minim local) al funcției f(x, y), dacă există oĻ vecinătate V a 
lui (a, b) astfel încît, pentru orice (x, y) EVQE să avem f(x, y)< fla, b) 
(respectiv f(x, y)>fla, b)). 
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Punctele de maxim (local) şi punctele de minim (local) se numesc 
puncte de extrem (local) ale funcției. 

Dacă (a, b) este un punct de maxim local (respectiv de minim local} 
al funcției f(x, y), valoarea sa f(a, b) în acest punct se numeşte maxim local 
(respectiv minim local) al funcției. 

Maximele și minimele locale ale funcției se numesc extremele (locale) 
ale funcției. 


Propoziția 1. Dacă funcția f are derivate parţiale într-un punet 
de extrem (4, b) din interiorul mulţimii E, atunei derivatele parţiale se anu- 


lează în acest punct: 
fala, b) = 0, f,(a, b) = 0. 
) > 


Într-adevăr, funcția parțială e (x) = f(x, b 
E, = {x| x ES R, (x, b) a E 


este derivabilă în punctul a, ọ'(a) = f-(a, b), iar a este `punct de extrem 
al acestei funcții şi punct interior al mulțimii E,, deci, conform teoremei 
lui Fermat, avem ọ'(a)=0, adică fu(a, b) = 0. La fel se arată că fy (a, d)=0. 
Observaţii. 1° Propoziția 1 este o generalizare a teoremei lui 
Fermat pentru funcții de două variabile. 
2° Propoziția l rămîne adevărată şi dacă (a, b) nu este punct interior 
al lui E, dar dacă mulțimea E conţine un segment paralel cu Ox şi un seg- 
ment paralel cu Oy, care conțin punctul (a, b) astfel că (a, b) nu se află la 
nici una din extremitățile acestor două segmente. 
y Definitie. Un punet interior (a, b) GSE 
se numeşte punct staționar al funcției f(x, y), dacă 
F functia f(x, y) este diterenţiabilă în punctul (a, b) 
şi dacă diterenţiala sa este nulă în acest punct, 
b 4- df(a, b) =Q. 


+ Deoarece diferenţiala funcției f(x, y) în (a, b) 
este 


df(a, b) = f} (a, b) dx + f! (a, b)dy, 


avem df(a,b) = 0 dacă şi numai dacă f(a, b) = 

Aşadar, a spune că (a, b) este un punct staționar al funcției f(x, y), 
înseamnă că funcția este diferențiabilă în punctul (a, b) și are derivatele par- 
pale nule în acest punct. 


definită pe mulțimea 


„~ Propoziția 2. Orice punet de extrem local din interiorul mulți- 
mii £ în care funeţia f(x, y) este diferențiabilă este punet staționar al funcţiei. 


Într-adevăr, conform propoziției 1, avem 
fz (a, b) = 0 şi fy (a, b) = 0, 
deci (a, b) este punct staționar al funcției. 
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Observație. Propoziția reciprocă nu este adevărată: există 
puncte staționare care nu sînt puncte de extrem. 


Exemplu. Fie funcția f(x, y) = x? — y2, definită pe R?. 
Avem f; (x, y) =2x şi Í; (x, y) = — 2y, deci 


F100 = 0, f} 0, 0 = 0. 


Functia este diferențiabilă în purctul (0, 0) (deoarece derivatele parțiale sint continue) 
deci (0, 0) este punct stațicnar al funcţiei. Punctul (0, 0) nu este însă purct de extrem a 
funcției. 
Într-adevăr, pentru punctele de forma (x, 0), de pe axa Ox, avem 
fix, 0) = 2 > 0 310, 0), 
iar pentru puncte de forma (0, y), de pe axa Oy, avem 


(0, y) = — y? x< 0 x £0, 0), 


astfel, incit, în (0, 0) funcția nu are nici minim local, nici maxim local. 


Situația este asemănătoare cu aceea a funcțiilor de o singură variabilă 
pentru care există puncte în care derivata întîi se anulează, dar care nu sînt 
puncte de extrem (ci puncte de inflexiune). 


Punctele staționare ale funcției f(x, y) care nu sînt puncte de extrem 
ale sale se numesc puncte șa ale lui f(x, y). 


Interpretare geomeirică. Graficul funcției f(x, y) este o suprafață S a cărei ecuaţie este 


z = f (x, y). 


E 
Dacă funcţia f(x, y) este diferențiabilă în 7 
punctul (a, b), suprafața S are plan targent în 
punctul corespunzător (a, b, f(a, d)), a cărui 
ecuaţie este 


z — fla, b) = frla, bla — a) + Jila b) (y — b). 


Dacă (a, b) este punct staționar, eurra- 
fața S are în punctul (a, b, f(a, b)) plan tangent 


paralel cu planul xOy. Într-adevăr, f'(a, b)=0 


şi f, (a,b) = 0, deci ecuația planului tangent 
devine z — f(a, b) = 0, adică į į F l 


z = f(a, b), 
adică este un plan paralel cn planul xOy. 


Fig. 156 


Din considerațiile precedente rezultă că, dacă E este o mulțime des- 
chisă, şi dacă funcția f(x, y) este diferențrabilă pe-E, punctele staționare 
ale lui f sînt toate soluțiile (x, y) ale sistemului 


[fr =0 
f y(x, y) = 0. 
Cum orice punct de extrem local este punct staționar, rezultă că punc- 


tele de extrem local se află printre soluțiile sistemului de mai sus (dar nu 
toate soluțiile sistemului sînt; puncte de extrem). 
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Ca şi pentru funcții de o singură variabilă, pentru a identifica printre 
“punctele staționare unele puncte de extrem (dar nu neapărat toate punctele 
de extrem) va trebui să recurgem la derivatele parțiale de ordinul doi. 


Teoremă. Dacă (4, b) este un punet staționar al funeției f(x, y) 
și dacă;funeţia f(x, y) are derivate parțiale de ordinul doi continue într-o 
vecinătate V a lui (a, b), atunci: 


1) Dacă fo fy — [fa]? > 0, derivatele parțiale fiind calculate în (4, b), 
atunci (a, b) este.un punet de extrem local al funcției f(x, y) și anume: 


dacă f„(a, b) >0, (a, b) este punet de minim, 
dacă f(a, b) <0, (a, b) este punct de maxim. 


2) Dacă fx fii — [fa]? < 0, atunci (a, b) nu este punet de extrem al 
functiei f(x, y). 


Deoarece (a, b) este punct staționar, avem 
fala, b) = O ṣi fy(a, b) = 0. 


Deoarece funcția f(x,y) are derivate parțiale de ordinul doi continue 
pe o vecinătate V a lui (a, b), putem scrie formula lui Taylor de ordinul 
doi pentru (x, y arv: 


f(x, y) = f(a, b) + fala, b)(x — a) + fy (a, b) (y — b) + 
+ = [fala b (x — a) + 2f(a, b) (x — a) (y — b) + fy la, b) (y — b)] + 
+ 5 w(x, y) e, 
unde p = V(x — a}+ (y —b) şi lim a(x, y) = 0. 


y—b 


Tinînd seama că derivatele parțiale de ordinul întîi sînt nule și notînd, pentru 
prescurtare, 


A = fala, b), B = fula, b), C = fyla, b), 
obținem : 


fix, y) — fa, b) = 


Pentru p 40, să notăm a(x,y) = Ž 


1 [A(x — a}}+2B(% — a) (y — 8) +C (9—0) ol Set 
, B(x, y) —Y70, Atunci 
e 


— a 


a(x, y) + B(x, y) = 1, oricare ar fi punctul (x, y) Æ (4, b), 


de unde: 


f(z y) — fa, b) => [A + 2Bap + CR: + opt. 
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Să observăm că dacă punctul (x, y) înconjură într-un mod oarecare 
punctul (a, b), punctul (a, B), care îi corespunde, descrie un cerc cu centrul 
în origine şi cu raza 1. Dacă (x, y) se deplasează pe o dreaptă ce trece prin 
(a, b), punctul (a, B) rămîne neschimbat. 

Să presupunem întâi că fp fy — [fm]? > 0, adică AC — B? > 0. Rezul- 
tă că trinomul Ay? + 2By + C 
are rădăcini complexe și deci nu y 
se anulează pentru nici o valoare 
a lui y. Atunci forma pătratică 
Aa? + 2Baf + CR? nu se anulea- | œ2rg?=-1 b-t) 
ză în nici un punct («, B), 
deoarece g? + R? = 1. 

Dar Ao? + 2Ba8-+Cf este Da 
funcție continuă de (e, B) și 
la fel |Ao2 + 2Bof + Cf]; mo- 
dulul formei pătratice își atinge 
minimul pe cercul unitate a: + 
+ 2? = 1 şi, deoarece nu se anu- Fig. 157 
lează, acest minim, u, este strict 
pozitiv, u > 0. Dar lim (x, y) = 0, deci există un cerc (disc circular) V 


x> 


(z4) 


y—=b 
cu centrul în (2, b) ṣi raza suficient de mică, astfel încît să avem 
lo(x, y)| < u < Ma + 2Bap + Cp? 
pentru orice (x, y) & V. Rezultă că în V, funcția 
Aa + 2Baf + CR +w 


are același semn cu funcția Aa? + 2B«8 + CP2, iar aceasta are acelaşi 
semn cu A. Cum p? > 0, deducem că diferența 


f(x, y) — f(a, b) 
păstrează în V un semn constant, semnul lui A. 
Dacă A > 0, atunci f(x, y) — f(a, b) > 0, deci (a, b) este un punct 


de minim ; dacă Á< 0, atunci f(x, y) — fla, b) < 0, deci (a, b) este un 
punct de maxim. 


Să presupunem acum că fafa — [faf < 0, adică AC — B? < 0. 

Rezultă că trinomul Ay? + 2By + C are rădăcini reale şi distincte, 
Yı < Ya, şi deci are un semn pentru valori ale lui y cuprinse între rădăcini, 
şi semn contrar pentru valori ale lui y în afara rădăcinilor. Să observăm că 
atunci cînd punctul (x, y) înconjură punctul (a, b), a şi B iau toate valorile 


cuprinse între — 1 şi 1 şi deci raportul — ia toate valorile reale, deci atît 
valori în afara rădăcinilor y, şi y, cît şi valori între aceste rădăcini. Atunci 
(4| =y +28- + CA ga ia atît valori strict negative cît și valori strict 


pozitive. 
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Fie (x, yı) un punct astfel încît pentru valorile (a, 6.) corespunză- 


toare să avem B, =+ O şi |4 | = | + 2B + C| B? =a > 0. Cînd punctul (x, y) 
descrie dreapta 4, ce uneşte punctul (a, yı) cu (a, b), (a, B) rămîne ne- 
schimbat, deci A«? -+ 2BafB + CR? = a > 0. Există atunci un cerc V, cu 
centrul în (2, b) ṣi raza suficient de mică astfel încît pentru (x, y) a V să 
avem | w(x, y) | <a. Rezultă că pentru orice punct (x, y) din V, AQ d, avem 


Ax + 2Bap + CB +o >O. 


Fie acum (xa Vp) un punct 
astfel încît pentru valorile (æa 62) 
corespunzătoare să avem f,=+0 


i [4 a) +2B2+ d Ba =b < 0. 
2 2 

Avem Ag: + 2Baß + CR =b>0 
pe dreapta d, ce unește punctul 
(Xa Y2) cu punctul (a, b). Există 
7 zı atunci un cerc V, cu centrul în (a, b) 

astfel încît pentru (x, y)aV, să avem 
Fig. 158 lo (x, y)|<<|8|. Rezultă că pentru orice 

(x, y) din VF Nd, avem 


Aa + 2BaB + C2 -o <0. 


Notînd cu V un cerc cu centrul în (a, b) conținut în V, şi în V,, deducem 
că în interiorul cercului V funcția Aa? + 2B«8 + CR? + œ ia valori >O 
pe dreapta d, şi valori < 0 pe dreapta di. 

Rezultă că în orice vecinătate a lui (a, b) diferența f(x,y) — f(a, b) ia 
valori de semne contrare și deci (a, b) nu este punct de extrem. 

Teorema este astfel complet demonstrată. 

Așadar, în orice vecinătate V a punctului (a, b) diferența f(x, y) — fla, b), 


2 , . 
care are același semn cu A (=) + 2B = + C, ia valori de semne contrare, 


J 
| 
| 
| 


și deci (a, b) nu este punct de extrem. 
Teorema este astfel demonstrată. 


Exemple. 1) f(x, y) = 39 + y7? + 3xy. Rezolvăm sistemul 
fu = 332 + 3y =0 
f ; = 3y? +- 3y =0 


pentru a afla punctele staționare. Se obțin soluțiile (0, 0) şi (— 1, — 1). 
Pentru a vedea dacă aceste puncte staționare sint sau nu puncte de extrem, calculăm 
derivatele parțiale de ordinul doi 


n 
fa = 6s fps. fy? 
Avem : 


fpl 0) =0, fpl0,0) =0,  fpl0,0)=8; 
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oo O O aaalllt 


În acest caz, 


fafa — fm] = 0:0—3 = —9<0, 
deci (0, 0) nu este punct de extrem. , 
Avem apoi fial- 1, — 1) = — 6, pt 1, — 1) = — 6, Í ay I, — 1) = 3; în acest 
caz, 
fafa — ap = 36 — 9 = 27> 0, 
deci (— 1, — 1) este punct de extrem; deoarece Fial 1, — 1) = — 6 < 0, rezultă că (— 1, — 1} 


este punct de mazim. , 


2) f(x, y) = at + 4a?y + 23 + 492. Rezolvind sistemul | fa = 
= 0 
y 


8 
se obțin punctele staționare_(0, 0) şi Q — =) Avem 


f 8 64 „i 8 u 8 A 
n _ — 2 __ 
fe fa — fal > 0. 


8 , , n , 
Aşadar, Q — =] este punct de extrem și anume de maxim, deoarece f, <0. Avem apoi 


po, 0) = 0, Íy ,(0, 0) = 8, fi „40, 0) = 0, deci f yf ya = |f; „| = 0, în acest caz, nu putem afirma 


ni mic pe baza teoremei precedente. Un studiu direct asupra funcției arată că (0, 0) nu este 
punct de extrem. 


Observație. Dacă faz fe —| faf = = 0, derivatele fiind calculate 
în punctul staționar (a, b), nu putem afirma nimic despre acest punct. În 


unele cazuri este punct de extrem al funcției f, în alte cazuri nu este punct 
de extrem. 


Exemple. 1) f(x, y) = 42 + yt. Punctul (0, 0) este punct staționar: avem 
fal 0) = 2, fa 0) =0, f7 (0, 0) =0, deci 


fafa — [fay] = 0. Avem apoi f0, 0) = 0 şi f(x, y) > 0 pentru (x, y) z (0, 0), deci (0, 0 este 
un punct de minim al fu ției. 
2) f(x, y) = x2 + y3. Punctul (0, 0) este punct staționar; avem 


2 
Safy — EA == 0, 
și (0, 0) nu este punct de extrem. 


Într-adevăr, f(0, 0) = 0, f(0, y) = 78 < 0 dacă y < 0 şi f(0, y) = y? > 0 dacă y >Q. 


Fie acum f(x, Xa, ..., Xp) O funcție de n variabile, definită pe o mul- 
fime E C R”. 


Se defineşte ca mai sus un punct de maxim (respectiv minim) locat 
a = (az, z, ..., 4) prin condiția 


f(x) < fla) (respectiv f(x) > f(a)) pentru x într-o vecinătate: V a lui a. 
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Rezultă că dacă a este punct staționar din interiorul lui E, atunci 
derivatele parțiale ale lui f se anulează în a: 


fala) =0, fala) =0,..., fi (a) =0. 


Punctul a & E este punct staționar al funcției f, dacă f este diferențiabilă 
în a şi dacă df(a) = 0. 

Pentru a determina punctele staționare ale unei funcții diferențiabile 
(oi, Xa, > Xp) pe o mulțime deschisă E CAR”, se rezolvă sistemul deriva- 
telor sale parțiale : 


Jalta Kor e... Xp) = 0 
LER EZT aa e... Xp) = 0 
fa (ži Xo, e.. Xp) — Q. 


Se demonstrează ca mai sus următoarea teoremă generală. 


Teorem ă. Fie a = (44,22 ...,4„,) un punet staționar al funcției 
fi, Xa.. .. Xa) Să presupunem că funcţia f(x,,...,%,) are derivate par- 
tiale de ordinul doi continue într-o vecinătate V a lui a. 

y , = @fla) 

1) Dacă forma pătratică e = 2a, TEP 
un punet de extrem, și anume un punct de maxim sau de minim, după 
cum ọ <0 sau ọ > 0. 

2) Dacă forma pătratică ọ este nedefinită, atunci a nu este punet de 
extrem al funcției. 


a; d; este definită, atunci a este 


Se pleacă de la formula lui Taylor 


fa) — Ja) = = 5 ae (x; — a;) (x; — a) + = o(a) = 


i j=1 0x; Oz; ? 
l A 02f(a) 2 1 > 
= e STe ; C) = — W) , 
2 pai Drog “I T |e z let cop 
unde: 
J , i — — . Fi Aj 


i=] 
l Dacă forma pătratică e este definită, ea nu se anulează; pe de altă 
parte |ọ| fiind continuă, îşi atinge minimul u pe mulțimea 2 Fo = l, 
şi deci u > 0. Se găseşte apoi o vecinătate V a lui a, în care œw are valori 
mai mici decît u. În această vecinătate diferența f(x) — f(a) are semnul 
lui e. Dacă e > 0, avem f(x) — f(a) > 0 pentru x a V, deci a este punct de 
minim ; dacă e < 0, avem f(x) — f(a) < 0 pentru x a V, deci a este punct 
e maxim. 
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Dacă forma pătratică ọ nu este definită, ia în orice vecinătate a lui a 
atît valori > 0 cît și valori < 0; rezultă că în orice vecinătate a lui 4, 
diferența f(x) — f(a) ia atît valori > 0 cât şi valori < 0, şi deci a nu este 
punct de extrem. 


10. Funcţii omogene și teorema lui Euler 


Fie E C R” un con, adică o mulțime care o dată cu un punct 
x% = (Xi, e.» Xp) conține întreaga semidreaptă care uneşte punctul x cu 
originea 0 a R”, cu excepţia eventual a originii. Fie funcția reală f(x) = 
= f(X... , Xp) definită pe E. 

Se spune că funcția f este omogenă de grad k, dacă pentru orice număr 
t> 0 şi orice x SE avem 


flex) = ft), 


flix, tho, o... îm) = f(X ko, a., Xp) 


Exemple: 1) Funcția ax? + bxy + cy? este omogenă de grad 2; 


adică 


2) Funcția Vx? + xy este omogenă de grad |; 


3) Funcția este omogenă de grad — a«a; 
x 


— 3% 
—— l 
4) Funcția Vx + y este omogenă de grad z? 


5) Funcția EA este omogenă de grad 0. 
x 


Teorema lui Euler. Dacă funcția f(x) este omogenă de 
grad è şi diferențiabilă într-un punet a = (4,,...,2,) Æ 0, atunci 


Arfa la) + aafala) +- + anfa (a) = Pfa). 
Deoarece f(x) este omogenă, pentru orice £> 0 avem 


olt) = fila, tao, ..., tap) = Ëflai, aa, co., ag). 


Deoarece f(x, Xa, ..., Xp) este diferențiabilä în punctul (ai, az, ..., Ap) 
funcția din membrul stîng al egalității este derivabilă în raport cut în punctul 
l şi avem 


de! d(ta;) 


o [A da] 
FT =|5 faltar, tan, o.a, tan) T |= 
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De asemenea, 


do(l 
S = [At 1 f(a, e -åp)] t=1 ~ k fla, . 34) = kf(a), 


de unde 


SS a, fula) = k fla). 


{=l 


Corolar. Dacă functia f(x) este omogenă de grad £ și diferentiabilă 
în orice punct x Æ 0 din E, atunci 


Hafal) E Kafala) T -e F Xa fm (0) = FF) 
pentru orice x + 0 din E. 


Teorema reciprocă. Dacă funcția f(x) este diferențiabilà 
în orice punct x Æ 0 din E şi în aceste puncte verifică egalitatea 


n 
SS a fh (a) = Ro), 
îi 
atunci f(x) este omogenă de grad +. 
Fie x = (%3, ..., Xa) = 0 un punct arbitrar din E. Să considerăm 
funcția 


__ Jiru l£o o .. Xn) 
e) = 


definită pentru t&(0, + oc). Avem 


PO = pa [Sa na te) — Bem nt) =0 
îl 


ik+2 


pentru orice î € (0, + co), deci q este constantă pe (0, + oo). Urmează că 
pentru orice £> 0 avem 


e (î) = ọ (1), 
adică 
17 e eee Ep 
iez gk 7 ) = f(x, > Xn) 
de unde 
flix cc Exp) = Ëf (£i ec. Xn) 


și deci f este omogenă de gradul &. 
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$ 7. Funcţii implicite 


1. Funcţii implicite de una sau mai multe variabile 


Să considerăm ecuația 
F(x, y) = 0, 


unde F(x, y) este o funcţie reală de două variabile, definită pe o mulțime 
E C R?. Să notăm cu E, proiecția lui E pe axa Ox: 


E, = pr, E = {x] există y a R, cu (x, y) a E} 
şi fie A C E, 


O funcție f(x): A — R se numeşte soluție (în raport cu y) a ecuației 
F(x, y) = 0 pe mulţimea A, dacă 
F(x,f(x)) = 0 pentru x & A. 
O ecuație F(x, y) = 0 poate avea (în raport cu y) una sau mai multe 
soluții pe o mulțime A, sau poate să nu aibă nici o soluție. 


Exemple. 1) Fie funcția F(x, y) = x — y? definită pe R? şi ecuația x — y? = 0. Această 
ecuaţie are, în raport cu y, o infinitate de soluţii pe mulțimea [0, + œ). 

Într-adevăr, să considerăm două mulțimi disjuncte oarecare A, şi 4,, astfel ca 
As U 4, = [0, + oo), 


Funcția f(x) definită pe [0, + œ) prin egalităţile: 
Va dacă ze A, 
— Vx dacă x € 4A: 


verifică ecuația x — y? = 0, deoarece + —f2(x) = 0. 


f(x) = 


Dintre toate soluțiile în raport cu y ale ecuației x — y? = 0, numai două sînt funcții 
continue, şi anume funcțiile 
fil) = Va şi fila) = — Vr. 


Dintre cele două soluţii continue ale ecuației x — y? = 0, numai una verifică „,con- 
diția inițială” f(1) = 1. | 

2) Ecuația x? 4+- y2? + 1 —=0, (x,y) e R? nu are nici o soluţie (reală), nici în raport 
cu y, nici în raport cu x. 

3) Ecuația x — 2y = 0, (x, y) e R? are o singură soluţie în raport cu y pe R, funcţia 


t 
f(x) = 2 X. 


Să considerăm de asemenea ecuația 


F(x, Xo, -3 ns Y) = 0, 
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unde F(x, Xa, ..., Xpy) este definită pe o mulțime E C R”*1, O funcție de n 
variabile f(xi, X2, ..., X) definită pe o mulțime A C R” este soluție în 
raport cu y a acestei ecuații, pe multimea 4, dacă 


F(Xis Xos. -s Xa, (ru, Xos o.e, XVa) =0 


pentru orice punct (x1, Xe, ..., 34) EA. 
Să observăm că dacă notăm x = (%1, Xo, ...,%,), ecuația F(x, Xa... 


9 Xn Y) = 0 se scrie 
F(x, y) = 0, 


iar soluția f(x1, Xa, ..-, Xp) se scrie f(x). 

Așadar, putem considera numai ecuaţii de forma F(x, y) = 0, în care 
x este o variabilă reală sau vectorială. 

Dacă există o singură funcție f(x) definită pe o mulțime A care să veri- 
fice ecuaţia F(x,y) = 0 şi, eventual, și alte condiții suplimentare, spunem 
că funcția f(x) este definită de ecuația F(x, y) = 0. 

Se spune de asemenea că rezolvind ecuația F(x, y) = 0 în raport cu y, 
se obține funcția y = f(x). 

Funcţiile definite cu ajutorul ecuaţiilor se numesc funcții definite 
implicit sau, mai simplu, funcții implicite. 

În acest paragraf vom enunța cîteva propoziţii care dau condiţii 
suficiente de existență a funcțiilor implicite. După cum aceste condiții 
sînt mai mult sau mai puțin restrictive, rezultă pentru funcția implicită 
proprietăți mai multe sau mai puține. 


Propozitia 1. Fie ACR”, n>l, x, un punct interior al lui A, 
BCR iş yọ un punet interior al lui B; fie funcţia reală F(x, y) definită 
pe A x B. 

Dacă: 

1) F(xo Yo) = 0, 
şi dacă există o vecinătate UC 4A, lui x, şi o vecinătate VB a lui y, astfel 
încît: 

2) pentru orice punct x&U fixat, funcția y — F(x, y) (de variabilă 
reală y) este continuă şi striet monotonă pe V ; 

3) pentru orice punct y&V fixat, functia x — F(x, y) (de variabilă 
vectorială x) este continuă în v; 
atunei : 

a) există o vecinătate U, a lui +, şi o vecinătate V, a lui yọ, astfel ca 
pentru orice punet x&U, fixat, ecuaţia în y, F (x, y) = 0 să aibă o singură 
soluţie în V, y = f(x): 

F(x, f(x)) = 0, xeUs, 

b) funcția implicită f(x): U, — V, definită de ecuaţia F(x, y) = 0 

verifică egalitatea f(xo) = Yo şi este continuă în x. 
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Alegem «, B & V, astielca a < yo < B, şi notăm V, = (a, 6). Conform 
ipotezei 2, pentru x = Xp, funcția y — F(x, y) (de variabilă reală y) este 
strict monotonă pe [«, B]; deoarece F(xoYo) = 0, iar a < Yo < B, rezultă că 
funcția F(x9, y) are semne 


. . A ° — y 
diferite în « şi B. Pentru a h potret 


face o alegere, să presu- 
punem că 


F(x) < 0, F(xo, B) >O. 


Conform ipotezei 3, 
funcția  — F(x, a) (de va- 
riabilă vectorială x) este 
continuă în xo; deoarece 
F(x» a) <0, există o ve- 
cinătate U’ CU a lui xp 
astfel ca 


F(x, a) <0 


pentru orice x & U’. 

De asemenea, con- 
form ipotezei 3, funcția 
x — F (x, B) este continuă 
în %9; deoarece F(x, B) > 0, există o vecinătate U” C U a lui xo, astfel ca 


F(x, B) > 0 pentru orice x & U”. 


Dacă luăm U, = U’ N U”, U, este o vecinătate a lui x, şi 
F(x, a) < 0, F(x, B) > 0 pentru orice x & U» 


Fie acum x’ & U, arbitrar. Conform ipotezei 2, funcția y > F(x’, y), 
de variabilă y, este continuă și strict monotonă pe [«, 8B]. Deoarece este 
continuă, are proprietatea lui Darboux. Din inegalitățile. 


F(x’, a) < 0, F(x, b) >0 


rezultă că există un punct y', astfel ca a < y’ < B şi F(x', y') = 0. Deoarece 
funcția y — F(x', y) este strict monotonă, există un singur punct y’ & («, B) 
care verifică egalitatea F(x, y’) = 0. 

Deoarece x’ e U, a fost ales arbitrar, rezultă că, pentru orice punct 
x & U, fixat, există un singur punct y = f(x) & Vo astfel ca F (x, y) =0, 
şi astfel punctul a) este demonstrat. 

Pentru x = %ọ avem F(x, Yo) =0 şi cum y, este singurul punct 
din V, cu această proprietate, deducem că f(x) = yo. 

Rămine de demonstrat continuitatea lui f(x) în xọ Să observăm că 
vecinătatea V, a lui yo a fost aleasă arbitrar. Din demonstrația punctului a) 
rezultă deci că pentru orice vecinătate V a lui yọ = f(x) există o vecinătate 
U a lui xo, astfel ca pentru orice + & U să avem f(x) & V. Aceasta înseam- 
nă că funcția f(x) este continuă în x, şi astfel propoziția este demonstrată. 
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În ceea ce priveşte continuitatea funcției implicite, se pot face unele 
precizări, 


Corolar. Dacă, în propoziţia 1, ipoteza 3 se înlocuieşte prin con- 
diţia : 

3') pentru orice y&V fixat, functia x — F(x, y) este continuă pe U 
(nu numai în x), 
atunci funcția implicită f(x) este continuă pe U, (nu numai în x). 


Într-adevăr, fie a & U, un punct arbitrar; să notăm b = fla) & Ve. 

Funcția F(x, y) verifică ipotezele propoziției 1 relativ la punctul 
(a, b), în loc de (xo, Yo), şi deci există o vecinătate U, x VC Uax Vo 
a lui (a, b) ṣi o funcţie unică g(x): U, > V, astfel cag(a) = b ṣi F(x,g(%)) = 
= 0 pentru x & U. In plus, funcția g(x) este continuă în a. 

Dar avem de asemenea f(a) = b şi F(x, f(x)) = 0 pentru xa U,C Uo. 

Din unicitatea funcției g rezultă că g(x) = f(x) pentru x & U, și 
deci funcția f este continuă în punctul 4. Cum punctul a a fost ales arbitrar 
în Up rezultă că funcţia f(x) este continuă în orice punct x S&S Up. 

În teorema următoare se dau condiţii suficiente pentru ca funcția 
implicită să fie derivabilă. 


Teorema 1. Fie ACR”, n>l1, BCR, nanat 4, yelnt B; 
îie funcția reală F(x, y) definită pe A x B. Dacă: 
1) F(x, Yo) = 0; 


2) funcția F(x, x, ..., Xp yY) = F(x, y) are derivate parțiale F, 
Fans --., Fim Fy continue pe o vecinătate U x V a lui (xo, Yo); 
3) Fy(%o Yo) = 0; 
atunci : 
a) există o vecinătate U, a lui x, şi o vecinătate V, a lui y, şi o functie 
unică y = f(x): U,— Vo astfel ca 
Flo) = Yo şi F(x, f(x)) =0 pentru v&V, ; 


b) functia f(x,, X2, ..., %,) = f(x) are derivate parţiale fy. fs, ..., Jen 
continue pe U,, şi pentru fiecare 7 avem 


fal) = — Eaz Io, x SU; 
Fy(z, f(2)) 


c) dacă F are derivate parţiale de ordinul £ continue pe U x V, 
atunci funeţia implicită f are derivate parţiale de ordinul > continue pe Uo. 


Să arătăm mai întîi că funcţia F(x, y) verifică ipotezele propoziției 
precedente. 
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Deoarece F, este continuă şi diferită de O în (xo Yo), ea este diferită 
de 0 pe o întreagă vecinătate a lui (xo Yo). Putem presupunecă această 
vecinătate este U x V: 


F(x, y) = 0 pentru xe U syer. 


Ipoteza 1 este aceeaşi în propoziție ca şi în teoremă. 

Conform ipotezei 2 a teoremei, funcția F(x, Xa .--, Xas Ya) = F(x, y) 
este diferențiabilă, deci continuă, pe U x V. În particular, pentru fiecare 
y & V fixat, funcția x > F(x, y) este continuă pe U, astfel încît ipoteza 
3 a propoziției (şi chiar ipoteza 3' a corolarului) este verificată. 


Deoarece pentru x & U fixat, funcția y — F(x, y) are derivata 
F'(x, y) = 0 pentru y & V, rezultă că funcția y— F(x, y) este strict 
monotonă pe V; fiind derivabilă, această funcţie este continuă pe V 
şi astfel și ipoteza 2 a propoziției este verificată. 

Rezultă atunci punctul a din concluzia propoziției, care este şi punctul 
a din concluzia teoremei. În plus, conform corolarului, funcția implicită f 
este continuă pe întreaga vecinătate U,. 

Să arătăm că funcția f(x) = f(x, Xo, ---, Xa) are derivate parțiale 
continue pe U, Vom demonstra mai întîi că această funcție este diferen- 
țiabilă pe U» 

Fie a = (a, az, ..., 44) un punct arbitrar din U, şi b = f(a) & Ve. 
Deoarece funcția F(x, y) = F(x, Xa, ..., Xn y) este diferenţiabilă pe Ux V, 
ea este diferențiabilă în punctul (a, b) & U xV, deci, pentru orice punct 
X == (Xi, Xo .. Xp) SU şi orice y & V putem scrie egalitatea 


F(x, y) — F(a, b) = Y> [Fila, b) + ola, y) — a) + 


+ [F;la, b) + olx, y)i(y — b), 
unde : 
lim œ;(x, y) = œa, b) = 0, (= 1, 2, ..., n), 


>a 
y—b 


lim o(x, y) =o(a, b) = 0. 
yt 


În particular, luînd x e U, şi y de forma y = f(x) & Vo, avem 


F(x, y) = F(x, f(x) = 0; de asemenea, F(a, b) = F(a, f(a)) = 0. Atunci 
egalitatea precedentă devine 


3 [F; (a,b) + o,(x, Ax) (z — a) + [Fyla, Broz, f(2)] (a) — fa) = 0. 
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Deoarece funcția f(x) este continuă în punctul a, iar funcţiile o,;(, y) 
și o(x,y) sînt continue în punctul corespunzător (a, f(a)) = (a, b), rezultă 
că funcțiile compuse œ;(x, f(x)) şi w(x, f(x)) sînt continue în punctul a şi 


lim a(x, f(x) = ola, f(a)) = ola, b) = 0; 
lim o(x, f(x)) = wla, f(a)) = o(a, b) = 0. 


Deoarece lim[F;(a, b) + o(x, f(x))] = Fi(a,b) = 0, există o veci- 
nătate U, a lui a astfel ca pentru y & U, să avem: 
Fua,3) + ata, fa) = 0. 
Din egalitatea de mai sus, obținem atunci, pentru x & U., 


” Fala, b) + out, fl) 


X) — A) = — 7 Xi — a; = 
fx) — fia) 2 Fy(a, b) + o (x, f(%)) l ) 
n [Ze b) 4 Q 
= — —— : . — A; 

[Tag T Si a), 

Fa (a, b) + olr, f(2)) Fra, b 
unde am notat Q;(x) = Eala b) + oitz 05) — Fra b) . 

Fola, b) + oil, (2)  Fy(a,b) 

Deoarece lim Q(x) = 0, rezultă că funcția f(x) = f(X, Xa, ..., Xa) 


aa 


este diferențiabilă în punctul a, iar derivatele sale parțiale în punctul a 
sînt date de egalitățile 


, Fa (a, b) Fz (a, f(a)) 
Í. AC) = =- . 
Fy(a, b) Fy(a, f(a)) 


Deoarece punctul a a fost ales arbitrar în U, rezultă că funcția f este 
diferențiabilă în orice punct x & Ug, iar derivatele sale parțiale în x sînt: 


, Fs (æ, f(x) 
(E) Fe 
faka) Fy(x, f(x) 


Dar funcțiile F, şi Fy sînt continue prin ipoteză pe U xV, iar funcția f 
este continuă pe U, Rezultă că funcțiile compuse F}(x, f(x)) şi F(x, f(x%)) 


A . . . a e ti . Si 
sînt continue pe U, şi deci și derivata f}, = — A este continuă pe U». 


y 

Demonstrația punctului c) se face prin inducție completă. Pentru k =1, 
afirmația a fost deja demonstrată la punctul b). Să o presupunem adevărată 
pentru k = p şi s-o demonstrăm pentru k =p + 1. 

Să presupunem deci că funcția F(x, Xa, ..., Xap» Y) = F(x, y) are 
derivate parțiale de ordinul p + 1, continue pe UXV. Atunci ea are 
derivate parțiale de ordinul 4, continue pe Ux V şi deci f(xi, Xa, >- 5%) 
are derivate parțiale de ordinul $, continue pe U» 
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? ? 


Pe de altă parte, funcțiile Fz, Fi, ..., Fep, Fy au derivate parţiale 
de ordinul p, continue pe U xV. Atunci funcțiile compuse 


F(t, Xa, e...) Xas fixa Kos e...) Xa) h e. Finl 4i Xa, ...3 Xas f(X, Xa, e s %)), 
F(X, Xas o.e, Xas fiu, Xos oae, Xa) 


au derivate parțiale de ordinul p continue pe U,, şi deci, pentru fiecare 
23 = 1, 2, ..., n, funcția 


i Fr (x .. 9 Xy» f(x, . 3 ¥n)) 
faln cca Ea) m m E 
4 F(x ->.> Zn Fl = se 4n) 


are derivate parțiale de ordinul p continue pe U,. Aceasta înseamă că 
funcţia f(x, Xa, ..., %,) are derivate parțiale de ordinul p + 1 continue pe Ua. 
Prin inducție completă, rezultă deci că punctul c) este adevărat pentru 
orice k. 
Teorema este astfel complet demonstrată. 


Observaţie. Dacă se modifică ipotezele teoremei, rezultă și concluzii diferite. Se 
pot obține astfel mai multe teoreme de existență a funcțiilor implicite. 


Din teorema de existență a funcțiilor implicite se poate deduce o 
teoremă de existență a funcțiilor reciproce. 


Propoziţie. Fie 7 şi J două intervale, (xo y) & Int Ix J şi 
funeția f(x): I — J. Dacă: 

1) f(x) =Y. 2) f'(x) există într-o vecinătate U a lui xa; 3) f'(x) 320; 
atunei: a) există o vecinătate U, X Voa lui (xo, Yo) şi o functie o (y): Vo > Us 
astfel ca (yo) = x şi f(e(9))=y pentru ysV,; 


b) funcția ọ (y) are derivata continuă pe V, şi 0'(y)= — l 


f'(e()) 
Într-adevăr, să considerăm funcția F(x, y) = f(x) — y definită pe I x J. Avem 
PU y) =E f'a) şi FUEL a 
Ipotezele teoremei precedente sînt verificate, şi astfel rezultă concluzia acestei propoziţii. 


2. Sisteme de funcţii implicite 


Să considerăm sistemul de ecuații 


Fl, ec mi Yis 2 Ya) =0 
Pi ea 
Folău -s Xm) Yu ---s Yny =0 


unde F(x, ..., Xm) Yu co Yah T= 1, 2, ..., n sînt n funcții reale de 
m+n variabile, definite pe o mulțime E C R”t”, 
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Spunem că un sistem de n funcții reale 


Yı = ful ..) Xn) 


(2) Ya = fla s.. m) 


Yn = falta .. 3) Lm) 
de m variabile, definite pe o mulțime A C R”, este o soluție a sistemului 


de ecuaţii (1), în raport cu variabilele y1, Yas ..., Yn, pe mulțimea A, 
dacă avem 

Fola 20 Xp fala ee, Xm e altu cc m) = 

Fo, o.a, mi ful -ees Imb oero Fat es m) E 

Fă ce mi fit -es Emh -oes fat ce Xm) = 0 
pentru (Xi, Xos --., Sm) SA. 


n cazul cînd sistemul (1) are pe mulțimea A o singură soluție (2), 
spunem că funcțiile f,, ...fa sînt definite implicit de sistemul de ecuații (1), 
sau că sînt funcții implicite. Se spune de asemenea că sistemul de funcții 
(2) s-a obținut din sistemul de ecuații (1), prin rezolvare în raport cu varia- 
bilele y4, ..., Yp 

După cum la funcțiile implicite de una sau mai multe variabile au 
jucat un rol important derivatele parțiale, pentru sistemele de funcţii, 
un rol analog va avea un anumit determinant” de derivate parțiale. 

Să presupunem că funcțiile Fy, Fe, ..., Fẹ au derivate parțiale în 
raport cu variabilele y4, Yz.. -Ya pe mulțimea E. Determinantul de funcţii 


OF, ôF, ôF, 


Oy, Oy, OYn 
OF, 3F, OF, 
Oy, Oy, IYn 


Oy, dYa B Yn 


se numeşte determinaniul funcțional al funcțiilor F, Fa ..., Fa în 
raport cu variabilele y4, Yz, ..., Ya şi se notează 

D(F Fa 0., Fp) 

Di Yo -s Yn) 


Determinantul funcțional se mai numește tacobran (de la numele 
matematicianului Jacobi) şi se mai notează cu litera J. În cazul unei sin- 
gure funcții F avem 

D(F) — 2E 


D(y) Oy 
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Pentru simplificarea scrisului, vom nota, ca de obicei, x = (x, Xa, - - Xp) 
şi y = (Ya, Yo se Ya) , A yu 

Dacă notăm F = (Fa Fa ..., Fn), atunci F este o funcție vectorială 
definită pe E cu valori în R”, iar sistemul (1) se scrie atunci, simplu, 

(1') F(x, y)=0. 

De asemenea, dacă notăm f = (fe fa, ..., f„), atunci f este o functie 


- vectorială definită pe A C R”, cu valori în R”, iar sistemul (2) se scrie, 
simplu, 
(2) y = f(x). 
A spune că sistemul (2) este o soluție a sistemului (1) revine la a spune 
că funcția vectorială (2”) este o soluție a ecuației vectoriale (1'), adică 
F(x, f(x)) = 0 pentru x & 4A. 


În acest fel, un sistem de n funcții implicite reale, definite de un sistem 


de n ecuații, este echivalent cu o singură funcție implicită vectorială, defi- 
~ D(F 
nită de o ecuație vectorială. În acest caz, iacobianul se notează DIE) 


Teorema 2. Fie ECR”"” şi (xo Vo) = (xi, o, -.., mj Y1, 
..., Y) a Int E; fie funcția vectorială F = (F,, Fa..., F): E > R”. 

Dacă: 

1) F(xo yo) =0; 


2) funcțiile reale F;(1< i< n) au derivate parţiale continue 
A {<7 <m), ei (1 << k< n) într-o vecinătate U xV a punctului (xo, yo); 
xj Yk 


D(F) _ _D(Fy Fy Fp) 


este +0 în punctul (x, Yo); 
D(y) D(Yi Ya - -> Yn) 


3) iacobianul —— 
atunci: 


a) există o vecinătate U, x V, alui (2090) (UC R”, VC R”), şio 
anefe vectorială unică f(x) = (Ji(x), falx)... > Jn(2)): Uo > Vo, astfel ea 
= (r) și F(x, (x) = 0 pentru o orice x& 


funcțiile reale /,(x), f=(2),..., falz) au derivate parțiale continue 
pe U. si 
D(F ..., Fn) D(F ..., Fp) 
Of, — Di, Yor = + 2 Yn) Ofa — __ D(Yi e + Yn- ži) , 
ôx; D(F, Fo) O 8z D(F, Fa) ? 
Dia =: Yn) D(yu -.- Ym) 


c) dacă funcțiile F, Fa... Fn„ au derivate parțiale de ordinul > con- 
tinue pe U x V,fatunei funcțiile "fla), falx)... fa(x) au derivate parţiale 
de ordinul è continue pe YU. 
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Demonstrația se face prin inducție completă asupra lui z. 

Pentru n = 1 (un sistem format dintr-o singură ecuaţie, care defi- 
nește o singură funcție reală implicită), teorema a fost deja demonstrată 
(teorema 1). 

Să presupunem teorema adevărată pentru un sistem de n — 1 funcții 
implicite, definite de un sistem de n — 1 ecuaţii, și s-o demonstrăm pentru 
un sistem de p funcții implicite definite de un sistem de n ecuații. 

Să presupunem deci condițiile 1, 2, şi 3 din enunţul teoremei. 


D(F, ...,F 
Deoarece iacobianul stiai este + 0 în punctul (xo Yo) = 
Yri -Yn 
= (A, o Km y, L.. Ya), rezultă că cel puțin un determinant minor 


(de ordinul n — 1) este = 0 în acest punct. (Dacă toți determinanții minori 
ar fi nuli, dezvoltînd iacobianul după elementele unei linii, ar rezulta că 
iacobianul este nul în (xo Y9))- 
Pentru a face o alegere, să presupunem că determinantul minor 
ea Py n este = 0 în punctul (xo Vo). — 
y Yn- 
Rezultă atunci că sistemul de n — 1 ecuații 


F(X, Vise., Yn- Yn) = 0 
F(x, Yis ...3 Va- Vp) z= 0 


FailX, Yu c.. Yn- Ym) = 0 
îndeplineste condițiile 1, 2, 3 din enunţul teoremei şi deci, conform pre- 


supunerii, poate fi rezolvat în raport cu y,, Yə ..., Yn- în jurul punctului 
9 0 0 0 0 » jv . v e 

(xi, Xo, e., Xm Yis -> Yni» Ya): există o vecinătate U' a lui xp = 
0 0 © v 

= (xi, -.., Xm) o vecinătate V’ = Vi Xx V3 X ... X Vn-ı X Vh a punctu- 


lui (y9, Y2 -.., Ya- Yn) sin — 1 funcții 


yı = lx, Ya): U X Vr > Vi 
|y= hla Ya: U Xx Vrn >V: 


astfel încît 
yi = hufo Yn), y2 = hal Xo, Yn), ---, Voci = halta Yal- 
Pentru (x, Ya) SU X Vna avem 


F(x, h(x, Ya)» s.” ha—1(%, Ya)) =0 
F(x, h(x, Ya), e... hy% Yn)) = 0 


. . € . ọọ è . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . s e 


FUNCŢII IMPLICITE 665 


Funcțiile f(x, Va), ---, Ap-1(%, Yn) au derivate parțiale continue pe 
U'x Va. 
Sistemul 
F(x, Yi -es Ym) = 0 
(1) F(x, Yir -> Yn) =Q 


F(x, YI ee. Yn = 0 


este echivalent, pentru (x, Yis Ya s-a Yay SU XxX ViXV}X ... X V}, 
cu sistemul 


Yı = h(x, Yn) 
Ya = h(x, Ym) 
E S E 
Yni = n-1(%, Yn) 
F(x, Yi eso Yn- Ya) = 0, 
iar acesta este echivalent pe U’ x Vi X ... X V, cu sistemul 


Yı = h(x, Yn) 


Yn- = hală, Yn) 
Fal, Mlt, Ym), hal, Ya), - e -s Anil, Yn) Yn) =O, 


care se obțin din sistemul (1) înlocuind în F, pe Yi, Yas ---, Ya respectiv 
cu fa, ho, e... Apar 


Să notăm 
P(x, Yu) = F(x, h(x, Ya), .. 9 ha—ı(%, Ya)» Yn) 
pentru (x, y,) sU' x Va. 


Funcția (x, y,) verifică ipotezele teoremei 1, pentru a putea fi rezol- 
vată în raport cu y„ în jurul punctului (xa y2). Intr-adevăr, 


1) P(x, 99) = Falco, Allo 0), -- -3 Palo 99), VA = 
= Faro Yb -- -> Ym Ya) = Q. 


2) Funcția (x, y,) are derivate parțiale continue în raport cu 
Xis Xa -.., Xm SÀ Yn pe mulțimea U' x V,, deoarece funcțiile Fh (X> Yn)» 
l< ¿< n— l, au derivate parțiale continue pe U' x V,, iar funcția 


Fel, Yis -<--> Yn—-v Yn) are derivate parțiale continue pe U’ x Vi xX 
a. X Va- X Va 


3) Op, Y9) = 0. 
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? __ En Oh OF Ohp—a OF, 

y ——— — = 

” Oy, Yn OYn—ı OYn IYn 
D(F, Fr) D(Fa, ss Faa) 

__ __ En Dim Yo «n e Ynt) __ ___9Fn_ Do -- o Ynyr  0Fa 
Oy, D(F, .. 3 Fa) OYn—ı D(F e.. 3 Fa) Oy 
D(Yyi o Ya) Dia -o Yn) 
D(F .--. Fn) 
= (m Pia -iVn _z 0 


D(F, ..., Fy) 
D{Yi -s Yan) 
Derivatele parțiale ale funcțiilor k; sînt calculate în punctul (Zo I)a 


iar cele ale funcțiilor F; în punctul corespunzător (Xo Y8, o, VE 
Rezultă atunci că există o vecinătate U ox Vla lui ( (xo, y% şi o 


funcție y, = f„(3) : Vo > VO astfel ca 


W = falo) şi D(x, f„(3)) = 0 pentru x e Uo 
adică 


Fl, halt, fal), ---, Paza, Jala) falx) = 0 pentru x & Ue 


Funcția y, = f„(x) are derivate parțiale continue pe Ue £: 


po? 


Să notăm V? = Vo V= V}... V? = V; Si Vo= Vox VIX 
X.. X Ve. Sistemul (1) este echivalent pe mulțimea U, xX V, cu sis- 
temul 

yı = h(x, Yn) 
Ya = hal, Yn) 
(1) 


Să înlocuim în primele n — 1 ecuații pe y, cu f, şi să notăm 


(2) = h(x, În(2)), o... faif) = În, Îa(2)). 
Atunci sistemul (1''*) este echivalent pe U, X V, cu sistemul 
Ya = ful) 
Ya = f(x) 
(2) 0. 
Yn-ı = În) 
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Sistemul (2) reprezintă soluția sistemului (1) pe mulțimea U, X Vo. 
Avem evident 


Vi = failo), <- Ya = fal Xo) 
adică yọ = f(x). | | | 
bg Deoarece funcţiile f(x, Ya) ---, Bnr, Yn) ŞI falx) au derivate par- 
ţiale continue pe U, X V?, rezultă că funcțiile compuse 
fila) = h(x, fa), lin] 


au derivate parțiale continue pe Uo. 
Dacă în identitățile (pentru x €E Uo) 


Fl, fala), -e fl) = 0 
Fala, ful), -a Fal) =0 
Fals, fil), -ea (2) = 
derivăm în raport cu x, obținem identitățile 
ôF, , OF, Ofa OF, afa — 
Ox; Oy, Öxi o OYn Öxi 
oF: | OFa 0 OFa fa — Q 
0; 010% 00 
0x; Oy. Ox; | OYn Oxi T 


Din acest sistem de n ecuații se scot cele n derivate parțiale ale func- 
țiilor fı ..., Ja în raport cu x, folosind regula lui Krammer: 


* D(Bu e: Fp) D(F, ..., Fp) 
Of, __ Dilie Ya -> Yn) Ofn __ _ Diyu -o Ym Xi) 
Ox, D(F, Fa) O 04 DE, cao, Ep) 
D(Yi Yn) D(Yi «+ 2 Yn) 


În acest fel punctele a) și b) ale teoremei au fost demonstrate. * 

Demonstrația punctului c) se face prin inducție completă asupra lui 
k. Pentru k = 1, punctul c) a fost demonstrat mai sus. 

Să presupunem că afirmaţia este adevărată pentru k = 7; din exis- 
tența şi continuitatea derivatelor parțiale ale funcțiilor Fi, ..., Fẹ rezultă 
postenja 5, continuitatea derivatelor parțiale de ordinul ale funcțiilor 

15 J2? °» es Jn’ 

ă arătăm atunci că afirmația rămîne adevărată pentru k = p 4 1. 
Să presupunem deci că funcțiile F}, ..., F, au derivate parțiale de ordinul 
$ + 1 continue pe U X Va; atunci aceste funcții au derivate parțiale de 
ordinul p continue pe această mulțime, şi, conform presupunerii, rezultă 
că funcțiile f fa, ..., fa au derivate parțiale de ordinul p continue pe U}. 
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Dar 
D(F,, ..., Fp) 
Of) __ __ Di Ya Yn) 
Ox; D(F e... Fa) 
Dia Yz -s Yn) 
unde, în membrul drept s-au făcut înlocuirile y, = f(x), ..., Yy = (a). 


Funcțiile care apar în membrul drept au derivate parțiale de ordinul $ 

continue. Rezultă atunci că 4 are derivate parțiale de ordinul 2 continue 
xi 

pe Ua adică f, are derivate parțiale de ordinul p + 1 continue pe U 

Pentru celelalte funcții fa, ..., fp, demonstrația se face la fel.: 

Rezultă deci, prin inducție completă, că punctul c) este adevărat pentru 
orice À. 

Cu aceasta teorema este complet demonstrată. 


3. Transformări regulate 


Fie f(x) = f(x, Xa, ..., Xa) o funcție vectorială definită pe o multime 
C R”, cu valori în R”, şi fie fi, f» -.., f„ componentele sale reale (defi- 
nite tot pe E). 


Definiţie. Spunem că functia vectorială f = (fi, fo. --fu) este 
o transformare regulată într-un punet interior x, GE, dacă funcțiile f Jar- = -Jan 
au derivate parțiale continue într-o vecinătate V a lui x, şi dacă iacobianuł 
DU) = PUu fe -fa este Æ O în punctul x. 
D(x) Dia, Xa, - a Xn) 

Propoziția 1. Dacă transformarea f este regulată în punctul 
interior +, SE, atunci f este regulată într-o întreagă vecinătate a lui x. 


Într-adevăr, iacobianul 


d d EA 
dx Oa n Xn 
fa Q of. 
Dfi fors În — 2 1 cn... Ei 
Du Za e e Xn) alia ” 
Ofn Ofn fn 
ER 0, ` [e LR 
este o funcție continuă în punctul x (deoarece derivatele parțiale z sînt 


continue într-o vecinătate V’ a lui xə deci în xp) şi este + 0 în “acest 
punct, deci există o vecinătate V” a lui x, pe care iacobianul este = 0. 
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Of; 


Atunci, în vecinătatea V = V’ A V” a lui xp, derivatele parțiale = EP sînt 


continue şi iacobianul este = 0, deci f este o transformare regulată pe y. 


Observaţie. Propoziția 1 ne îndreptățește să vorbim de „,trans- 
formarea regulată în jurul lui x” în loc de „transformare regulată în xo”. 


Propoziția 2. Orice transformare regulată într-un punct este 
continuă în acel punct. 


Într-adevăr, dacă f = (fa, fa -.-, fa) este o transformare regulată în 
Xə atunci funcțiile reale f;(x) = J;(X1, Xa, ..., 4%) au derivatele parţiale 
continue într-o vecinătate V a lui x, deci sînt diferențiabile şi deci 
continue în această vecinătate. Rezultă atunci că funcția vectorială 
f= (fo fa ---, fa) este continuă în vecinătatea V a lui x; în particular 
este continuă în xo 


Propoziția 3. lacobianul unei transformări regulate pe un 
domeniu D păstrează acelaşi semn pe acest domeniu. 


În adevăr, un domeniu D este o mulțime conexă şi deschisă, iar iaco- 
bianul este o funcție continuă pe D. Dacă iacobianul ar lua două valori de 
semne diferite, ar trebui să existe un punct x, & D în care iacobianul să se 
anuleze, deci în care transformarea să nu fie regulată, ceea ce ar contrazice 
ipoteza că transformarea este regulată pe întreg domeniul D. Rezultă deci 
că iacobianul păstrează acelaşi semn (fără a se anula) pe D. 

Teoarema următoare generalizează teorema de derivabilitate a func- 
țiilor inverse de o variabilă reală. 


Teoremă. Dacă f= (fu Ja- --fa) este o transformare regulată 
într-o vecinătate U a unui punct interior x SE, atunci: 


1) există o vecinătate U,C U a lui x şi o vecinătate V, a lui yọ = Ata), 
astfel încît restrieţia lui f la U, este o aplicaţie biunivocă alui U, pe Vo; 
2) aplicația reciprocă p: V, = U, arestrieţiei lui fla U, este o transior- 
mare regulată în punetul y; 
3) avem 
D(o(y.)) — 1 


D(x) 
Demonstrație. Să considerăm funcția vectorială 
F(x, y) =f) —y 


definită pentru K y) GE x R”, cu valori în R”. Pentru componentele 
reale F,, Fa ..., F, ale lui F avem 


Fa, y) = Îi) Yy 2 2,..., m 
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Vom arăta că funcția vectorială F = (Fy Fa ..., Fp) îndeplineşte 
condițiile ca „pentru ecuația F(x, y) = 0 (adică ecuaţia fi x) = y) să poată 
fi rezolvată în raport cu x. 

Să observăm că (9, Yo) este punct interior al mulțimii E x R”, deoa- 

rece x, este punct interior 
T2} y % al lui E, iar yọ este punct 
a Vi interior al lui R”. 


1) Fo, Yo) = flo) — 
| | — y = 0. 


2) Funcțiile F; au deri- 
Ap —— > Vate parțiale OF; oF conti- 
d zı l I Ox; ðyj 


Fig. 160 nue într-o vecinătate a lui 


(Xo Yo). 
Într-adevăr, deoarece f este regulată în vecinătatea U a lui x, există 


derivatele parțiale = dfi continue pe U, şi = DU) _ Dife fo -fa 0 pe U. 
Ox; D(x) Dau Ha, e , 4) 
Fie V o vecinătate oarecare a lui yọ. Atunci U x y este o vecinătate 
a lui (0, Yo), şi pentru (x, y) & U x V avem DFils, 9) fila), Eie 9) — 
0xj Ozj ðyj 
= — dj, (y = 1, d, = 0 pentru t =Æ J). 


A 


oF; 
Derivatele — sînt constante, deci sînt continue ; derivatele — sint 


de asemenea continue, pe U x V, deoarece pentru (x, y) & U x V avem: 


m EI) — jm ZEL Hir) _ 0Fil 9) 
z= Qxj ss Oxi Ox; Ox; 
y—y 

3) DE Fu :Er) — 0 în punctul (xo Yo), deoarece 


D(Zi a -> Xn) 
D(F ..., Fa) — D(f -o n) 
D(X -.., Xn) D(ă, e 2 Xp) 


și ultimul determinant este == 0 pentru x & U (şi y oarecare). 

Conform teoremei relative la funcțiile vectoriale implicite, există o 
vecinătate U’ x VC U x V a lui (xo yo), astfel încît, pentru orice 
punct y & Vo există un punct unic x = ọ(y) & U’, astfel ca să avem 
F(x, y) = 0, adică f(x) — y = 0 sau f(x) = y. Aceasta înseamnă să fiecare 
punct y & V, este imaginea | x) a unui singur punct x & U’, deci y este 
punct interior al mulțimii f(U'). Punctul 1 este astfel demonstrat. 


De aici rezultă că f este biunivocă pe mulțimea Us = =F (Və cU’, 
deoarece dacă x’, x” & U, atunci f(x) eV, şi f(x”) & V, şi din egali- 
tatea f(x’) = fx’) = = y rezultă atunci, pe baza celor de mai sus, că există 
un singur x & U’ astfel ca f(x) =y; atunci +! = = x şi x" = x, deci y’ = x” 
și deci f este biunivocă pe Uo. 
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Deoarece f este continuă în xp, vecinătății U' a lui yo = f(xo) îi 
corespunde o vecinătate U” a lui xo astfel ca f(U'),C Vo Rezultă că 
U” CU, şi deci xp este punct interior al lui A. Cu aceasta punctul 1 este 
demonstrat. 

Functia q(y) : Vo > Us, care a rezultat mai sus (din teorema func- 
țiilor vectoriale implicite), are derivate parţiale continue pe V, şi verifică 
egalitățile 

(yo) = xo Şi F(e(9), y) =0 pentru y & Ve, adică: 


fle(y)) = pentru y € Vo. 


Rezultă că g este inversa funcției biunivoce f : U, > Vo. 
Pentru a arăta că ọ este o transformare regulată pe V, rămîne de 
arătat că determinantul său funcțional este Æ 0 pe Vo. 
Pentru aceasta plecăm de la egalitatea vectorială 
Feah) =y: y ES Vo 


sau de la egalitățile scalare 


HACA UT . -> Ya) e.s Pa (Yis e.) Yn)) = Yi t = l, 2, <e”, N 
pe care le derivăm în raport cu y; după regula de derivare a funcțiilor 
compuse : 
dfs dei dfi den 3 
dpi Tm dy 
adică 
lá f Li . 
SE = 3, În. 
kal 02 0yj 


De aici rezultă că produsul matricelor p Zi) şi (9%) este matricea 
AR Yi 
unitate (8;). Dar determinantul unui produs de matrice este egal cu pro- 
dusul determinanților matricelor : 


dk 


Of; 
jel =. 
v e : e öf: 0ea A _ 
Pe de altă parte, determinantul matricelor sa] şi D = sînt, respec 
J 
tiv, iacobienii 2% şi AO, 
D(x) DY) 
Aşadar : 
DU) Die) — 
D(x) D(y) 


De aici rezultă că 
D(e 


Dle) 
Æ 0 pe FV, 
D 7 P 0 
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deci q este o transformare regulată pe Ve şi că 


De) 1 
Diy) DA 
D(x) 


Cu aceasta teorema este complet demonstrată. 


Corolar. Dacă feste o transformare regulată pe o mulțime des- 
chisă GCE, atunci f(G) este deschisă. 


Într-adevăr, pentru orice punct x & G, punctul f(x) este punct inte- 
rior al mulțimii valorilor f(G), deci această mulțime este formată numai din 
puncte interioare, şi deci este deschisă. 


Observație. Dacă f este regulată pe o mulțime deschisă G C E, nu rezultă că f 
este biunivocă pe G. Teorema afirmă, numai, că fiecare punct x EG are o vecinătate V, 
pe care funcția f este biunivocă. Se spune că funcția f este local biunivocă pe o mulțime G, 
dacă fiecare punct din G are o vecinătate pe care f este biunivocă. 

Aşadar, o transformare regulată este local biunivocă, dar nu neapărat biunivocă pe 


întreaga mulțime G. 
Exemple. 1) Transformarea 
x = p coSs Q, 
y = psin e 
definită pentru p E R şi ọ € R are determinantul funcțional: 
D(x, y) _|— pesing cose 
Die, ș) | pcosp sing 


Transformarea este regulată în orice punct (p, e) cu p = 0. Această transformare nu 
este însă biunivocă pe mulțimea ACA P) | e ze 0}. într-adevăr, două puncte diferite (p, pọ} și 
(e. ẹọ + 2kr), RAO întreg, au aceeaşi imagine prin transformarea de mai sus. 

În vecinătatea unui punct (Po po), CU po 74 0, transformarea este biunivocă și admite 
o transformare inversă. 

Să calculăm derivatele lui p şi ọ în raport cu + şi y fără a rezolva sistemul de mai 
sus în raport cu p şi ọ. 

Să derivăm în raport cu + cele două ecuaţii: 


= — p. 


P 29 
1 = 5s esinp—, 


Ox 


op op 
0 = —sin ọ + p cos ọ —. 
ðx 


ðx 
De aici: 
Op Oe sin q 
— = cos, — = — 
0 Ox p 


În mod analog, derivînd ecuațiile de mai sus în raport cu y, obținem: 
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Fie E şi F două mulțimi din R”. Pentru a simplifica expunerea vom 
presupune că E şi F sînt deschise, deci sînt formate numai din puncte inte- 
rioare. Fie apoi funcțiile vectoriale u(x) : E = F şi ọ(u): F —> R”, şi func- 
ţia compusă f(x) = ọlu(x)) : E = R”. 

Teoarema „următoare generalizează teorema de derivare a funcțiilor 
compuse de o variabilă. 


Teoremă. Dacă u(x) este o transformare regulată într-un punct 
xoaE iar ọ(u) este o transformare regulată în punctul corespunzător Uy = 
= u(%) SF, atunci f = ọ ou este o transformare regulată în punctul v, și 


DIA) D) Do), 
D(x) Du) D(x) 


şi — se calculează în punctul v, iar se calculează în 
D(x) D(x) D 


punctul 40 = u (xo). 


unde PU și Dl) Die) 
(u) 


Deoarece u(x) este o transformare regulată în xo, există o vecinătate V 


a lui xo în care componentele reale 4, Ua ..., 4, ale lui u au derivate 


parțiale continue e Æ 0. Deoarece ọ(u) este o transformare regulată 
X 


în punctul “vo există o vecinătate U a lui 4, în care componentele reale 
Pr Pa, :--, E, ale lui ọ au derivate parțiale continue şi e = 0. Putem 
(73 


alege U şi V astfel ca u(x) & U pentru x aV. 
Rezultă atunci că funcțiile reale compuse 


f(x) = (u(x)) = CRCAEZT s.) Xy) Hal, .. 3 Ka) e...) Up( X1, s. Xa)) 
falx) = qa(4(3)) = polul -o-r Ln) Val oons Kajs oors Um as Xa) 
Jal) = Pa(u(x)) = Pa (Za (1 ...3 Xy)» Ual Xr, . 3 Xy) e.. Un( Xis ... 4) 


au derivate parțiale continue pe V. Dar fis fa, ..., Ja sînt componentele 
reale ale funcției vectoriale compuse f(x) = ọ(u(x)). Pentru a arăta că f este 


regulată în x, rămîne de arătat că De +0 în x. Să derivăm funcția 
` xX 
f(x) în raport cu x;, ca pe o funcție compusă, din egalitatea de mai sus 
Ofi(a) __ dei lu(x)) Jula) pi (4(2)) Oun(2), 
0xj ðu xj For t Guy 0; 
adică : 
Oil) — N destui) îti, 


— 1, Xar. 
Oz; k=l duk Oz; 


? 


Aceste egalități implică următoarea egalitate de matrice: 
| l — [an t, ). sav. 


ðxj duk Oxi 


43 — Analiza matematică, vol. I 
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De aici rezultă o egalitate asemănătoare pentru determinanţii acestor 
matrice, care sînt determinanți funcționali : 


D(f(2)) _ Ptetu())) D(u(2)) 
D(x) D(u) D(a) 
Deoarece determinanţii din membrul drept sînt 0 în punctul xo, 


rezultă că a +0 în xo deci f este o transformare regulată în xo. 
# 


„x. 


Cu aceasta, teorema este complet demonstrată. 


4. Dependenţă funcțională 
Fie falx), falx), . . .,f(2), m funcții reale definite pe o mulțime EC R”. 


Definiție. Spunem că o funcție reală ọ:ÆE —> R depinde de 
funcțiile fi, fa.. -, fn pe o mulțime ACE, dacă există o funcție reală de m 
variabile P(y,, Yə, . . -, Ym) definită pe o mulțime PCR”, astfel încît să avem 


p(x) = P(fu(3), Jala), -- -> Jnl) 


pentru orice x&4. 


Observaţii. 1° Funcţia Ọ(yi, Ya ..., Ym) poate fi constantă 
în raport cu unele variabile. În acest caz, ọ depinde de funcțiile fys fa, -< -s fm 
dacă şi numai dacă depinde de o parte din aceste funcții. 

2° Dacă funcția ọ este constantă, ea depinde de orice sistem de func- 


tii fı fa --., fae Într-adevăr, luînd funcția ®(yi, Yz ..., Yn) = constant, 
avem 
g(x) = (Alx), Jal), -> fa(2)) = const. 


Exemple. 1) Fie f(x) o aplicație biunivocă a unui interval F pe un interval! J, 
1 


—1 — 
şi f: J — I funcția sa inversă. Avem: f(f(x)) = x pentru orice x € I. Dacă ẹọ(7) este o funcție 
reală definită pe 7, avem 


—1 —1 
(2) = e UU(2))) = Afa), zel. 


-1 
Notind O{y) = ọ° f(y), pentru y E J, avem 
e) = OU(2)) pentru x €T. 


Am demonstrat astfel că: orice funcție ọ: 7 — R depinde de orice funcție biunivocă 
f:I= R. 


2) Fie funcțiile : 
f(x, y, 2) = +A 2, g(x, y z) =x ty az, hix, y, 2) = sy + yz + xz 
pefinite pe R?. Avem, pentru orice punct (x, y, z) E F}, 
glr y, 2) = (x + y + 2 => a Hy a A lay H yz + 42) = fix, y, 2) + 2al, y, z). 
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De aici: 
f = g2 — 2h, 
deci f depinde pe R? de funcţiile g şi h, şi 
1 
k = —(g2 —]). 
z EN 
x=], 
0; pentru z = — 1, y= 0, 


z=0, avem: f(1,0,0) = 1, g(1,0,0) = 1, k(l, 0,0) 
= — 1, h(1, 0, 0} = 0. 


Să observăm că funcția g nu depinde de funcțiile f şi k. Într-adevăr, pentru 
Y = 0, = pi 
z = 0, avem: f(— 1, 0, 0) = 1, g(— 1, 0, 0) = 
Oricare ar fi funcția D(4, v), avem 
D(f(1, 0, 0), k(1, 0, 0)) = O(1, 0) = O(f(— 1, 0, 0), k(— 1, 0, 0)) 
şi deci nu putem avea 
glz, y, 2) = Dlr, y. z), h(x, y, 2)) 


pentru orice (x, y, z) e R$, deoarece g(1, 0, 0) = g(— 1, 0, 0). 
3) Funcţia f(x) = x? depinde de funcția g(x) = +3, pe R, deoarece 


ft) = VEF = Vie). ze. 


Funcţia g nu depinde însă de f pe mulțimea R. 
Într-adevăr, f(— 1) = f(1) = 1, în timp ce g(— 1) = — 1 şi g(l) = 1, deci, oricare 
ar fi funcția O(y), avem 

DP(f(— 1)) = (1) = PA), 


în timp ce g(— 1) = g(1) şi deci nu putem avea 
| g(x) = 0(f()) 


pentru orice x € R. _ 
Să observăm însă că pentru > 0 avem x = Va? şi deci 
glx) = a = (VAP = Vi), 


definite 


adică funcția g depinde de funcția f pe semidreapta (0, 4- œ). 
Definiție. Spunem că funcțiile reale f(x), fa(+),. . f(x), 
pe o mulțime ECR”, sînt în dependenţă funcțională pe o mulțime ACE, 


dacă cel puțin una din ele depinde de celelalte pe mulțimea A. 
., fa Sînt independente într-un 


Spunem că funcțiile reale f, fa 
punct interior v SE, dacă nici una din funcții nu depinde de celelalte, în 
nici o vecinătate a lui xo. Funcţiile fı, fa, . . .»f„ Sint independente pe o mulţime 


deschisă GCE, dacă sînt independente în orice punct GG. 
<0 


'— 1, 
Exemplu. Funcţiile f(x) = x? şi g(x) =! 7 , 
. È L#>0 
definite pe R, sînt independente în jurul originii. 
Într-adevăr, oricare ar fi funcția O(y), avem 
OU(— x)) = (2) = 9U(2)), 
în timp ce pentru y = 0, avem g(— 2) = g(x). Aşadar, nu putem avea 
z(2) = O(fla) pentru x = 0. 
Aceasta înseamnă că g nu depinde de f în nici o vecinătate a originii 
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De asemenea, oricare ar fi funcția (y), avem 
D(— 1), 2 <0 

o(g(2)) =] Rpr 
(l), x>0 


deci funcția compusă ®(g(x)) ia numai două valori, în orice vecinătate a originii, în timp ce 
mulțimea valorilor funcției f(x) = +2 este infinită, în orice vecinătate a originii. Așadar, nu 


putem avea 
f(z) = Telr) 


în nici o vecinătate a originii, deci f nu depinde de g în nici o vecinătate a originii. 
Rezultă că f şi g sint independente în jurul originii. 


Propoziție. Dacă funcțiile reale fi(x), fa(x),..., f„(2), defini- 
te pe o mulțime EC R”, sînt în dependență funcțională pe o mulțime 
ACE, atunci imaginea mulțimii A în spaţiul R” prin funcția vectorială 
f = (fis Jo- - >) DU conține nici un punct interior. 


Demonstraţie. Mulțimea B = f(A) este formată din toate 
punctele de forma y = f(x) = (flx), fa(2), --., fa(x)) cînd x parcurge mul- 


țimea A. Deoarece funcțiile fi, fo, ..., f„ sînt în dependență funcțională 
pe mulțimea A, una din aceste funcţii, de exemplu fẹ, depinde de celelalte 
funcții pe mulțimea A: există o funcție reală 


(yi, Va t.-s Ym) 


fal) = D(f), ..-, fm-a(5)) pentru x & A. 
Rezultă că orice punct y = (Yi Wa, Ym- Ym) din B = f(A), 

trebuie să verifice egalitatea 

Ym = (y, Vas e., Ym 1); 
deoarece există un punct x & A astfel ca y = f(x), adică astfel ca 

Yı = fi(x), -es Ym = faf x). 
Atunci, pentru orice e > 0, avem Yp, + € Æ Ym deci 

Ym F EF D(yu Yo -s Yma) 


și deci punctul (Yi Yo ---, Ym- Ym + €) nu mai aparține lui B. 

Aceasta înseamnă că orice vecinătate V a punctului y = (Yis. . - Ym-v 
Ym) E B conține puncte de forma (yi, ..., Ym—-u Ym + £) dinafara lui B; 
rezultă că punctul y = (Yis ..-, Ym- Ym) nu este punct interior al lui B. 
Cum punctul y a fost ales arbitrar, deducem că B nu are nici un punct 
interior. 


astfel ca 


Teoremă. Fie funcțiile reale f(x), fa(x),..., Jfm(x) definite pe o 
mulțime ECR”. Dacă aceste funcţii au derivate parțiale într-o vecinătate 
a unui punct interior a= (4, dp, ...,4„) SE şi dacă rangul matricei func- 


tionale pa , Ixi<m, 1<j<n, în punctul x, este egal cu numărul func- 
xj 


țiilor, atunci functiile sînt independente în punctul a. 


FUNCŢII IMPLICITE 677 


Conform ipotezei, matricea funcțională 


dfa dfa d, 
Da dai r, 
JAR af, 

di _ Oz, Ox, Aaa Ox 

Ox; m= PE a 
2m o La 
Da Da F 


are în punctul x, rangul m. Aceasta înseamnă că cel puțin un determi- 
nant de ordinul m este +0 în punctul xo. Rezultă ide aici că m< n. 

Trebuie să arătăm că, în orice vecinătate V a punctului a, nici una 
din funcții nu depinde de celelalte. 

Să presupunem, prin absurd, că există o vecinătate V a lui a, astfel 
încît, una din funcții, de exemplu fm, depinde pe mulțimea V de celelalte 
funcţii. Conform propoziției precedente, imaginea mulțimii V, prin funcția 
vectorială f = (fi, fa, ---, fm), nu conţine nici un punct interior în R”. 

În particular, punctul [b ='f(a) = f(az, aa, ..., 44) nu este punct 
interior al mulțimii f(V). Pe de altă parte, să presupunem că determinan- 
tul funcțional de ordinul 7 


D( fus for -> Jm) 
D(xi, Xa... Xm) 
este + 0 în punctul a = (4, as, ..., Am Cm cs An) FIXîNd Xp = 
= Am4 -> Xn = lp, funcţia vectorială de m variabile 
F(x, Xo, .. 3 Xm) = f(x, Xos 2...) Xn» Amt e... ly) 


este o transformare regulată în punctul (a1, az, ..., am) E E Q R”. Atunci 
punctul b = F(a, Aos ses Am) = fila, ag, .. "Am, Amt eso 4,) este un 
punct interior al imaginii, prin funcția F, a unei vecinătăți U a punctului 
(a, Aa, -ees Am) & E N R”pe care o putem alege astfel ca (2, Xos =. 


2 


Hm Ampir -> -s Ap) EV pentru (xi, Xo, ..., Xm) SU. Rezultă atunci că 
F(U) C FU V) şi deci b este punct interior și al mulțimii i V). Am ajuns 
astfel la o contradicție. Rezultă atunci că funcţiile fi, ..., fa sînt indepen- 


dente în punctul xo. 


Corolar. Dacă f= (Ji f2,...,f„) este o transformare regulată 
într-un punet 2EE, atunci funcțiile reale fas Jor- = > fm Sint independente 
în punctul a. 


Într-adevăr, PE 


+0 în punctul a, deci rangul matricei 
. o Xp 


funcționale este egal cu! numărul funcțiilor, şi deci funcțiile f, ..., fm sînt 
independente în punctul a. 
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Teoremă. Fie funcțiile reale fi(x), fa(x),..., fa(x) definite pe o 
multime EC R” şi un punct interior a SE. 


Dacă functiile f; au derivate parțiale => Ofi 


continue într-o vecinătate U 


d, A 


a lui æ şi dacă rangul matricei tanefionale | JE este egal cu s< m pe veci- 


nătatea U, atunci printre funcțiile f(x), Fd.. , fa(x) există s funcții 
independente pe U, iar celelalte m — s funcții depind de acestea. 


Demonstrație. Deoarece rangul matricei funcționale |- ai T) este egal cu s 
xj 
pe mulțimea U, există un determinant de ordin s, care nu se anulează pe 
U. Pentru a face o alegere, să presupunem că: 


Difu fa -of d 0 pe U. 


D(is Xa, oers Xs) 


Conform teoremei precedente, funcțiile fi, fa ..., f, sînt independen- 
te pe mulțimea U. Să considerăm sistemul 


Fihti e e, Xs Epis. e o XV ee e Y) = Saliko. e + os Espte e oa) — Y1 = 


Facute e En Ye e oY) fila e e Kg Egyten) — Y = O 
unde funcţiile F,, ...,F, sînt definite pe E X R°. Să notăm: 
bi = fila ax -oas a) 
b, = f(a, aa, ---, Ap) 
b = (bu be, ..., D) 


şi să arătăm să sistemul (1) poate fi rezolvat în raport cu variabilele 
Ži «25 % în jurul punctului (a, b) = (đu ...s as; aspis >- mi Dis +- -s bs). 
Acesta este un punct interior al mulțimii E X R, deoarece (a, .. a) 
este punct interior al lui E şi (5, ...,b,) este interior lui R,. Avem apoi: 


Fe(a., ..-, a; ; sp -e pi -ees Oo) = filli, doi As seo a) — b= 0 
¢ = 1, 2,...,S 


Funcțiile F; au derivate parțiale i si € si = continue într-o vecinătate 
Ki 


Yi 
a punctului (4, b), ceea ce rezultă din egalitățile : 


0 A i=l, ds j=l, decan 
0xj 0xj 
OF: — — 3, = 1, 2 S 


FUNCȚII IMPLICITE 679 


Atunci: 
D(Fy emo Ps) L DUn ee fs) 
D(Xi o.. Xo) D (Xis es., Xg) 
într-o vecinătate a punctului (a, b). 

Conform teoremei relative la sistemele de funcții implicite, există o 
vecinătate U* a punctului (4,, ..., 4) şi o vecinătate U"-*x V'a punctu- 
lui (ass <» -s pi Dr ---, Os), astfel încît, pentru orice punct (9, ..., Ys; 
Xe ~% SV" x U", sistemul (1) are o soluție şi numai una 
(X... y) e: 


Xi — P1 Yi . œ» e» Ygs Xett s.j Xn) 


X = ps( ya, ea es Ys sto eee Xy). 


Funcțiile q,, ..., Ọ, au derivate parțiale continue pe V5 x U*S, 
Să scriem că (2) este o soluție a sistemului (1): 


Salal Yi Ys 3 spa 0000 Xah eo P(Y eo Ys; Faro eco Xn) i gara 000 m) — Y= 
(B)? ce DOE 
IA CAOZE e.s Ys ; Nae Kn) ees P(Y» ee Ys , Xs+w o. Xp) EARP ... Xu) —Y;=0, 


pentru (Yis ..., Vs Xeo e X) E V5 x Ur, 
Avem de asemenea: 


Ls = Ql fila -s si Xa ee mo co F(X cec ds i sti ++: m); Xeo =: Xa) 


pentru (Xs4is Xn) GU" şi (x1, ...,%) într-o vecinătate Uo a punctu- 
lui (aa, ...,,), aleasă astfel ca imaginea sa prin funcţia continuă f = 
= (fup -Ja să fie conținută în V~. 

ă presupunem că s < m; fie y un număr natural astfel ca a < r < m. 
Să arătăm că funcția f, depinde de funcțiile fi, foes -.., fe pe o vecinătate 
a lui a. Pentru aceasta, să considerăm funcția compusă 


F„(yo Ya, cet) Ys, Xs+b ... Xn) = 


= f(a Yo s.. Ys , X-a s.) Xy)» ..3 P(Y e.e, Ys , Xs+1 ... Xy) ; Xs+1 ...9 Xa). 

Vom arăta că funcția F, este constantă în raport cu variabilele x,,,, 
„a. Xp Fies < k < n. Să derivăm în raport cu variabila x,, în egalitătile (2) 
şi (5): 


(5) 


Hi m p Di Dea pw i 0, i=l 2... s 
(6) Ox, Op Ox, tk Os ăi O 02 i 
Fr L dl, m |. Afr des df das „d. 


Ox Ox, Oy OO Oa Gai i Ox, Op 0xy 
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Toate derivatele sei sînt calculate în punctul (>, ..., Yes Lepi -> -s Xa), 
iar derivatele z, = , în punctul corespunzător (x, ..., Xe spo -> -) Xu) 
unde x; = P(Y <- -3 Ys) Estir -<-s Kah t= 1, 2,..., 8S. 

Pentru ca sistemul (6) de s + 1 ecuații cu s necunoscute G peee’ cu 

Xk 


Pi . ° v . Xk 
să fie compatibil, trebuie ca determinantul sistemului să fie nul: 
2 2 2 A 


RE = 0 
Of, de  dfs dfs 
Ox, Ga, O 0x, Oy 
Of, fr fr fr __ OFr 
Ox, Öxa ` xp Op ÔT, 
sau: DA 
Oy 
Dfi -fs 
De arg | | Penuh) 2E o, 
9fs D(x1,. + +2 %s) Op 


Oa 
d fe de 
0%, Ox; O 


Însă, prin ipoteză, primul determinant al acestei relaţii este nul pe U, 


iar PU +15) +0 pe U. Rezultă că: 
D(x... 2s) 
OF pY.» Ysi Zst -s Fn) — 0 
Ox ? 
deci F, nu depinde de variabila xg, cu k > s. Să notăm atunci 
(7) D, (Yr Yo -e Y) = Fl Yos -e-s Ysi Lstis -s Ky) = 


= fr (Oal Yn- -s Ys 3 Xstise e er Vaho o es Pole e e Ysi stis e e es Kn) Fake -eeo Én) 
pentra (y1, Y2... YA S V5. Lunîd acum yı, ..., y, de forma 

Vi = falis -.., Xg) Xstls -c> Xp) 

Ya = fa% e.e. Xss spy o... Ly) 


Ys = flu .. 3 Xs Xs+1 ...3 Kn) 
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pentru (X, ..., X) SUS şi (Xs+ -.-, Xa) Oarecare în U”-: şi înlocuind în 
(Yi Yz -s Ys) apoi ținînd seama că în acest caz 
pay sees Ysi Wa sa Xa) = Xi 


Pa(ya, s...) Ys 3 s+r» r.) Xy) = Xp 


P (Y1 ..3 Ygs Xs+1 s.j Xn) = Ky 


şi făcînd aceste înlocuiri și în al doilea membru al egalității (7), obținem: 


D, (filXis e si Xs+is -ees mo eo Îl eco Xs) shi oe Xp) = 
= f(x Kopa e og sis so. x), pentru (Xi. . e3 Xs, skip ees x) EUF x Dus, 
adică 
J = D, (fi . fi) pe Us X Un-s, 


Aceasta înseamnă că f, depinde de fi, ...,7, pe o vecinătate a punctu- 
lui a = (a, ...,4,) şi cu aceasta teorema este completidemonstrată, 


Corolar. Dacă numărul funcțiilor /,,...,f,„ este mai mare decît 
numărul variabilelor x,, %2,...,%„ atunci funcțiile nu pot îi independente. 


Într-adevăr, avem n < m, iar rangul matricei funcționale poate fi 
cel mult n, deci mai mic decit numărul funcțiilor. Se aplică teorema pre- 
cedentă. 


Exemple. 1) Fie funcţiile f(x, y, 2) = %2? + y? + 2? 
glx, y, 2) =x+y+z 
h(x, Y, 2) = 4Y 4 yz + xz. 
Matricea funcțională este : 
2x 2y 2z 
1 1 1 
y+z x+z x+y 


Determinantul đe ordinul 3 al acestei matrice este identic nul: 


DU, g, h) 


0 
nas 
——.p p] 


D{x, Y, 2) 


deci rangul matricei este < 3. Rezultă că funcțiile f, g, h nu sint independente. 
Matricea formată cu derivatele primelor două funcții este 


2x 2y 2) 
p 1 1 


şi are rangul 2 în fiecare punct diferit de origine. Rezultă că cele două funcții f şi g sint inde- 
pendente în orice domeniu care nu conţine originea. 
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2) Să considerăm funcțiile liniare 
f(a, Y, 2) = au% + aiy + aut, 
ECF, Y, £) = ap + any + asst, 
h(x, Y, 2) = agx + agy + ass. 


Determinantul funcțional al acestor funcții este 


Cui Gia 813 
D(J, e, h) la. a 
D(x, y, z) 21 (sa Ays 

G., Can âj 


Cacă determinantul este = 0, cele trei funcții liniare sînt independente. 
Dacă determinantul = 0 dar, de exemplu, 


| Ca aa 


= 0, 


Gas 2g 


atunci funcţiile f şi g sînt independente, dar k depinde liniar de f şi g. 
Dacă toți minorii de ordinul doi sint nuli, dar, de exemplu, a, z 0, atunci funcțiile 
g şi h depind liniar de funcția f. 


5. Extreme condiționate 


Fie f(x) = f(x, Xa, ..-.,%,) O funcție reală definită pe o mulțime 
E CR” şi fie ACE. 

Spunem că funcția f(x) are într-un punct aa A un extrem relativ 
la multimea A, dacă restricția funcției f(x) la mulțimea A are în punctul 
a un extrem obişnuit. 

A spune că funcția f(x) are în punctul a un maxim (respectiv un mi- 
nim) relativ la mulțimea A înseamnă că există o vecinătate V a lui z, astfel 
încît să avem 

fa) > f(a) respectiv f(x) < fa) 
pentru orice punct x & V (A... 

Extremele funcției f(x) relative la o submulțime A C E se numesc 
extreme condiționate. | 

Mai departe, vom considera un sistem de k < n funcţii reale F,(x), 
F(x), ...,FE (x) definite pe E, iar mulțimea A va fi definită ca mulțime a 
soluțiilor sistemului 


e. >o >b o 4 ooo . . . . . . e. 
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Aşadar, A = {x|x e E, F,(x) =0, Fax) = 0, ... F(x) = 0). În” acest 
caz extremele funcţiei f(x) relative la mulțimea A se mai numesc extreme 
condiționate de sistemul (1). A considera restricția funcției f(x, Xa, ..., Xn) 
la mulțimea A înseamnă a considera valorile funcției f numai pentru acele 
valori ale argumentelor x4, xp, ..., Xa care verifică sistemul (1). Aceasta, se. 
exprimă spunînd că cele variabile x, Xa, ..., x, Sînt legate între ele prin 
cele $ relaţii ale sistemului (1) ; extremele condiționate ale funcției f(x) se 
mai numesc, de aceea, extreme cu legături. 


'Teoarema următoare dă condiții necesare de existență a punctelor de 
extrem condiționat. 


Teoremă. Fie a un punct care verifică sistemul (1). Să presupunem 
că functia f(x) şi functiile F,(x),...,F+(x) au derivate parţiale continue 


într-o vecinătate V a lui a şi că matricea funcțională P a ) are în punctul a 
Xi 
rangul > (egal cu numărul relaţiilor sistemului (1)). 


Dacă a este punetul extrem al funcției f(x), condiționat de sis- 
temul (1), atunci există $ numere ^,^,...,à, astfel încît să avem: 


COREY OE + hy ad o, qpa EA — 0 
GER Ox, oxi 
afo arie) 9F„(a) OF pla) 
2, Ao a H Ay M0 
2) an aaa Tosa 
0f(a) 4- M F(a) 4 Aa OFa(a) + a -+ Àk OF pla) = 0. 
Ox Xn 0x Xn Ozn On 


Demonstraţie 


Deoarece matricea funcțională p Si) are în punctul a rangul k, există 


un determinant funcțional de ordin k al acestei matrice, = 0 în punctul a. 
Pentru a face o alegere, să presupunem că 


DEn Fa Fi) a z 0 în punctul a. 
D(Xi Xo -s Xh) 

Sistemul (1) se poate rezolva în raport cu variabilele %4, ..., x, în 
jurul punctului a = (a, . . ., Ak, dai - - -s Ap). Într-adevăr, prin ipoteză avem 
F(a) = 0, F(a) = 0, ...,F,(a) = 0 ; funcțiile F, ...,Fz au derivate par- 
țiale continue într-o vecinătate a lui a, iar iacobianul acestor funcții în 
raport cu variabilele x,, ..., xp este Æ 0 în punctul a. Conform teoremei 
relative la sistemele de funcții implicite, există o vecinătate V?CA a punc- 
tului (a;, ..., ax) în spațiul R? şi o vecinătate V”-řa punctului (apa, ..., ap) 
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în spaţiul R"*, astfel încît pentru orice punct (Car Xp) a VĂ siste- 
mul (1) să aibă o soluție unică (x. Xa, ..., Xy) în PE: 
Xa = Palau eo Xn) 
Xa = Pola +> Xy) 
(3) 
Xp = Para e. Xy). 
AVEM 41 = Papu e - en)» A= Palakhi or m) os 2 Pr (Arti e tAn). 
Funcțiile p1, pa, ..., e, au derivate parțiale continue pe mu Itimea 
V”—*, Să scriem că (3) este o soluţie a sistemului (1): 
pentru orice punct (3,1, ->.> Xa) SV" avem 
Fi(pa(Xa e.s x), ...p Ph Xkti ...) Xa); Xp 41 . ..ş Xy) = 0 
(4) Fola ee 00 mo ees Paler eeo En) 3 Eppo eeo Xn) =O 
Filpa(pp eeo Lnb -ee Pali eee Xn) 5 Eppo eeo Ln) =Q. 


Diferențialele acestor funcții sînt nule pe V"*, în particular în punctul 
(2, e.e’) a) 


| 9 de, +5 dpt.. + E: go + an +... dr, =0 
GEA xp 0, Ox, 
OF, OF e OF, OF, 
— d zd ... + — dọ dx„,=0 
(5) 1 32, pH Pet... + m +a 
DFs do p Æ d OFr do 2 dx, =0 
ôx, at a PET a Pa e oma 
În (5), dou, ..., de, reprezintă diferenţialele funcţiilor pu, ..., py calculate 
în punctul (apa, -e dp), iar dă, --., dx, sînt variabile independente; 
derivatele funcțiilor Fi, ..., F, sînt calculate în punctul (a, ..-, &„)e Să 
considerăm acum funcția compusă 
(6) F (Xrti e.) Ln) =F CREAREA e. -y aD . KoA CAR e.o% ab Kkt’ . Xy)» 
definită pentru (pa, -> Xn) & V”. Deoarece funcția f(x, ..., %,) are în 
punctul a = (a, ..., Ap) un extrem, condiționat de sistemul (1), funcția 
Fiu ---, Xp) are un punctul TH „+. 44) un extrem obişnuit, 
Într-adevăr, a = Qi(apqu -+ oda), -es Ar = Pulpa ++ -> m) ŞI dacă, 


de exemplu, a este un punct de maxim condiționat pentru f( x), avem : 


f(x Xo e.e, Xy) > flai az... ap) 
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pentru orice punct (xı, a, ..., Xa) Care verifică sistemul (1), dintr-o 
anumită vecinătate a lui (44, az, ..., Ap). Atunci, pentru (£pi x) aV”, 
luînd valorile x, ..., 2, date de is cemul (3), punctul (Xi, a, ..., Xp); 


Wu - = 25%) verifică sistemul (1) aşa cum rezultă din (4), iar inegalitatea 
precedentă se scrie, ținînd seama de (6), 


F(X . ..3 Xp) > F (aptis e.. oy 4), 
deci (pu, .--, 4) este punct de maxim pentru funcția F. 
În acest caz diferenţiala acestei funcţii în punctul (apa, ..-,24) este 

nulă : 

ð ð ð ð 
(7) dF= Y dg Z doa +... + Z do, + Æ dra +... + Z dx, =0. 

Ox, Ox, Oxg Xk+ GEP 
ȘI aici, dp, ..., dọ, sînt diferenţialele funcțiilor q,, ..., 9, în punctul 
(a, pi so ân), iar dx, toe dx, sînt variabile indepedente; derivatele 
funcției f sînt calculate în punctul (Za, e... Ap). 


Tinînd seama de ecuaţiile (5) și (7), pentru orice sistem de numere 
A» ss. A avem egalitatea: 


k . 
O (în ga) em rar ran) oa tra, ra) O 


Of A OF; 
++ n ax +... +2 + SA et) ax, = 0. 
Op 23 dap] On ai 
Vom alege numerele à. ..., àp așa fel încît coeficienţii diferențialelor 
dp, dez, ..., dp, să se anuleze: 


OF OF OF 
get d + a. + = 
1 


z Fi OF: OFr _ 
(2”) t M „T Aa o ° + Ak — ra 
EN EE EE 
Op Op 
derivatele fiind calculate în punctul a = (2, ..., a). 


Acest lucru este posibil, deoarece determinantul coeficienţilor lui 
Àr -> à din sistemul (2') este 
D(F, Fa), 
D(x, e.s x) 


686 FUNCȚII DE MAI MULTE VARIABILE 


calculat în punctul (ai, ...,42), jar acesta este = 0. Cu aceste valori obți- 
nute pentru Ar àz ..-, Àp egalitatea (8) se scrie (derivatele funcțiilor f, 
F, -.., F, fiind calculate în a = (a, ..., a,)): 
af h ôF; ôf k 0F, 
.—— jd oe. — — = 
| + SA - } Xa + +[ ONT) az, 0. 


3 
Öxkt fmi Okt Dan 


Pentru ca această egalitate să aibă loc pentru orice valori ale varia- 


bilelor indepedente dz,ju, ..., d, este necesar şi suficient să 'se anuleze 
coeficienții acestor variabile : 
A + Pi n. A = 0 
Qara t dp ° dau É Data 
(2'”) 
— A — As — a. à, — = 0. 
Ôn + 1 0, + 2 0 + t h 0 


Egalităţile (2') și (2”) formează sistemul (2) de egalităţi ce trebuia 
demonstrat. 
Observaţie. Orice punct a = (a. ...,4,) care verifică sistemul 
(1), în care matricea funcțională | s are rangul k, şi care verifică şi siste- 
rj 
mul (2) pentru anumite valori A, ..., Ap, se numeşte punt stationar al func- 
ției f(x), condiționat de sistemul (1) ; coeficienții M,^s ..., Agp se numesc mul- 


tiplicatorit lui Lagrange. Valorile A, ..., Apse schimbă dată cu punctul 
staționar a. 


Teoarema de mai sus se poate enunța astfel: 
Orice punct de extrem condiționat este punct staționar conditionat. 


Afirmația reciprocă nu este, în general, adevărată : există puncte sta- 
ționare condiționate în care funcția nu are extreme condiționate. 


Să observăm că în sistemul (2) apar derivatele parțiale ale funcției 


f(x) + MEL) + doar) +... H AF) 
definită pentru x = (Xi, Wa, ..., p EE. 
Astfel, pentru o funcţie f(x) cu derivatele parțiale continue pe o mul- 
time deschisă E C R”, rezultă calea de urmat pentru aflarea punctelor sta- 


ționare condiționate de sistemul (1) în care funcțiile F,(x), ..., F(x) au 
derivate parțiale continue pe E: 


1) Se formează funcția ajutătoare 
P(x, -o Xp An eeo Ap = Fl) + Aa Fa) H do Fa) +... H A Fa(), 


cu coeficienții M, dz, ..., A, nedeterminați. 
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2) Se formează sistemul de n + k ecuaţii 


D(a sees Indy = ce Ag) — 0 
Oz, 

GO(z,, -s Xn e o’ Ak) = 0 
LA 


DO «++ Em he n Ad Q 
Fa(zu TEA. =0 


F(X% e.» Xn) = 0 


cu n + k necunoscute, %4, Xa ..., Xp Î Àg --. Àp şi se caută soluţiile 
acestui sistem. 
3) Dacă xı, Xa... Xg M... Ap este o soluție a acestui sistem, 


atunci punctul (xı, ..., %,) este punct staționar condiționat al funcției f(x). 

Printre punctele staționare condiționate astfel obținute se află și 
punctele de extrem condiționat ale funcției f(x). . 

Vom căuta acum condiții suficiente care să ne permită să identi- 
ficăm, dintre punctele staționare, unele puncte de extrem condiționat. 

Fie a = (a, ..., 44) un punct staționar al funcţiei f(x) condiționat de 
sistemul (1). Aceasta înseamnă pe de o parte că F(a) = 0, ..., F(a) = O, 
iar pe de altă parte că există k numere à, ..., A, astfel ca să fie satisfăcut 
sistemul (2). 

Vom presupune că funcția f(x) şi funcţiile F,(x), ..., F (x) au derivate 
partiale de ordinul doi, continue într-o vecinătate a punctului a. 

Pentru a vedea "dacă a este sau nu punct de extrem condiționat, va 
trebui să studiem semnul diferenței 


f(x) — fia) = fiu, ...9 Xa) — f(a, e... 4) 


pentru punctele x = (xı, ...,%,) care verifică sistemul (1), deci pentru care 
F(x) = 0, ...,F;(x) = 0. Să observăm că, pentru asemenea puncte x, 
avem P(x) = f(x) şi deci 


f(x) — fla) = D(x) — D(a). 


Aşadar, studiul semnului diferenței f(x) — f(a), pentru punctele v 
care verifică sistemul (1), se reduce la studiul diferenței 


D(x) — D(a) 


pentru asemenea puncte x. Dar punctul a verifică sistemul (2); aceasta în- 
seamnă că a este punct staționar obişnuit pentru funcția P(x), deci deriva- 
tele sale parțiale de ordinul întîi se anulează în a. 
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Pe de altă parte, funcția P(x) are derivate parţiale de ordinul doi 
continue într-o vecinătate a lui a, deci putem scrie formula lui Taylor de 
ordinul doi: 


1 mi Pay 1 1 1 
D — = = dx. , Anii 2 — ` d2 L 2 
(x) (a) z 22 IEI x; dx; + z w(x)o z d2 + z o6”, 
unde : 
lim œ(a)= 0 şi e = V(r — a) +... + (z, — Ap)? 

iar dx = %4% — a, t = l, 2,..., 7. 

Dacă diferențiem relațiile sistemului (1), obținem $ relații liniare în 
diferențialele dx,, ..., dz, 


F 
T dx +... + Sdn = 0 
Nl Xn 
F 
Oa asn t... + drn = 0 
Ox OXn 

F 
CER ix, +... + Su, = 0 
GEA Ox, 


derivatele parțiale fiind calculate în punctul a. 
Deoarece matricea acestui sistem liniar este matricea funcțională | i) 
xj 


care are rangul k, se pot exprima Å diferențiale în funcție de celelalte n — k ; 
introducînd aceste $ diferențiale în formula lui Taylor de mai sus, obținem 
în membrul drept o formă pătratică XA, dx; dx;. După cum această formă 
pătratică este definită sau nu, diferența P(x) — (a) = f(x) — f(a) păs- 
trează în jurul lui æ același semn sau nu păstrează acelaşi semn, adică a 
este sau nu este punct de extrem condiționat. În cazul cînd EA; dx; dx; este 
definită pozitiv, avem un minim condiționat, iar cînd este definită negativ, 
avem uh maxim condiționat. 


Exemplu. Să se găsească extremele funcției 


f(x, Y, 2) = xy + xz + yz 


condiționate de ecuația xyz = 1, în domeniul x > 0, y > 0, z>0. 
Formăm funcția 


Olx, y, 2) = J (x,y, 2) + F(x, y, 2) = xy + xz + yz + xyz 
şi apoi sistemul 


e Lu) 

—=y+z+ iy =0 

0x 

00 bzta 0 

— =x 4z yz = 
} ðy 

0% - 

a +ytaj=0 

Qz - 


F(x, y, 2) = xyz — 1 =0. 
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Acest sistem are soluția: 


x=1,y=1,2z=1, = — 2., 
Funcția ajutătoare este acum : 


D(x, Y, 2) = XY + xz + yz — 2xyz. 
Pentru a vedea dacă punctul staționar (1, 1, 1) este punct de extrem condiționat, cal- 
culăm diferenţiala d20, in punctul (1, Ł, 1) 


00 09 
— = y +z — 2yz; — = 
Ox 


ðD 
x +z — xz; — = x + y — 2y; 
Oy oz 


0 go 1—2 Po 1—2 Po 1—2 
—— == =0; = 1 — 2z; = j] — . = 1 — 2x. 
0x? 0y? Qz2 0x0y Ox0y Y ðyðz 
dë 9 Ë | 
În punctul (1, 1, 1) avem —— = — = —— = 0 şi 
x Oy? gz? 


00 02% o D 


Diferențiala a doua a lui O calculată în punctul (1, 1, 1) este 


d20 = — (dx dy + dy dz + dx d2). 
Să diferențiem relația xyz = 1: 


yz da + xzdy + xy dz = 0. 
În punctul staționar (1, 1, 1), această relație devine 


dz + dy + dz = 0, 
de unde dz = — dx — dy; înlocuind dz în d?Ọ obținem 


d? = dz? + dy dy + dy?. 
Această formă pătratică este definită pozitiv, deci punctul (1, 1, 1) este un punct de 
minim condiționat. 
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Capitolul IX 
SERII DE NUMERE. ȘIRURI ȘI SERII DE FUNCŢII 


Ş 1. Serii de numere 


1. Definiţia seriilor convergente 

Pînă acum ştim ce înseamnă suma unei mulțimi de numere, oricît de 
mare, dar finită. Nu ştim însă ce înseamnă suma unei mulțimi infinite de 
numere ; de exemplu, nu ştim ce înseamnă suma 


U + Ug FH... H upt. 
a unui şir de numere “4, Ug, p.e., Up. 


În acest capitol, vom da un sens, în anumite cazuri, sumei unui şir 


de numere. 
Convenim să numim serte de numere un şir de numere despărțite între 


ele prin semnul + : 
Ur + Ua F Uug +... FH Up tH.. 


Deocamdată, semnul + nu are semnificația de adunare. Vom scrie, 
prescurtat, această serie*, astfel : 


9% 
ou, sau 2 up sau Sup, sau încă dou. 
n=l nEN n 
Numerele #4, Ua, ..., Ups... se numesc termenii seriei. 
Mulțimea indicilor poate parcurge o mulțime de numere întregi, di- 
ferită de cea a numerelor naturale. Putem astfel considera serii de forma : 


[2 ci 
Uo + Uui + Ua +... notate 2 tn sau serii de forma: 
n 
Ura F Mpa F --: H Urap t... notate » U„ sau 2 Us etc. 
n= n 


* În acest capitol vor fi considerate numai serii de numere reale. Majoritatea rezul- 
tatelor rămîn adevărate pentru serii de numere complexe sau pentru serii de elemente dintr-un 
spațiu Banach. 
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90 
X' Să considerăm sumele următoare, formate cu termenii seriei > u, : 


n=l 
Sı = u 
Sa = Ur + Ha 
Sa = U, + Ua F Ug 
S, = U + ug + "A 
Am obținut astfel un şir S}, Sa ..., Sp ..., numit şirul sumelor par- 


țiale ale seriei 904. Avem 


n=l 


Sti = Sn + Una pentru orice n & N. 


Să observăm că, reciproc, dîndu-se un şir (S„), putem forma o serie 
Š `u, ale cărei sume parțiale să fie termenii şirului ($,), luînd 
n 


u = Si 

Up = Sa — Si 
ta = Sa — S, 
Up = Sa — Sa 


În acest fel, o serie $` u, este perfect determinată de şirul sumelor 


sale parțiale ($,). De esemenea studiul seriei ` u, se reduce la studiul şirului 


(Sn). 
Se impune în primul rînd, următoarea 


X Definiție. Vom spune că seria >` u, este convergentă, dacă 


nl 
şirul (S$,) al sumelor parţiale este convergent. Dacă S este limita șirului 
sumelor parţiale, vom spune că S este suma seriei şi vom serie 


S = dou. 


n=l 


Aşadar, S = È u, = lim È` u, = lim S,„. 
n=l 


n= 0 k=1 n=- o 
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Dacă şirul (S„) al sumelor parțiale nu are limită sau dacă limita sa 
este + oo sau — SC, vom spune că seria 29 vw, este divergentă. 


Dacă lim S, = + œ, vom spune că suma seriei dU tn este + oo şi 
n= 
vom scrie dn = = + 00; de asemenea, dacă lim S, = — co vom spune că 
n= 
seria >) u, are suma — o°, și vom scrie $> u, = — œ. Dacă însă șirul 


n n 
($,) nu are limită, nici finită nici infinită, nu vom da nici un sens ope- 
rației de adunare uy Fu... H Up F... 
Vom spune în acest caz că seria ` u, este oscilantä. 


n 


Exemple.) Seria geometrică. Fie ry un număr oarecare. Să consi- 
lv e] 


derăm seria 5> r” = 1 +r+r+... +7”4+ ... Această serie se numeşte 


n=0 


seria geometrică, cu rația y. Să formăm sumele parțiale ale acestei serii, 
în cazul cînd y + 1X 


l — r 
S, = | = 
1 l—r 
S, = Lp Ë 


)care 


Sirul Sw este deci diferența a două şiruri: şirul constant f 
— Y 


are limita — , Şi şirul 3 =) Dacă 0<7<1, atunci şirul (7”) are limita O, 


deci și şirul E r | are limita 0. Urmează că şirul (S„) este convergent și 


i 


lim Sẹ, = — + lim 


n 90 —y  onaol-—r 3 — 7 
Dacă 7 > 1, şirul (7”) are limita + co şi cum 1 — r <0, rezultă că şirul 


f z” Jare limita — oo. Atunci 
— ry 


lim S, = 
N 90 l —r n= l-r 
Dacă z< — 1, şirul (7) este nemărginit şi nu are limită, deci nici 
şirul (S„) nu are limită şi deci seria este divergentă şi nu are sumă. 
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În cazul cînd 7 = 1, avem S, = n, deci lim S$,=-+oe. 


În cazul cînd 7 = — 1, avem S, = 1 + ( — 1)” deci seria este diver- 
gentă şi nu are sumă. 


(9 =] 
t3 1 
Aşadar: dacă 0 < |r] < 1, seria este convergent ă şi Dom = ; 


dacă |r| > 1, seria este divergentă ; dacă 7 > 1 avem m dr" 


2) Să considerăm seria l—1+1—1+... e să formăm şirul 
sumelor parțiale: 
Sı = ] 
S, = 1—1=0 
Sa=1—1+1l= 
S,„=1—1+1—1=0 
Sena = i 
Son = O 
Aşadar, şirul sumelor parțiale este 1, 0, 1, 0,...,1, 0,... care nu 


are limită. Seria È` ( — 1)*+1 nu este convergentă (este divergentă şi nu 


n=l 
are sumă, adică este oscilantă). 
Deoarece studiul seriilor revine la studiul şirurilor sumelor parțiale, 
este de aşteptat ca o serie întreagă de rezultate privind şirurile să se 
extindă a supra seriilor. 


2. Influenţa unui număr finit de termeni 
asupra convergenței seriilor 


Fie seria X> u, = U, + Ua + c.. H Up tH. 


1) Dacă schimbăm ordinea unui număr finit de termeni, Un, , Um»... 


Un, ai seriei $` u, obținem o nouă serie. 
n 
Dacă notăm cu S$, sumele parțiale ale seriei È` u, şi cu o, sumele 
n 
parțiale ale seriei noi, pentru n>œ>maX(nı, na, ..., Np) avem S, =c, Așadar: 


Dacă seria Du, este convergentă, seria obținută este convergentă și 
n 


are aceea și sumă. 
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Dacă seria u, este divergentă, seria obținută este divergentă (dacă 
n 


$ u, are suma + co sau — 00, seria obținută are de asemenea suma -+ oc, 
% 
respectiv — 00). 


Observaţte. Dacă schimbarea ordinii afectează o mulțime infi- 
nită de termeni ai seriei, afirmaţia de mai sus nu mai este în general 
adevărată, după cum va fi arătat mai departe. 

2) Dacă la o serie convergentă adăugăm sau înlăturăm un număr finit 
de termeni, seria obținută este tot convergentă (dar are altă sumă, în general). 

Dacă la o serie divergentă adăugăm sau scădem un nu măr finit de 


termeni, Seria obținută este tot divergentă (dacă > u„ are suma ~+- oC sau 
— OC, seria obținută are tot suma + oo sau — 00), 


Într-adevăr, fie seria 9 ou. După 1, putem considera că termenii 


n 
înlăturați sînt cei de la Început, Ui, Mo, ..., Up. Seria obținută are sumele 
parțiale 
Oa = Sp 7 Sp, 


iar şirul (0,) este convergent dacă şi numai dacă şirul (Spp — Sa)aen este 
convergent, deci seria obținută este convergentă dacă și numai dacă seria 


Du, este convergentă. 

n 
Dacă adăugăm un număr finit de termeni seriei ` u„ obținem o 

n 

serie 9v, Atunci putem considera că seria Dup se obține prin înlătura- 
n n 

rea unui număr finit de termeni din seria È` v, deci seria Y` v, este con- 

n n 


vergentă dacă şi numai dacă seria ` u, este convergentă. 
n 


Observație. Deoarece termenii nuli nu au influență asupra 
comportării seriei, chiar dacă sînt în număr infinit, putem totdeauna să-i 
înlăturăm şi să considerăm că seria este formată numai din termeni dife- 
riți de zero. 


3) Fie du, o serie, şi fie (S,) şirul sumelor parţiale. Să aranjăm 


toți termenii seriei în grupe, fiecare grupă fiind formată dintr-un număr 
finit de termeni consecutivi. Să efectuăm în fiecare grupă suma termenilor. 


Să considerăm apoi seria vp a acestor sume. Dacă notăm cu o, sumele 


P 
parțiale ale acestei serii, atunci șirul (cp) este un subșir al şirului (S,), 
cum se poate constata uşor. Deducem de aici: 


Dacă seria >_u, este convergentă, seria $ v este convergentă st are 
n P 


aceeași sumă. 
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Dacă seria” `u, este divergentă dar are suma 4- œ sau — œ, atunci 
n 
serta dou este divergentă şi are, respectiv, tot suma +- o0 sau — oo, 
? 


Observaţie. Dacă seria d 4, este divergentă dar nu are sumă, 
n 


s-ar putea ca seria È` vp să fie convergentă. 
$ 


Exempiu. Fie seria 9 un = 1—1+4+1—1341—1+4+... Să considerăm seria 
DO ep (0—1) +14 (1— 1) +... =04+0+0+...; această serie este conver- 
gentă şi are suma 0. 
4) Restul seriei. Fie È` u, = U, + to +... H Up t... 0 serie con- 
n 


% 
vergentă. Să considerăm seria >) Us = pa + Upa + Upps -.-, obți- 
n=p+l 
nută din prima serie prin înlăturarea primilor p termeni, u, + ua + 
A... + up. Această serie este de asemenea convergentă şi avem : 


[e și L 
È Up = (ur H wa e Hu HH 22 um 
næt n=p-1 
W 
Suma seriei È`% u, se numeşte restul de ordin p al seriei ŽO Up- 
mb n=l 


Dacă notăm cu S suma seriei și cu R, restul de ordin $, egalitatea 
de mai sus se scrie S = S, + Rp. De aici, Rp = S — Sp 

Cum şirul (S,) este convergent către S, rezultă că: 

Resturile unei serii convergente formează un şir convergent către 0. 


(s o) 


3. Proprietăți ale șirului termenilor 
și ale sumelor parțiale 


1) Dacă seria X` u, este convergentă, şirul sumelor parțiale este mărginit. 


n 
Într-adevăr, şirul (S„) al sumelor este convergent şi deci mărginit. 
Observație. Afirmația reciprocă nu este în general adevărată. 
O serie poate avea şirul sumelor parțiale mărginit, fără să fie convergentă. 


Exemplu. Seria 1 — 14+ 1—1 -+... este divergentă deși şirul sumelor parțiale 
1, 9, 1, 0, ... este mărginit. 


În anumite condiţii, afirmaţia reciprocă este însă adevărată: 
2) Dacă seria X_u, este formată din termeni pozitivi, iar șirul sumelor 
n 


parjiale este mărginit, seria este convergentă. 
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Într-adevăr, şirul (S$,) al sumelor parțiale este crescător, deoarece 
Una > 0, deci S, < Sp + upt = Sms fiind şi mărginit, şirul ($,) este 
convergent, deci seria este convergentă. 

Observaţie. Dacă şirul sumelor parțiale este nemărginit, fiind 
crescător, are limita + oc; deci seria este divergentă și are suma + oc, 


3) Dacă seria Y` u, este convergentă, șirul (u,) al termenilor săi este 
n 


convergent către Q. 

Fie ($,) şirul sumelor parțiale. Prin ipoteză, ($,) are o limită S € R. 
Avem u, = Sa, — Spa. Aşadar, şirul (u,) este diferența a două şiruri con- 
vergente (S$,) şi (S$,_.) care au aceaşi limită S. Rezultă că (4,) este con- 
vergent şi 

lim u, = lim S, — lim Sp,-ı= S — S = Q. 
1 — H— nA 

Proprietatea 3) se poate enunța în următoarea formulare echivalentă : 

4) Dacă şirul termenilor nu este convergent către zero, seria este diver- 
gentă. 
| Observație. Afirmația reciprocă nu este în general adevărată. 
O serie poate avea şirul termenilor convergent către 0, fără ca seria să 
fie convergentă. 

Exemplu. Să considerăm serta armonică 


[ra] 
1 1 1 1 
==] — +4 =... +> a 
2 tats z T 


n 


. e ł bd d » 
Sirul termenilor |—| este convergent către zero. Totuşi seria este 


n 
divergentă. Într-adevăr, să aranjăm toți termenii seriei în grupe finite 
de termeni astfel: 


kitl tittat titl tot etit 


3 4 16 
+ lat E B 
e + (aag t aaga e tat 
Să observăm că: 
i 1 
l+>>3 
t3 2 
1 l l l 1 
3T 13 2 
1 1 1 1 1 l l l 1 
sta t73 r 2 
l 1 l l 1 l 1 
—— + +.. e e e t> 
o9n—1 4 1 maga Ta m T am T T za 2 


9"—1 termeni 
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Aşadar | | 


m i iii 
n ori 


Cum şirul (>) are limita + 00, rezultă că şirul (Sen) are limita + 00. 


Aşadar, şirul (S,) al sumelor parțiale nu poate avea o limită finită S & R, 


deoarece conține un subşir divergent cu limita + so. Urmează că seria 
armonică este divergentă. 


Observaţie. Multă vreme nu s-a ştiut că seria armonică este divergentă şi s-a 
căutat să se adune un număr cit mai mare de termeni ai săi pentru a se obține o sumă 


parțială cît mai aproape de „suma“ seriei. Aceasta se explică prin faptul că seria armonică 
este „foarte incet” divergentă. 


Într-adevăr, să remarcăm că 


e: »o s... . . . . 8. . . . . . . . . vos . . . . :. . . . . . . . . . . . a... . a. < ş a . . 


pa + 


. . ...... . . osooso aooo oor r. . . ovo‘ o . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 


Atunci suma parțială S2n—ı verifică inegalitatea 
Soni < N, 


Aşadar, dacă adunăm 2%! termeni, suma obținută, este mai mică decît n. Pentru 


a ne face o imagine mai exactă, vom scrie inegalitatea precedentă pentru citeva valori ale 
lui n: 


Ss <2 Sess 


< 8 
S, <3 mu < 9 
Ss <4 Sio23 < 10 
Sa <5 S2047 < 11 
Sea < 6 . ... ....... 


Sona < 30 


A. Operații cu serii 


Propoziţie. Dacă seriile $` u, ṣi `v, sînt convergente şi au 
n n 
respectiv suma S și T, atunci: 


1) Suma È` (u„ + 2,) este convergentă şi are suma S+ T 


2 (un + Vy) =2 + 20 Um 
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2) Seria )_ «u, este convergentă, oricare ar fi «&R, şi are suma «S: 
n 
SD au, = a Y> tp. 
n n 


Demonstraţie. Fie (S,) respectiv (7,) șirurile sumelor parțiale aie 
.. ON v ` . e >» 
seriilor You, ṣi `v, Dacă notăm cu 6, sumele parțiale ale seriei 


DD (Up + Va) avem 


Op = (Ma + v) F (ta -H 2) +- + (Up H 0a) = (ti H u t... H n) H 
+ (v Fa... H U = Sa tH Ie 


Cum şirurile (S„) şi (T,) sînt convergente prin ipoteză, șirul (6,) este 
convergent şi 
lim o, = lim S, + lim T, =S +T, 


[i Du dei 7 —+ 00 


deci seria 3 (4, + Va) este convergentă şi are suma S + T. Dacă notăm 
n 
cu Z, sumele parțiale ale seriei Š au, avem 
n 
Za = 4U I la +... L p = A(t H e H Un) = 05, 


deci şirul (Z,) este convergent şi 


lim Z, = a.lim S, = a5. 


— 0 n= co 


Rezultă că seria >) au, este convergentă şi are suma «S. 
2} 


. DN y e a 
Corolar. Dacă seria Èv, este convergentă și are suma T, atunei 
n 
seria Ý (—v,) este convergentă și are suma —T: 
n 
2o (00) = — dom 
n n 


Dacă 504, = S şi f> v, = T, atunci seria $> (u, — v,) este conver- 
n n n 
gentă şi are suma S— T: 


D bun — m) = Dus o 


Observaţii. 1° Dacă seria ) (u, + V,) (sau seria ÈO (u, — V,)) 
este convergentă nu rezultă că seriile >, şi 9_v, sînt convergente. 
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Exemplu. Seriile ou, =1—1+1— 1+... Joo = —1+1— 
— 1 -- 1 — ... sînt oscilante, dar seria > (4, + 9) =0+-O0+0+0+... 
este convergentă. 

2° Propoziția şi corolarul rămîn adevărate dacă seriile > 4, şi Dow 
sînt divergente şi au sumele S şi T egale cu +.co sau — oc, în cazul cînd 
S+ T, S—T, «T au sens. În cazul cînd S+ T nu are sens, despre 


seria > (u, + v,) nu putem afirma nimic. Uneori este convergentă, alteori 
n 
are sumă infinită, iar alteori este oscilantă. 


Exemple: 
1) SO un=142+ n. Hnt.. = HHO, 


Dom 12 n... e D, 
SO ln ton =O0+O0+...+Op...=0, 


2 DD un=1 4243+. Hnt. =H, 
11 1 
DD ia — =—o%, 


D tnt m so [2 za are + 
+ no 
n 


3) X` un =2+3+4+5+...= +0, 
XO m=—1—-4-3—6—.,.=—o, 
SO Elun + on) =1—1+1— 1+... nu are sumă. 
3° Dacă 9) un =+ © şi a=0, atunci seria a 9 up = 0, 
7 m 


deci are totdeauna suma 0. 


5. Criterii de convergenţă 
pentru serii cu termeni oarecare 


Studiul unei serii comportă, ca şi pentru şiruri, două probleme: 

1) Stabilirea faptului dacă seria este convergentă sau divergentă. 

2) În cazul cînd seria este convergentă, aflarea sumei seriei. 

De cele mai multe ori ne mulțumim numai cu rezolvarea primei 
probleme, deoarece problema a doua este greu sau imposibil de rezolvat, 
în majoritatea exemplelor concrete. De altfel, o dată stabilit faptul că 
o serie este convergentă, adunînd un număr destul de mare de termeni 
ai săi obținem un număr oricît de apropiat de suma seriei, număr care 
aproximează suma seriei cu o eroare oricît de mică. 
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În cele ce urmează vor fi date criterii suficiente (cu excepţia cri- 
teriului general al lui Cauchy, care este necesar şi suficient) pentru stabi- 
lirea convergenței sau divergenței seriilor. 


Criteriul general al lui Cauchy. O serie È` u, este 


n 
convergentă dacă şi numai dacă, pentru orice număr s > 0, există un număr 
N(e), astfel încît oricare ar îi n > N(e) şi oricare ar îi p > 1, să avem: 


| Unyi F Unt F e. +F Uny | <E. 
Demonstraţie. Fie (S„) şirul sumelor parțiale ale seriei >. u, Prin 


4 
definiție, seria este convergentă dacă şi numai dacă şirul ($,) este conver- 
gent, iar şirul (S,) este convergent dacă și numai dacă este şir fundamen- 
tal, adică dacă şi numai dacă, pentru orice e > 0, există un număr N(e) 
astfel încît oricare ar fi n > N(e) şi oricare ar fi p > 1, să avem 
| Sato — Sa | < E. 
Criteriul rezultă atunci din faptul că 


Snyp — Sn = (ta F Uo + -o H Un +H Ung t o H Ungo) — 
— (ta + Ua F... F Up) = Ungi F Ung H -o F Ungo 
Observație. Acest criteriu are o importanță teoretică funda- 
mentală. Din el se deduc toate celelalte criterii. Practic însă acest criteriu 


este foarte greu de aplicat; de aceea vor fi date alte criterii suficiente 
(dar nu necesare), mai uşor de aplicat în cazurile întilnite frecvent. 


Criteriul lui Abel. Dacă) u, este o serie care are şirul 
sumelor parţiale mărginit, și dacă («,) este un șir deserescător de numere 
pozitive convergent către 0, atunci seria 


20 au = Mm Xo Ma + L.. $ (o 27 2 J oaee 
n 
este convergentă. 


Demonstratie, Deoarece șirul (S„) al sumelor parțiale este mărginit, 
există un număr M > 0, astfel încît |S, | < M, oricare ar fi n & N. Vom 


arăta că seria 9 au, verifică criteriul lui Cauchy. Pentru aceasta să 
2 
| ap — apa] = ap — py > 0, şi deci 
| Antin F appolinyo H.. + plin | = 
= | Xanti (Sua — Sp) + ntz (Sua — Spt) H... + pup — Spa) | = 
=|— EntSn T Saal — Op, +2) +.. +H Sptp-iläntp -1 — Ayp) + Anth nS 
< al Sl + (ant Ento) | Sa |+... + (n41 — Anp) | Suba + 


+Hanppl Snt | < Miny F (oma — Ano) +... + (apa — +5) F Onl = 
= 2M o, sa: 
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Fie e > 0. Deoarece şirul («„) este convergent către 0, există un 
număr N(e) astfel încît pentru n > N(e) să avem a, < = . Atunci pen- 


tru orice n > N(e) şi orice p > 1, deducem 
| Antina F Applu E -ee F Ongpltnypl <E 


şi deci seria 9 au, verifică criteriul lui Cauchy, de unde rezultă că este 
A 


convergentă. 


6. Serii alternate 


Se numește serie alternată, o serie pentru care produsul a doi termeni 
consecutivi este <0 (adică doi termeni consecutivi oarecare sînt de semne 
contrare). O serie alternată este deci de forma 

Ui — Uo F Uz — He... 
sau de forma 
— Ui F Ug — Ug + Ug — ... 
unde, 4, >0,7= 1, 2, 3... 


Deoarece ultima serie se reduce la cea precedentă prin înmulțire cu 
— 1, vom considera în continuare numai serii alternate de forma u, — us 4- 
+ Ug — Uu, + ..., cu primul termen > 0. 


Criteriul lui Leibniz. O serie alternată u, — u, + t, — 
— u, + ...(u; > 0), pentru care șirul modulelor termenilor (u,) este des- 
crescător și convergent către 0, este convergentă. 


Să considerăm seria 
i—1+1i—1+... LI— +... 


Ea are sumele parțiale 1, 0, 1, 0,..., 1, 0,..., deci sînt mărginite. 
Deoarece şirul (4,) este descrescător şi convergent către 0, din criteriul 
lui Abel rezultă că seria 

Ur — Ug F Ug — Ha... 
este convergentă. 


Exemplu. 


1 ] -po PIE 
— — — + ... verifică criteriul 


r .¥ v 1 
Serta armonică alternată 1 — — + 
2 4 


(9%) 


lui Leibniz, deci este convergentă. 
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v . . 1 1 1 
Într-adevăr, şirul modulelor termenilor 1, ppe este descres- 


O 


cător şi convergent către 0. 

Să calculăm, pentru o serie alternată convergentă care verifică con- 
dițiile criteriului lui Leibniz, eroarea pe care o facem luînd în locul sumei 
sale o sumă parțială. Presupunem m, > 0. 

Pentru aceasta considerăm separat sumele cu indice impar şi cele 
cu indice par: 


Si = w S, = Uy — Ug 
Sa = Uy — (uz — Ua) < u, = S, Sa = (Ua — Ua) F (Ua — Ha) > Sa 
Ss = Sa — (Ma — Us) < S; Se = Sa F (U5 — Ue) > Sa 


Șirul sumelor impare (Szn-1)1<na+ oœ este descrescător, iar şirul sumelor 
pare (S.„han<+a este crescător. Ele sînt subşiruri ale şirului (S p)icn<+o 
al sumelor parțiale, care este convergent către suma S a seriei. Așadar, 
avem următoarea situaţie: 


S, < Sa <<... < Sp... <S<... Sami << Sa < SS. 
Avem apoi 
0 < Sami — Son = Mom 
de unde 
0 < S — Soy < Unti 
De asemenea 
0 < Sana — Soma = Vana 
de unde 
O < Songp — S < Mana: 
Cele două cazuri de mai sus se pot scrie în mod unitar astfel :; 
0 < (— 1)* (S — Sp) < Uma: 


Am demonstrat astfel următoarea 


Teorem ă. Dacă pentru seria alternantă u, — u, + ta — t +... 
în care şirul (4,) este descrescător şi convergent către zero, înlocuim suma S 
a seriei cu suma parțială S, a unui număr finit n de termeni, facem o eroare 
mai mică deeît primul termen neglijat 4,,.. Eroarea este prin lipsă daca 
n este par, şi prin adaos dacă 7 este impar. 
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§ 2. Serii absolut convergente 


1. Serii absolut convergente. 
Serii semiconvergente 


Vom spune că o serie 
Ui F Ua F... FH Up t.n 


este absolut convergentă, dacă seria modulelor 


|u| Hla +... +H] usl H. 


este convergentă. Evident, dacă toți termenii seriei sînt pozitivi și dacă 
seria este convergentă, ea este absolut convergentă. 


Teoremă. Orice serie absolut convergentă este convergentă. 


Fie u + uUa + ... FU + ... o serie absolut convergentă. Aceasta 


înseamnă că seria |u,|+ [us| +... Ft] +... este convergentă. 
Fie e > 0. Conform criteriului general al lui Cauchy, există N(e) astfel 
încît, oricare ar fi n > Nic) şi oricare ar fi > 1, să avem 


| Una | F | Untal F- + | Ungo | <E. 
Cum 


| Uapi F Ungo F- + Uag | Ungal + lnt | + e F | Ungol 


rezultă că seria © u, verifică de asemenea criteriul general al lui Cauchy, 
deci este convergentă. 


Observație. Reciproca acestei teoreme nu este în general ade- 
vărată. Seria armonică alternată 


j 1 1 
Papa... 
2 + 3 4 + 
este convergentă, dar seria modulelor 
1 l 1 
l — — — . . o 
-+ A + A + 4 + 


este divergentă. 

O serie convergentă care nu este absolut convergentă se numește serie 
sermiconvergentă e 

Seria armonică alternată este deci semiconvergentă. 

Seriile absolut convergente au o proprietate asemănătoare cu aceea 
a sumei unei mulțimi finite de numere: comutativitatea. Pentru a efectua 
suma unei mulțimi finite de numere, nu are influență ordinea în care le 
adunăm. 
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Teoremă. Dacă într-o serie absolut convergentă se schimbă ordi- 
nea termenilor, se obţine tot o serie absolut convergentă și cu aceeași sumă. 


Fie seria absolut convergentă 
Uy + wg +- ... H Up H... 
şi fie S suma sa. Seria modulelor 
CA a rr... 


este de asemenea convergentă. Să notăm cu S, sumele parțiale ale seriei 
Z up. Fie s >0; există un număr N = N (e), astfel încît să avem 


IS — Sul< $ 
ŞI 
lunte] F | Unton |H: + lol < 3 oricare ar fi p > 1 şi q>5. 
Fie 
Vi Fu t... Fan FH.. 


o serie obținută din seria >` u, prin schimbarea ordinii termenilor săi. Să 


n 


notăm cu 7, sumele parțiale ale seriei > v, Există un număr N, (care de- 
n 


pinde de N, deci de e), astfel încît pentru m > N,, suma T„să conțină toți 


termenii 44, “z ..., Uy. Evident, suma 7, conține şi alți termeni, în plus, 
UN+h F UNth F -e T UN 
Avem însă 
| ip, + -o F Unter, | Sup, |F | ANd] o Fa | S 
<S | unyil + | unte | + -e H | Unte, | =. 
Aşadar 
|Z„ — Sy | = | Unge +- H Unek, | <$ 


și deci, pentru m > N,(e), avem 


|S — Tal <IS— Sul +iSn— Tal <Ż+$Se 


Aceasta înseamnă că şirul (T„) are limita S. Deducem deci că seria 
£v, este convergentă şi are aceeaşi sumă S. 
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Făcînd raționamentul de mai sus asupra seriei 35 lu], deducem că 


n 
seria X |v,| este convergentă, adică seria 3 v, este absolut convergentă. 


Această proprietate de comutativitate nu o au însă seriile semiconver- 
gente. Mai mult: 


Teoremă (Riemann). Într-o serie semiconvergentă se poate 
sehimba ordinea termenilor, astfel încît seria obţinută să aibă ca sumă un 
număr dat, finit sau infinit, sau să fie oseilantă. 


Fie seria semiconvergentă 
Ui tH u sc. Hunt... 
Seria modulelor 


lul Hlal t -o lua... 


este divergentă. Să punem 
Sp = u, F ua + e.a F un 


On = | u| +] l A... +i tnl 


şi să notăm cu a, suma termenilor pozitivi care se află printre primii n termeni şi cu — by 
suma termenilor negativi care se află printre primii n termeni ai seriei E up. 


Avem deci 


Sn = äp — by, On = än + bn 
şi deci 
a n Snt 9n b _ 9n 2 Sn 
n 2 2 n 2 


Dacă S este suma seriei X 4, şirul (S„) are limita S; şirul (o) are însă limita + œ. 
Rezultă că 


lim ap, = + 00 și lim b, = + œ. 
n— 0 5 Q 


Aşadar, seria formată cu termenii pozitivi ai seriei ò Un este divergentă şi are suma 
n 


+ œ. De asemenea, seria formată cu termenii negativi ai seriei ò Up este divergentă şi are 
n 


suma — œ. 


Fie A un număr oarecare; să arătăm că putem schimba ordinea termenilor seriei E up, 
ca să obținem o serie convergentă cu suma A. Pentru aceasta, să luăm în ordinea în care 
se prezintă în seria X u, un număr de termeni pozitivi, a căror sumă să fie mai mare ca A 
(aceasta este posibil deoarece suma seriei termenilor pozitivi este + œ); vom lua, anume, 
cel mai mic număr de termeni pozitivi care să aibă această proprietate. Vom lua apoi, tot 
în ordinea în care se prezintă în seria © 4, cel mai mic număr de termeni negativi, astfel 
ca suma tuturor termenilor luați de la început să fie mai mică decit A (acest lucru este 
posibil, deoarece seria termenilor negativi are suma — œ). 


45 — Analiza matematică, vol. I 
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Vom lua apoi cel mai mic număr de termeni pozitivi, din cei rămași, tot în ordinea 
din seria E 4, astfel ca suma tuturor termenilor luaţi de, la început să fie mai mare ca A 
şi așa mai departe. În acest mod, aranjăm toți termenii seriei X up într-o altă ordine. Vom 
arăta că seria obţinută este convergentă şi are suma A. Să notăm cu A, sumele parţiale ale 
seriei noi, şi cu p, numărul tuturor termenilor pozitivi şi negativi luaţi în primele n operaţii. 


Avem 
A, > A, Ag > A,.., Ap, > 4,... dacă n este impar. 


ds <A, A <A, „so Ap, <4, ... dacă n este par. 


Dacă n este impar, Apn > A şi up, este pozitiv; cum, de fiecare dată, am luat cel mai mic 


număr de termeni necesar pentru a depăși pe A, 


avem 
Ap — “h, SA 
și deci 
0 < Ap, — Asu 
Dacă n este par, Ap, <A, şi up, este negativ, 
deci 
Ap, — “b, > 4, 
de unde 


0 < A — Áp, S — “py 


Aşadar, oricum ar fi n, par sau impar, avem 
A — Ab, | lp, l. 


Dar, deoarece seria este convergentă, şirul (4) este” convergent către 0; șirul (xp) 
este un subşir al său, deci are tot limita 0. Rezultă că şirul (A Py) are limita A. Vrem însă 
să arătăm că şirul (4,) al tuturor sumelor parțiale ale seriei noi are limita A. Din felul în 


care au fost aranjați în ordine termenii noii serii, rezultă că orice sumă A, este cuprinsă 
între două sume Ag, consecutive, una de ordin par şi una de ordin impar 


Abon SAk S Abner 


Cum sumele extreme au limita A, urmează că şi șirul (4,) are limita A, adică seria 
este convergentă și are limita A. 

Procedind ca mai sus se poate schimba ordinea termenilor seriei © „ca să obţinem 
o serie divergentă cu suma + œ. 

Într-adevăr, alegem un număr de termeni pozitivi, astfel ca suma lor să fie mai mare 
ca 1; apoi adăugăm un termen negativ; apoi adăugăm un număr de termeni pozitivi, astfel 
ca suma tuturor termenilor de la început să fie > 2; apoi adăugăm un termen negativ; 
la a n-a operaţie, adăugăm un număr de termeni pozitivi astfel ca suma tuturor termenilor 
de la început să fie > n, apoi adăugăm un termen negativ. 

Seria astfel obținută este divergentă și are suma + œ. 

Se pot aranja termenii seriei Zu, astfel ca seria obţinută să fie oscilantă. Luăm 
un număr de termeni pozitivi cu suma > 1; adăugăm un număr de termeni negativi, ca să 
obținem o sumă < 0; adăugăm un număr de termeni pozitivi ca să obţinem o sumă > |1, 
şi aşa mai departe. Sumele obținute formează un şir care nu are limită, deci nici şirul tuturor 
sumelor parțiale ale seriei nu are limită. 
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Vom da acum un criteriu de convergență absolută. 
Primul criteriu al comparaţiei. Fie 3u, şi 205%, 
n n 


două serii; să presupunem că există un număr N astfel încît |4,| < |v, 
pentru orice n >N. 


Dacă seria 'X v, este absolut convergentă, atunci seria 2 4, este ab- 
solut convergentă. 


Demonstraţie, Fie s > 0. Deoarece seria X |v,| este convergentă, după 
criteriul 'general al lui Cauchy există un număr N(e) (pe care-l putem lua 
mai mare decît N), astfel încât, oricare ar fi n > N(e) şi oricare ar fi $ > 1, 
să avem 


[Va | + | ma +.. + | va+Żl <E. 
Cum 


(nta | +H | Unge | + e.. + | nyol S | Vapil + | Vaal + T [Va +p)» 
pentru n > N(e) şip > 1, avem de asemenea 
| Unga | + KA + e.o + | gl < e, 


adică seria E |u, | este convergentă, şi deci seria Ð 4, este absolut con- 
vergentă. 


2. Serii cu termeni pozitivi 


Vom considera acum seria 


Uy F Ua +... +H- upt.. 
în care toți termenii sînt strict pozitivi. O asemenea serie sau este conver- 
gentă, sau este divergentă și are suma -+ oo. 


Pentru seriile cu termeni pozitivi, proprietatea de convergență este 
echivalentă cu proprietatea de convergență absolută. 


Vom da mai jos cîteva criterii de convergență, care rezultă direct sau 
indirect din criteriul general al lui Cauchy. În acelaşi timp, acestea sînt 
criterii de convergență absolută pentru serii cu termeni oarecare. 


Să reformulăm întîi criteriul comparației pentru serii cu termeni po- 
zitivi: 
Primul criteriu al comparației. Fie u, şi) vw, 
n n 
două serii cu termeni pozitivi. Să presupunem că există un număr N, astfel 
încit 
U, < V, pentru orice z > N. 
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1) Dacă seria 2, este convergentă, atunci seria > 4, este conver- 
gentă. 


2) Dacă seria È 4, este divergentă, atunci seria È v, este divergentă. 


Punctul 2 este o formulare echivalentă a punctului 1. 


Al doilea criteriu al comparaţiei. Fie) uşi) v, 


două serii cu termeni pozitivi. Să presupunem că există un număr N astiel 
încît 


u v . 
nti < ZE pentru orice n > N. 
Un Un 


1) Dacă seria > v, este convergentă, atunci seria © 4, este conver- 
gentă. 


2) Dacă seria X v, este divergentă, atunci seria È v, este divergentă. 


Demonstraţie. Din inegalitățile de mai sus deducem 


u u . . 

a > pentru orice n > N, adică 
Un Un-ti 
u u u 
LN Nti > > 2>... nN 


Dacă punem 


u 
k = A = 0, deducem 
UN 


k > “n pentru orice n > N, 
Va 


adică 
u, < kv, pentru orice n > N. 
Se aplică acum primul criteriu al comparației: dacă 2 v, este conver- 
gentă, atunci seria È kv, este convergentă, deci seria È 4, este convergentă. 
Dacă Eu, este divergentă, atunci seria Ð kv„, este divergentă și 
cum Eu, =È = (kv„), rezultă că seria Bv, este divergentă. 


Observație. Criteriile de mai sus ;ne dau posibilitatea de a 
deduce că o serie este convergentă sau divergentă, comparînd-o cu altă 
serie despre care ştim că este convergentă sau divergentă. 

Deocamdată cunoastem o singură serie cu termeni pozitivi conver- 
gentă: seria geometrică cu rația 7 < 1: 


lrn... HHH... 
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Cunoaştem de asemenea două serii divergente: seria geometrică cu 
rația 7 > 1l 


1r p n.. He., 


şi seria armonică, 
1 1 
pp piu. 
i 2 3 n 


Evident, serii divergente putem construi cîte dorim, luînd un şir (4,), 
care nu este convergent către zero, și formînd seria 


U E Ua +... H Up F. 


Pentru a putea folosi ușor criteriile{ de comparație, va trebui să 
cunoaştem cît mai multe serii convergente. 


Aplicaţie. Fie ` u, o serie cu termeni pozitivi, astfel ca șirul 
n 
termenilor (4,) să fie descrescător. Să considerăm şi seria Z 2". Dacă 
una dintre serii este convergentă, atunci şi cealaltă este convergentă. 


Să presupunem întîi că seria È 274,» este convergentă. Să grupăm termenii seriei È up 
astiel : 


ta F (t3 + ta) + (ta t... Ft) (Mat en t tat o (ant ee ama) 
Deoarece şirul termenilor este descrescător, avem 


un + . .. + Honhi_, < Uont ...: Huon = 2 uon. 
aa Pa aud 
2” ori 


După criteriul comparaţiei, urmează că şi seria cu termenii grupați este convergentă, 
adică subșmul sumelor parțiale (S n) este convergent. Dacă șirul (S,) ar avea limita 4 co 


ar urma ca și subșirul (S,„) să aibă limita + co. Urmează deci că și şirul (S,) este conver- 
gent, şi deci că seria È u, este convergentă. 


Să presupunem acum că seria © u, este convergentă. Atunci şi seria următoare, obţinută 
prin gruparea termenilor, este convergentă : 


(u, + ua) F (t3 F Ua) + (MF... + ua) + (uo +... + uie) H-t (Vona, Poe Fam... 


Deoarece şirul termenilor este descrescător, avem 


= DN —1 
Von, H- Hun Zrt... Huon = 2 Uon 
S, 
2—1 ori 


Urmează că gi seria Z 2*— 1u n şi deci şi seria X 2”u „ este convergentă. 
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Vom aplica acest rezultat la serta armonică generalizată : 
1 
ah pa. 
n 


Această serie este convergentă dacă a > 1 și divergentă dacă a < l. 


Într-adevăr, să considerăm seria Ð 2”u,, Avem 


S N E 
Pan = P ma ar =) 


. e w . 1 w . 
Aceasta este o serie geometrică cu rafia zm Dacă « > 1, atunci 


ə» este conver- 


gentă şi deci și seria armonică generalizată este convergentă. Dacă a < i1, 


a — 1 > 0, deci 2-2 > 1 şi deci a < 1, adică seria £ 2u 


avem — > 1, deci seria 42", este divergentă și deci şi seria armonică 
Da—1 
generalizată este divergentă. 


Criteriul rădăeiniiț(al lui Cauchy). Fie X u, 0 serie 
cu termeni pozitivi: 


1) dacă există un număr N și un număr 0 < k < 1, astfel încît, pentru 
orice > N, să avem V 4, < k, atunci seria este convergentă ; 


2) dacă avem V4, > 1, pentru o infinitate de termeni. atunci seria 
este divergentă. 


Demonstraţie. 1) Din Vü, <k pentru n > N deducem t< k”. 
Cum 0 < k < 1, seria geometrică 1 + k -+ kR? 4... + k” + ... este con- 
vergentă. Pe baza primului crite- 

4 riu de comparație rezultă că și se- 


A ria Xu, este convergentă. 


da , b 
y IRI IA 2 2) Dacă Vu >l, atunci >. 


Asadar, seria are o infinitate de 
Fig. 161 termeni > l, deci şirul termenilor 
nu este convergent către 0. Re- 


zultă că nici seria nu este convergentă, deci este divergentă. 
Acest criteriu se poate enunța (punctul 2 într-o formă ceva mai pat- 
ticulară) cu ajutorul limitelor extreme. 


Corolarul 1. Fie 54, o serie de termeni pozitivi. 


1) Dacă lim sup Vu, < 1, atunci seria este convergentă. 


n= D 


2) Dacă lim sup Vu, > 1, atunei seria este divergentă. 


1— 00 
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Să notăm k = lim sup V U, Să presupunem întîi că avem k < 1 Şi 


să luăm o vecinătate U = (a, b) a lui k, care nu conţine pe 1 (fig. 162). 
În această vecinătate se află aproape 
toți termenii șirului (Va), adică 5 
există un număr N, astfel ca pentru e S S E 
orice n > N să avem Vu, < b < 1. g 
Rezultă că seria este convergentă. 

Să presupunem acum că avem 
k > 1 şi să considerăm vecinătatea 
(1, + oc) a lui k. În această vecinătate se află aproape toți termenii șiru- 


lui (Va), deci avem Vu, > 1, pentru o infinitate de termeni. Rezultă că 
seria este divergentă. 


Fig. 162 


Corolarul 2. Fie Èu, 0 serie cu termeni pozitivi; să presupunem 
că şirul (Vu,) are limita k< oo. Atunei: 
1) Dacă k < 1, seria este convergentă, 


2) Dacă $ > 1, seria este divergentă. 


A . N 
În adevăr, în acest caz avem lim sup Vu = k. 
= 
. e Ww . n e + 
Observații. 1° Dacă şirul (V u,„) este convergent şi are li- 
mita k = 1, nu putem trage nici oĻconcluzie asupra seriei. 


1 1 1 
De exemplu, seria armonică 1 + z e+- 3 +... + — +... este divergentă dar şirul 
n 
” 1 ” 1 1 In 7 
— | are limita 1. Într-adevăr, ln — = — — non şi şirul Z5) are limita 0, deoarece 
n n n n 


In z 
funcția — are, în punctul + co, limita 0, cum se constată uşor aplicind regula lui l'Hospital. 
x 


"JII mw} "i 
Cum V- = e ni. rezultă că şirul (V+ are limita 1. 
n n 


La fel, seria | + 1 + 1+ ...+1+ ... este divergentă, dar şirul (Vu) are limita 1. 


Există de asemenea serii convergente, pentru care şirul (V tin) are limita 1. Anume, 
seria armonică generalizată 


este convergentă dacă « > 1. Totuşi, şirul Yna =n *” are limita |. 


2° În demonstrația criteriului rădăcinii, s-a folosit convergența seriei geometrice cu 
rația y < 1. Ne vom feri deci să aplicăm criteriul rădăcinii pentru demonstrarea convergenței 
seriei geometrice. 


712 SERII DE NUMERE. ȘIRURI ȘI SERII DE FUNCŢII 


Aplicații. 1. Fie seria 


„= 
| 1 — 
Avem Va = —; şirul Yun are limita k = 0, deci seria este convergentă. 
n 


2. Fie seria 


n =l 
Avem 
— i n \” 1 1 
Dă = Ze ? 
3 n+l 3 | =) 
1 + — 
n 
deci 
lim Yu, =— < 1 
N= 


şi deci seria este convergentă. 


Criteriul raportului (al lui d'Alembert). Fie 2 u, 
o serie cu termeni pozitivi. 


1) Dacă există un număr W şi un număr 0 < > < 1, astfel încît pentru 


orice n > N să avem “+ < k, atunci seria este convergentă. 
Un 


2) Dacă există un număr N, astfel ca pentru orice n > N să avem 


u . . ° 
—+" > 1, aunei seria este divergentă. 
Un 


< kà, pentru n > N, deducem 


Demonstraţie. 1) Din inegalitatea “* 
Uyi < küy 
Uyy < Ruga S FU 


Up < Fuy 


00 
Așadar, seria $`“, are termenii mai mici decît ai seriei geometrice 
n=N +1 


kuy + kuy + Ruy + .. + kuy + ..., (cu rația k < 1), 
care este convergentă. Rezultă atunci că şi seria > u, este convergentă 


n=N 


și :deci și seria X` u, este convergentă. 


n=l 
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2) Din inegalitatea Ei > l pentru 7 > N deducem O < up < Unyi 
n 


deci şirul (4,)„exy al termenilor este crescător şi are limita Q, deci seria este 
divergentă. 

„Acest criteriu se poate enunța (punctul 2 într-o formă mai particulară) 
cu ajutorul limitelor extreme. 


Corolarul 1. Fie È v, o serie cu termeni pozitivi, 


w . u . e 
1) Dacă lim sup = < 1, atunci seria este convergentă. 


1— 0 Un 


v . e u [3 LD Q v 
2) Dacă lim inf Z} > 1, atunei seria este divergentă. 


n= 0 Un 
v w . u s b4 v 
Să notăm k = lim sup 4} ṣi să presupunem că avem k < 1. Să ale- 
n= 00 Uin 


gem o vecinătate U = (a, b) a lui k astfel ca b < 1. În această vecinătate 


se află aproape toți termenii șirului =] , deci există N astfel încît pen- 


tu i 


NY (i ° . a 
tru n > N să avem ZE < b, şi deci seria este convergentă. 


Un 


Să notăm acum ] = lim inf "E și să presupunem că / > 1. Alegînd ve- 


nD Un 


cinătatea (1, + 00) a lui 7, deducem că în această vecinătate se află aproape 


toți termenii șirului ==) deci există N astfel ca pentru n > N să avem 
Un 


u . . e ° v 
2+! > j şi deci seria este divergentă. 
Un 


Corolarul 2. Fie £ u«,o serie cu termeni pozitivi. Să presupu” 


nem că şirul (==) are limita £. Atunci: 
Un 


1) Dacă k< 1, seria este convergentă. 


2) Dacă k> 1, seria este divergentă. 
o A . u . ° u 
În adevăr, în acest caz, lim sup = = lim inf “H = k. 
n 0 Un n= 00 Un 


Observaţii. 1° Deoarece în acest criteriu s-a folosit conv ergența 
seriei geometrice, nu putem aplica acest criteriu pentru a demonstra că seria 
geometrică cu raţia y < 1 este convergentă. 


2° Dacă şirul (==) este convergent şi are limita k = 1, nu putem 
Un 


trage nici o concluzie. 
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2) Din inegalitatea i > 1 pentru n > N deducem 0 < up < Ungi 


deci şirul (4,)„ex al termenilor este crescător şi are limita, Q, deci seria este 
divergentă. 

Acest criteriu se poate enunța (punctul 2 într-o formă mai particulară) 
cu ajutorul limitelor extreme. 


Corolarul 1. Fie È 2, o serie cu termeni pozitivi. 


w . u e . (0 
1) Dacă lim sup È < 1, atunci seria este convergentă. 


Ph 90 Un 


2) Dacă lim inf € > 1, atunci seria este divergentă. 


n= 0 Un 


Să notăm k = lim sup = şi să presupunem că avem k < 1. Să ale- 


n=} 00 Un 


gem o vecinătate U = (a, b) a lui k astfel ca b < 1. În această vecinătate 


teta) , deci există N astfel încît pen- 


se află aproape toți termenii ralu (22 
Uig ; 


tru n >N să avem £H < b, şi deci seria este convergentă. 
Un 


Să notăm acum Z = lim inf ti 


ne> D Up 


cinătatea (1, + 00) a lui /, deducem că în această vecinătate se află aproape 


= şi să presupunem că 7 > 1. Alegînd ve- 


toți termenii şirului k “sta, deci există N astfel ca pentru n > N să avem 
Un 


“nti > 1 şi deci seria este divergentă. 
Un 


Corolarul 2. Fie 5 u,„o serie cu termeni pozitivi. Să presupu” 


+] are limita $. Atunci: 


nem că şirul == 
Un 


1) Dacă k < 1, seria este convergentă. 
2) Dacă F > 1, seria este divergentă. 


În adevăr, în acest caz, lim supt! = lim inf “H = k. 


va o Un n=% Un 


Observaţii. 1° Deoarece în acest criteriu s-a folosit conv ergența 
seriei geometrice, nu putem aplica acest criteriu pentru a demonstra că seria 
geometrică cu rația 7 < 1 este convergentă. 


2° Dacă şirul [==] este convergent şi are limita k = 1, nu putem 
Un 


trage nici o concluzie. 
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5 l 1 
Exemple. 1) Ştim că seria armonică 1 + 3 +... +— +... este divergentă. Avem 
n 


Unta 


Uma n+ 1 


; sirat | are limita |. 
Un n 


Un 


1 1 1 
2) Seria armonică generalizată 1 + — + — 4+4... +4— +4... cu a> 1 este con- 
9% ga pl 


u n” m VĂ u 
vergentă. Avem "H o = ) ; şirul [ HI] are limita 1, 


Un aa lagi 


Aplicaţii. 1. Fie seria 


Unyi _ P? Una 


1 
un (n+l! n+l Uy 
Se va arăta că suma seriei este numărul e. 


, deci şirul | are limita 0. Rezultă că seria este convergentă. 


2, Fie seria 


1 
+— t... 


Dani gz» 


1 1 l 1 
at gatat tit 


1 (2) 
— | —}] dacă n este par 
i 3 |3 
(I Sem | 
Avem —— = 
HUn 1 3 A 
— z) dacă n este impar. 
2 \2 
Criteriul lui d'Alembert nu se poate aplica, deoarece pentru n par suficient de mare 
u u 
avem Pt < 1l, iar pentru n impar suficient de mare avem Pt > 1, 


Un Un 


Se aplică criteriul rădăcinii. Avem 


1 
7 dacă n este par 
Vin = 


Z dacă n este impar. 


— 1 
Avem Yun < Z pentru orice n. Rezultă că seria este convergentă. 


Criteriul lui Kummer. Fie Xu, o serie cu termeni po- 
zitivi : 

1) Dacă există un şir (2,) de numere strict pozitive, un număr p >0 
si un număr N astfel încît să avem 


Un 


a — duza > p pentru oric en > N, 


n 
Unti 


atunci seria este convergentă. 
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2) Dacă există un şir (2,) de numere strict pozitive, astfel încît 
seria X Ë să fie divergentă, şi un număr N astfel încât a, — 


— da < 0, 
an bd o e 4 A Una 
pentru orice n > N, atunci seria este divergentă. 


Demonstraţie. Fără a micşora generalitatea, vom presupune N = 1. 


. . . u 
1) Din inegalitatea a, — — asa > p deducem 
Un+a 
E PU < ApUn — antinpi 
adică 
Pui S PH 
PUz < Ala — AM 
Pta SS data — dal 


PUn < Ani Uni T Apy: 


Notînd cu S, sumele parțiale ale seriei 24, şi adunînd inegalitățile 
de mai sus, obținem 


PS, < (P F 23) a — tn S (P F au) da. 
Deducem că şirul ($,) este mărginit, şi fiind şi crescător (deoarece 
seria este cu termeni pozitivi) este convergent, deci seria este convergentă. 


Un 


2) Din inegalitățile a, 


— āp„+ı S 0, deducem 
Unti 
Uy an+ Und 
— < 2n sau ZE > . 
Una an Un an+ 


an 


v ] s Ld 1 Lă 
Dacă notăm v, = — , seria È v,„ este divergentă şi avem 
în 


Unta Unti 
Un Un 


După al doilea criteriu al comparației deducem că seria ` u, este diver- 
n 


gentă. 

Din criteriul lui Kummer, deducem 

Criteriul lui Raabe şi Duhamel. Fie E v, o serie 
cu termeni pozitivi. 

1) Dacă există un număr £ > 1 şi un număr N astfel încît să avem 


a| “n -1|>k pentru orice n >N, 


Unti 
atunci seria este convergentă. 
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2) Dacă există un număr N astfel încît 


n | “n — 1| < 1 pentru orice 7 >N, 


Unt 
atunci seria este divergentă. 


Demonstraţie. {Vom aplica criteriul lui Kummer pentru şirul (a,), 
unde a, = n. Avem atunci, pentru n >N, 


ln E np =n n l ln) 
Unti Unti Unti 
1) Deoarece n| n — 1) > k > 1, punînd 
Unti 


ọ = k — 1 > 0, deducem că 


ap, — — layı > k—l=p>0 


Unti 


şi deci seria este convergentă. 


2) Deoarece ni “n — 1) < 1, deducem n | “+ — 1) —1]<0 
s Unti Unti 
adică 


Un 
— lny S 0. 
Unti 


Ay 


. 1 . ww w e Dă 
Deoarece seria X — este divergentă, rezultă că și seria B u, este 
n 


divergentă. 
Corolar. Fie Xu, o serie cu termeni pozitivi. Să presupunem că 


şirul | “lj 


| are limita £. 
Un-ti ! l&na+o 


Atunei 
1) dacă $ > 1 seria este convergentă; 


2) dacă k < 1 seria este divergentă. 


Într-adevăr, luăm o vecinătate U = (a, b) a lui k care să nu conțină 
pe 1 şi astfel ca a = 1. În această vecinătate se află aproape toţi termenii 
șirului, deci: 

Un 


1) dacă $ > 1, avem n | —1>a>1 


Unti 


2) dacă k < 1 avem n | n -1)<b<1 


Unti 


şi deci condițiile criteriului lui Raabe-Duhamel sînt verificate. 
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Exemplu. Fie seria 
n! 


n alx + 1)... (x+n — 1) 


unde a > 0. Seria este convergentă dacă « > 2, şi divergentă dacă « < 2. 
Să aplicăm criteriul lui Raabe-Duhamel : 


Un n! a(a +1)... (a +n) i a+ n i a — 1 
Unti (n+ l)la + 1)... (a +n — 1) n+l n+l 
Atunci 
Un n 
a[ - 1) = (a — 1). 
Una n+l 


Acest şir are limita $ = (a — 1). Dacă a > 2, atunci k > 1, deci seria este convergentă, 
Dacă « < 2, atunci $ < 1, deci seria este divergentă. Pentru a = 2, obținem k = 1, şi cri- 
teriul lui Raabe-Duhamel nu ne dă nici o indicație. În acest caz seria se scrie 


D nl D—, 


2.3...(n+1) n41 


adică 


1l 
+... +— +... şi deci este divergentă. 
n 


§ 3. Şiruri de funcții 
1. Multimea de convergentă 


Fie A o mulțime oarecare şi fis fa, ..--, fay -.. un şir de funcţii reale* 
definite, toate, pe A. Vom însemna prescurtat acest şir de funcţii astfel: 


(fniena+e sau (f1)nen sau (San) 


Fie a & A. Valorile funcțiilor din şirul (/,) în punctul a formează un 


șir de numere: 
fila), fala), ..., fala), 


Așadar, pentru fiecare punct x & A, putem considera șirul de numere 
(fa(x))nen, format cu valorile funcțiilor din şirul (f,) în punctul x. Un şir de 
funcții (f,) este deci echivalent cu o familie de şiruri de numere (/,„(x))„ex, rea, 
şi anume pentru fiecare punct x S A cîte un şir de numere. 

Vom spune că un punct a a A este un punct de convergență al şirului 
de funcții (f„), dacă șirul de numere (f/,(a)) este convergent. 


Mulțimea punctelor de convergență ale şirului de funcții (/,) se nu- 
meşte multimea de convergență a şirului (f,). 


* Majoritatea rezultatelor din acest paragraf rămîn adevărate pentru funcţii cu valori 
intr-un spațiu Banach. 
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Fie B mulțimea de convergenţă a şirului (f,). Pentru fiecare punct 
x e B, să notăm cu f(x) limita şirului de numere (f,(x)): 


lim f „(2) = f(x). 


Am stabilit astfel o corespondență x — f(x) între punctele x & B si 
numerele reale, adică o funcție reală f definită pe B prin egalitatea 


f(x) = lim f(x) i 


Funcția f se numește funcția limită, pe mulțimea B, a şirului de 
funcții (f„). Vom spune că şirul (/,) converge pe mulțimea B către funcția f. 


2. Convergența simplă. Convergenţa uniformă 


Fie (f,) un şir de funcții definite pe o mulțime A. Vom spune că o 
funcție f definită pe A este limita simplă (sau punctuală) a şirului (/,), sau 
că şirul (f„) converge simplu (sau punctual) pe A către f, dacă pentru fiecare 
punct x € A, şirul de numere (/(x,)) este convergent către numărul f(x). 
Cu alte cuvinte: 

Sirul (f.) este simplu convergent pe A către f dacă, oricare ar fi x SĂ, și 
oricare ar fi e > 0, există un număr N (z,x), astfel încît pentru oricen >N (e,x) 


să avem, 
f(x) — f(x) < e. 


Dacă şirul (/,) este simplu convergent către f, vom scrie astfel: 


fn —]. 


Dacă în definiția precedentă numărul N depinde numai de e, nu şi 
de x, vom spune că şirul (/,) este uniform convergent pe A către f. Atunci, 
în definiția convergenţei uniforme a şirului (f,) către f, afirmaţia „oricare 
ar fi x” trebuie să figureze după afirmaţia despre existența numărului N, 
pentru ca N să nu depindă de x. Aşadar: 

Sirul (f) este uniform convergent pe A către f, dacă, oricare ar fi e >0, 
există un număr N (e), astfel încât, oricare ar fi n > N (e) şi oricare ar fi x SA, 
să avem 


| fala) — fi) | < E 


Dacă şirul (/,) este uniform convergent către f, vom scrie astfel: 


faf. 
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Evident, dacă șirul (/,) este uniform convergent pe A către f, atunci 
șirul (/,) este de asemenea simplu convergent pe A către f. Afirmația reci- 
procă nu este în general adevărată, cum va fi arătat prin cîteva exemple. 

Mai întîi, vom da o imagine geoine- 
trică a convergenţei uniforme (în cazul y . 
cînd A C R). Să desenăm graficul funcției r ` „fte 
f, şi al funcțiilor f — s ṣi f + e (fig. 163). 

Din definiția convergenței uniforme 
a şirului (f) către f, rezultă că există un 
număr N (e), astfel încît dacă n >N (s), 
graficul funcției f„ să fie în întregime cu- 
prins în fîşia dintre graficele funcţiilor f — e 
și f+ e. 

Exemple. 1) A = [0, 1); fals) = 2”, 


l pentru x = 1 


fla) =] O pentru 0gz <l. 


Avem fn — f. Într-adevăr, şirul (f„) se scrie 


flx) =x 
falx) = x? 
Jnl) = 2” 


Pentru x = 1, avem f,(1) = 1, f(1) = 1, ..., fa(l). ..., deci şirul (f„(1)) este constant 
şi are limita 1 = f(1). Aşadar, în;punctul 1, şirul (fa) este convergent către f. 


Dacă 0O-ca< 1l, avem fala); = a”. Se ştie că șirul (a”) este în acest caz convergent 
către 0 = f(a). Aşadar, pentru orice + € [0, 1], şirul de numere (/,(2)) este convergent către 
f(x). ceea ce înseamnă că şirul”(fa) este simplu convergent pe [0, 1] către f. 


Şirul (fa) nu este însă uniform convergent către f. Într-adevăr, să presupunem prin 
1 
absurd că fy —y f. Fie e = Zi: atunci există un număr N = N z) astfel încit, oricare 


ar fi n `> N, şi oricare ar fi + E [0, 1] să avem 
1 
| fala) — fix) f < z’ 
, 1 
Pentru 0g + <1, avem f(4) = 0, deci pentru n > N rezultă |fu(x)| < py sau 
n < l 
x — e 
2 


1 
În particular, pentru orice x € [0, 1] avem 4N < 7 
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Dacă (+4) este un șir de numere din (0, 1) convergent către 1, şirul ( N ) este convergent 


către 1, deci există un număr 0 < %4 < 1, astfel ca 7< xN < 1, ceea ce este în contradicție 
. , 1 
cu inegalitatea xN < z 


Aşadar, șirul (fn) nu este uniform convergent către f. 
Explicația geometrică: funcțiile f — e şi f + e sînt definite de următoarele egalităţi : 


fo = sf — e pentru 0Oc+<l 
l — e pentru «= 1; 
+ e pentru Oxz <l 


fa te=] 
l + e pentru =]. 


Oricit de mare ar fi n, graficul funcției fa 
iese din fişia determinată de funcțiile f — e şi f + e. 


2) 4 = 10, 2r]; fata) = STĂ 


, fa) =0. 


u 1 
Fig. 164 Avem fa —— f. Într-adevăr, şirul (z) este con- 
n 


vergent către 0. Pentru e > 0, există un număr 
1 
N(e), astfel încît, dacă n > N(e), atunci — < e. Atunci pentru n `> N (e), avem 
n 
sin ny l 


< — < e oricare ar fi y e [0, 27}. 
n n 


sin nx 


| fni) — f(a) |= 


Din diagramă se vede că luînd o fișie în jurul funcției f(+) = 0, atunci, pentru n sufi- 
cient de mare, graficul funcţiei fp este cuprins în această îişie. 


S 
3) A = [0, + co); falz) = ; f(x) =0. Avem fa ~> f. Într-adevăr, pentru oricare 


x+n 
% 


x+ PR 


x >0, şirul | are limita 0, adică şirul (fa(x))_are limita O. 


Şirul (fa) nu converge însă 
uniform pe A către f(a) 30. ` 


Într-adevăr, fie e = —: 
Dacă (fn) ar converge uniform către 
f, ar exista un numărN = N 2). 
astfel încît, pentru n >N, să 


avem | (2) — fix) | < >- oricare 


1 
ar fi E A, adică < Ze 
Fig. 165 x+n 2 
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x 1 
În particular, am avea TN < 3 oricare ar fi + >0. Dacă luăm + = 3N, atunci 
x 3N 3 l , | 
= — < — şi am ajuns la o contradicție. 


+ N 3N+N 472 

4) Fie (an) un şir de numere și pentru fiecare n să considerăm funcția constantă fn(%) = an 
definită pe o mulțime A. Dacă şirul de numere (ap) este convergent, atunci şirul de funcții 
(fn) este uniform convergent pe A. 


3. Criterii de convergență uniforma 


Deoarece convergența simplă a şirului de funcții (/,) către funcția f 
revine, pentru fiecare x & A, la convergența şirului de numere (/,(x)) 
către numărul f(x), criteriile de convergență de la şirururile de numere se 
aplică şi în acest caz. 

Convergența uniformă a şirului de funcţii (/,) către funcţia f înseamnă 
însă ceva mai mult decît convergența simplă : toate șirurile (f,„(x)), pentru 
toate punctele x & A, sînt „egal convergente” sau „la fel de repede con- 
vergente”. 

Vom da două criterii de convergență uniformă. 

Primul criteriu este asemănător criteriului lui Cauchy de la şirurile de 
numere. 


Criteriul I (Cauchy). Fie (f,) un şir de funcții definite pe o 
mulțime A. Sirul (/,) este uniform convergent către o funcție f definită pe A, 
dacă și numai dacă pentru orice s > 0 există un număr N (e), astiel încit, 
oricare ar fi n, m > N(e) şi oricare ar îi x & A, să avem 


If) — fm) | < E. 


(J w A At [Y) u . P ° so 

Demonstraţie. Să presupunem întîi că f, —» f. Fie e>0; "există 

atunci un număr N(e), astfel încît oricare ar fi 2 > N (e) şi oricare ar fi 
x SA să avem - 


feţe) — A < 3: 


Atunci, dacă n, m > N(e) şi x & A, avem 


Reciproc, să presupunem că pentru orice e > 0 există N(e), astfel 
încît, oricare ar fi n, m > N(e) şi oricare ar fi x & A, să avem 


| Î() — Îm(2) | < € 


şi să arătăm că există o funcție f definită pe A, astfel ca f, — f. Din ipo- 
teză, rezultă că pentru fiecare x A, şirul de numere (f,(x)) este un şir fun- 
damental, deci are ca limită un număr, pe care să-l notăm f(x). Am construit 


| 


e 
— £. 
2 
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deci o funcție x — f(x) definită pe A. Din modul în care a fost construită 
funcția f, rezultă că fa — f. Fie e > 0 şi N(e), astfel ca pentru n, m > N(e) 
şi x E Á să avem 
|ala) — fala) < e. 

Să luăm m, > N(e). Deoarece f, —f, avem fa — fm f — fm şi 

deoarece, pentru orice x & A avem 
(2) — fm (2) | < e dacă n > N(e), 

rezultă prin trecerea la limită că pentru orice x & A avem, de asemenea, 


IJ) — fm (2) | < €. 


Cum m, a fost arbitrar > N(e), deducem că oricare ar fi n > N(e) şi ori- 
care ar fi x & A avem 
| ft) — fal) | < e. 


e v u 
adică fa — f. 
Dăm acum un criteriu asemănător cu criteriul de convergență al 
șirurilor de numere. 


Criteriul II. Fie (/,) şi (q,) două şiruri de functii definite pe A 
şi f o funcție definită pe A. Dacă avem 


Ifa) — f(x) < e„(%), pentru orice n & N şi orice x EA, 
şi dacă 9, —>0, atunci f, >f. 


Într-adevăr, fie e > 0. Deoarece g, —> 0, există un număr N (e), astfel 
încît, oricare ar îi n > N(e) şi oricare ar fi x & A, să avem q,(%) < e. Atunci, 
cu atît mai mult, avem 

(2) — f(x) | < e, 


oricare ar fi n > N(e) şi oricare ar fi x & A, adică f, -> f. 


Observație. Avem f> f dacă şi numai dacă f, — f — 0. Crite- 
riul precedent afirmă că dacă şirul de funcții f, — feste majorat de un șir de 


funcții uniform convergent către 0, atunci fẹ, — f —>0. 
Criteriul II se aplică adesea în cazul particular al următorului 


Corolar. Fie (/,) un şir de funcții definite pe A şi f o functie defi- 
nită pe A. Dacă există un şir de numere (6,) astfel încît să avem 


|£„(2) — (| < a, pentru orice n & N şiorice x a A 


și dacă a, — 0, atunci f, f. 
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În adevăr, şirul de funcții constante ọ„(x) = a, este uniform convergent 
către 0. 


l 
În exemplul 2 de mai sus am avut |f„(2) — f(4) | {xx —, oricare ar fi n e N şi oricare 
n 


ar fi x € [0, 27], deci sefpoate aplica criteriul de mai sus. 


4. Continuitatea și convergența uniformă 


Se ridică în mod natural întrebarea dacă o anumită proprietate, pe 
care o au toate funcțiile unui şir (/,), o are şi limita f a acestui şir. Teorema 
următoare arată că prin convergenta uniformă, proprietatea de continuitate a 
funcțiilor din şir se transmite și asupra limitei. Vom presupune că A C R 
(sau A C R”). | 

Teoremă. Fie (/,) un şir uniform convergent pe mulțimea 4 C R 


către funcția f. Dacă toate îuneţiile /, sînt continue într-un punct a S A, 
atunci și funcția limită f este continuă în punctul a. 


Demonstraţie. Fie s > 0. Deoarece f, —>f, există N = N (e), astfel 
încît oricare ar îi x e A să avem 


| fux) — fix) < = 
În particular, |fu(a) — fla) | < Z. 


Deoarece funcția f este continuă în punctul a, pentru numărul e ales, 
există o vecinătate V a lui a, astfel încît, oricare ar fi x a V N A, să avem 


| Zar) — fula) < =. 
Atunci, pentru orice xy & V N A, avem 
IA) — Ja) | < f(x) — Ja) | + Zn) — ata) | + | fila) — fa) | < 
< 3 + 3 + 77E 
Aceasta înseamnă că f este continuă în a, şi teorema este demonstrată. 


Corolar. Limita unui șir uniform convergent de funcții continue 
pe A este o funcţie continuă pe A. 


Observaţie. 1° Este posibil ca funcţiile (fya) să nu fie continue, sau convergența 
să nu fie uniformă şi totuși limita f a șirului să fie continuă. 
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5. Integrabilitatea și convergenţa uniformă 


Teorema următoare arată că proprietatea de integrabilitate se trans- 
mite, de asemenea, asupra limitei uniforme. Vom arăta mai întîi că și pro- 
prietatea de mărginire se conservă prin convergența uniformă. 


Propoziţie, Dacă (/,) este un șir de funcții mărginite pe A și 
uniform convergent către o funcție f, atunci și limita f este mărginită pe A. 


Să alegem e = 1. Deoarece f, > f, există un număr N = N(1), astfel 
încît oricare ar fi x & A să avem 
| fl) — falx) |. 1, deci | f(x) | < | fu(2) | + 1. 


Deoarece funcția fy este mărginită, există un număr M astfel încît 

oricare ar fix & A să avem |/fu(x) | < M. Rezultă că 
f(x) <M + 1, oricare ar fi x & 4, 

adică f este mărginită. 

Teoremă. Dacă (/,) este un şir uniform convergent de funcții 
integrabile pe un interval [z, b], atunci : 

1) funcția f este integrabilă; 

b 


2) şirul integralelor $ fa dx! este convergent, si avem 


e jaf 


Din criteriul de integrabilitate a lui Lebesgue rezultă că fiecare func- 
ție f, este mărginită, iar mulțimea A, a punctelor sale de discontinuitate 
este neglijabilă. 

Din propoziția precedentă deducem în primul rînd că f este mărginită. 
Din teorema de la numărul precedent rezultă că mulțimea A a punctelor 
de discontinuitate ale funcției f este conținută în reuniunea mulțimilor A,, 
deci A este neglijabilă. Aplicînd criteriul de integrabilitate al lui Lebesgue, 
rezultă că f este integrabilă pe [a, b]. 2 


Fie acum e > 0. Deoarece f, 5 f, există N(s), astfel încît oricare ar 
fi n > N (e) şi oricare ar fi x a [a,b] să avem 


| falx) — f(x) | < —— 


Rezultă atunci că 


TECER 


4 
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Din relațiile 
b 


[jaz fra |= AS; asje fin- dz 


deducem | 
b 
7, dx — (sax < e, pentru n >N (e), 
deci i i 
b b 
lim (7 dx = (ax 


Observatie. Deoarece f = lim /,, egalitatea demonstrată se scrie 
n> 00 


b b 
lim | fad = ( lim f, da. 


Teorema precedentă este numită adesea teorema de integrare termen 
cu termen a şirurilor de funcții. 


6. Derivabilitatea şi convergenţa uniformă 


O altă proprietate care se păstrează prin convergența uniformă este 
aceea de a fi funcții derivate (v. teorema 3). 


Teorema l.iie (/,) un şir de funcții derivabile pe un interval Z. 
Dacă: 

1) şirul (f,) este uniform convergent pe I către o îuneţie f; 

2) șirul derivatelor (f) este uniform convergent pe / către o iuneţieg, 
atunci f este derivabilă pe I şi f =g. 


Demonstratie. Fie aa] un punct oarecare ; să arătăm că f este deri- 
vabilă în a şi că f'(a) = g(a). 

Fie e>0. Deoarece şirul (fp) este uniform convergent, există un 
număr N (e) astfel încît dacă n, m > N (e) să avem 


If) Jeol >, oricare ar fi xl. 


Să alegem no >N (e). Deoarece În pr rezultă fn, — fm D fi —8, 
din inegalitatea precedentă deducem că m: 


lfa (2) — g(x) |< 


€ . e 
7? oricare ar fi x & I. 
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Deoarece funcția fn, este derivabilă în a, pentru e ales există o vecină- 
tate U a lui a, astfel încît 


În (2) — fm (4) — fa, (a) <+ 


x — a 


oricare ar fi x aU QI. 
Putem scrie, de asemenea, 


În(2) — Fn(a) __ mt) = Îm(a) 


X—a x-a 


= | fale) — falo) | < 2 


(fn(2) — fmn(2)) — (Jala) — fmla)) — 


x — a 


dacă n, m > N(e), oricare ar fi x & I, unde c este un anumit punct cuprins 
între y şi a (s-a aplicat teorema creşterilor finite funcției fẹ, — fm). 


Cum fn — f, avem fu, — Îm —> În — f; din inegalitatea prece- 
dentă, deducem, pentru n = no şi m > ©, 


faala) — fala) f(a) — fla) 


x— a x — a 


€ . ° 
< PE oricare ar fi x & I. 


Pentru orice x SU f Z deducem atunci 
f(x) — fia) __ fno(*) — Jn la) + 


Pe Ai x—a 


S(x) — f(a) f(a) — g(a) < 


Z— a 


pA a| aeae 


d —a 


Aşadar, pentru orice e > 0) putem găsi o vecinătate U a lui a, astfel încît 
să avem 
Le Ad (a) 


x — a 


< e, pentru orice x & U ATZ. 


Aceasta înseamnă că f este derivabilă în a şi că f'(a) = g(a). Cum a a fost 
ales arbitrar, deducem că f este derivabilă pe I şi că f' = g. 


Observaţii. 1° Deoarece f = lim f, ṣi g = lim fy, egalitatea f' = g se 


scrie 
(lim f,” = lim f, 
7> 00 n- %0 


(derivata limitei este egală cu limita derivatelor). De aceea teorema pre- 
cedentă este numită teorema de derivare termen cu termen a șirurilor de 
funcţii. 

2° Convergenţa, uniformă a șirului (/,) nu atrage convergenţa uniformă 
a şirului derivatelor. 


ȘIRURI DE FUNCŢII 727 


cos ny u — 
, f(x) =E 0. Avem fa —— f. În adevăr 


Exemplu. I = [0, n]; falx) = 


COS ny 


| falx) — f(x) | = 


n n 


1 
iar şirul | =) are limita 0. Se aplică criteriul II de convergență uniformă, 
n 


Funcțiile (74) sint derivabile pe I şi fa(x) = — sin ny. Şirul derivatelor (//) nu este 


Te T T 
Însă convergent pe I. Pentru + = z avem fa | =) = — sin 4 3 „ Acest şir se scrie, pentru 


n = 1,2, ..., astfel: 
— 1,0, 3,0, — 5,0,7,0, s.. 


şi se vede că nu este convergent. 


3° Convergența uniformă a şirului derivatelor este esențială. Dacă 
şirul derivatelor (fp converge simplu, dar nu uniform, către g, atunci este 
posibil ca f să nu fie derivabilă, sau, dacă este derivabilă, este posibil ca 


f ER. 
1 
Exemplu. I = R, fp(4) = — arctg nx, f(x) ="0. 
n 


4 
Avem f„—> f, deoarece 


nla 


1 
< 
n 


1 
| fal) | = |= arctg nx 
n 


1 


Funcțiile f, sint derivabile pe I și fais) = ——— 
I + n2z2 


Şirul (f,) converge simplu către funcţia ` 
0 dacă x 0 


ea) = | 1 dacă x = 0. 


Dacă şirul (f4) ar converge uniform, limita sa g ar fi continuă, deoarece şi funcțiile 
fna sînt continue, 

Cum funcția g este discontinuă în origine, rezultă că şirul (fa) nu converge uniform 
către g. 

Funcția f este derivabilă pe I şi avem f'(x) = 0, dar f’ 74 g, deoarece în origine avem 
F(0) = 0 şi g(0)=1. 


4° Deşi convergenţa uniformă a şirului derivatelor este importantă, 
această condiție este numai suficientă, dar nu și necesară pentru concluzia 
teoremei. 


1 
Exemplu. I = (0, œ), fa (x) = — arctg nx, f(x) = 0. Avem faj. Avem apoi 
n 
fala) = el =0şi fi> g. Deşi şirul (fZ) nu converge uniform către g, avem 


1 + n2z2 
totuşi f’ = g. 
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Dacă intervalul I este mărginit, concluzia teoremei precedente rămîne 
adevărată şi dacă despre şirul (/,) se ştie că este convergent într-un singur 
punct. În adevăr, dacă I este mărginit, restul ipotezelor implică conver- 
gența uniformă pe întregul intrval. 


Teorema 2. Fie Z un interval mărginit şi (f,) un şir de functii 
derivabile pe Z. Dacă: 

1) şirul, (/„) este convergent într-un punct x, &l; 

2) şirul derivatelor (/,) este uniform convergent pe I către o funcție g, 
atunci 

(i) şirul (/,) este uniform convergent pe 1 către o functie f; 

(ii) limita f este derivabilă pe Z şi f =g. 


Avem de demonstrat doar punctul (i), deoarece punctul (îi) rezultă 
aplicînd teorema precedentă. 

Să notăm cu / lungimea intervalului I. Presupunem / > 0. Fie e >0. 
Din condiţiile 1 şi 2 deducem că există un număr N(e) astfel încît pentru 
orice n > N(e) și m > N(e) să avem în acelaşi timp verificate următoarele 
inegalităţi : 


fala) — mo) | < 3 
și 
| fa (2) — fa) | < = oricare ar fi + & I. 
Atunci 
Sal) — fm) | < Sal) — Zn) — (Salto) — flo) | + 
+ Salto) — fo) |. 
Dacă notăm h = fs — fm, primul termen din dreapta se scrie 
i h(x) — h(xo). 
Funcția A este derivabilă pe intervalul închis cu extremitățile în x și x», 


deci i se poate aplica teorema creşterilor finite ; există un număr c cuprins 
între x şi x astfel încît 


h(x) — h(x) = (x — xo) (0), 
de unde 


/-(2) — fanl) — (Salto) — flo) | = | £ — xo | I fale) — Îm(0)l < 


< LI fale) — fale) | < 12 = = 


pentru orice n, m > N(e) şi orice x & I. Urmează deci că 
PORSA OES EEE 


oricare ar fi n, m > N (e) şi oricare ar fi x & I. Conform criteriului 7 de con- 
vergență uniformă, rezultă că şirul (/,) converge uniform pe I către o func- 


ție f. 
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Fără nici o ipoteză asupra funcțiilor care se derivează, se poate enunța 
următorul rezultat, relativ numai la derivate. 


Teorema 3. Limita g a unui șir uniform convergent (2,) de funcții 
derivate pe un interval oarecare Z este o funcție derivată. 


Să presupunem întâi că intervalul I este mărginit și fie x, & I. Pentru 
fiecare n, fie f, o primitivă a funcţiei g,: 


Í n = Em 
Putem alege primitivele f, astfel încît să avem f,(x%0) = 0. Sîntem 
acum în condițiile_teoremei precedente. Rezultă că şirul (f„) este uniform 
convergent pe I către o funcție derivabilă f şi că f' = g, deci g este, de ase- 
menea, o derivată. 


Să presupunem acum că intervalul Z este nemărginit. Putem atunci 
construi un şir crescător (1„) de intervale mărginite, a căror reuniune să fie 
egală cu I: 


CIC... CIC... CISU L=I. 


n=l 


Fie x€, deci x, € I„ pentru fiecare n. Conform primei părți a de- 
monstrației, pe fiecare interval mărginit I„ funcția g este derivata unei 
funcții F„ definită pe 1,. Putem alege funcțiile F, astfel ca F, (xo) = Q. 
Să observăm că dacă un punct x face parte din două intervale I„ ṣi I„, atunci 
avem F,(x) = F„(). În adevăr, dacă 7, C I„ (adică dacă n < m), atunci 
funcţiile F, și Fp au pe intervalul I„ aceeași derivată g, deci diferența lor 
pe I„ este constantă ; dar F, (xo) = Fn (xo) = 0, deci F, (x) = Fm (x) pentru 
orice y &l,. 

Să definim acum funcția F pe întregul interval Z astfel : dacă un 
punct x din T se află într-un interval I„, atunci luăm F(x) = F,(x). Conform 
observației de mai sus, numärul F(x) este independent de alegerea particu- 
lară a intervalului 7, care conține pe x. 

Funcţia F este derivabilă pe I şi derivata sa este g. În adevăr, fie 
a & I. Există un interval 1, 3 a, deci F(a) = F,(a). Dar F, este derivabilă 
în a şi F„(a) = g(a). Rezultă că F este derivabilă în a ṣi F'(a) = F„(a) = g(a). 
Cum a e I a fost ales arbitrar, rezultă că F este derivabilă pe I şi F' =g, 
deci g este o derivată. 

Observație. Teorema precedentă se poate enunța şi astfel: 

Dacă șirul (g,) este uniform comvergent pe I către o funcție g și dacă func- 
fiile g, au primitive pe I, atunci şi limita g are primitive pe I. 


7. Aproximarea uniformă a funcțiilor continue 
În teoremele care urmează se arată că funcțiile continue pot fi aproxi- 


mate uniform cu funcții aparținînd unei mulțimi mai restrînse de funcții 
continue. 
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Reamintim că o mulțime € de funcţii continue definite pe o mulțime A 
este o algebră dacă suma și produsul a două funcții din € aparţin lui A 
şi produsul unei funcții din d cu un număr aparține de asemenea lui €. 

Un exemplu de algebră de funcţii continue pe R este mulțimea poli- 
noamelor definite pe KR, deoarece suma și produsul a două polinoame este 
un polinom, iar produsul unui polinom cu un număr este de asemenea un 
polinom. Desigur, algebra polinoamelor pe R nu conţine toate funcţiile 
continue pe R. 


Teorema lui Weicerstrass-Stone*. Fie intervalul com- 
pact I = [a, b] şi & o algebră de funcții continue definite pe Z. Dacă: 


1) funcția identic egală cu 1 pe Z, f(x) = 1, aparţine lui €; 
2) pentru orice puncte x’ = x” există o funcție f &, astfel încît 
fl) zf); 
atunei orice funcție continuă pe Z este limita uniformă a unui șir de funcții 
in å. 


Nu dăm demonstraţia acestei teoreme. 
O consecință a acestei teoreme este 


Teorema lui Weierstrass. Orice funcție continuă pe un 
interval compact /= [a, b] este limita uniformă pe ] a unui şir de polinoame. 


Într-adevăr, dacă notăm cu 2 algebra polinoamelor, funcția identic 
egală cu 1 pe I, f(x) = 1 este un polinom, deci aparține algebrei £. Dacă 
x’ = x” sînt două puncte oarecare din I, pentru funcția f(x) = x avem 
f(x”) = f(x"); dar f(x) = x este un polinom din 2. Aşadar condiţiile teoremei 
precedente sînt îndeplinite, de unde rezultă teorema lui Weierstrass. 

Observaţii. 1° Teorema precedentă afirmă doar că pentru o funcție continuă 
f pe I există un șir (fa) de polinoame uniform convergent către f, dar nu ne dă un procedeu 
să calculăm aceste polinoame. 

Matematicianul sovietic $. N. Bernstein a dat o metodă prin care putem caicula, 
pentru o funcție continuă f pe J, un şir (pa) de polinoame uniform convergent către f. Aceste 
polinoame se numesc polinoamele lui Bernstein. 

2° Dacă ne dăm un număr a, nu există numai un şir de numere (+) convergent către 
a. În mod analog, dacă ne dăm o funcţie continuă f pe I, nu există numai un şir (fa) de 
polinoame uniform convergent către f. Polinoamele lui Bernstein formează doar unul din 
aceste şiruri. 


8. Aproximarea funcţiilor continue 
prin funcţii poligonale 


Fie I un interval. O funcţie f definită pe I se numește funcție liniară dacă există 
două numere m şi n, astfel încât 


fix) = mz + n, pentru orice x El. 
Observaţie. Graficul unei funcţii liniare este un segment de dreaptă. 


* Teorema rămîne valabilă dacă se înlocuieşte intervalul 7 cu un spațiu compact oarecare, 
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1 
Orice funcţie liniară f(x) = mx +4 are primitivele F(x) = Pia +ună +c. 


Dacă I este mărginit, cu extremităţi în a şi b, a < b, am numit diviziune a intervalului 
I un număr de puncte 40, y ..-, 4 astfel ca 


a= Xp Ca <... CL i< iti Cc. CL ăn <L ¥n =b. 


O funcție continuă f definită pe I se numește funcție poligonală dacă există o divi- 
ziune a lui 7, 


a= 4o Che CA ipi Co: <L Yp =h, 
astfel încît restricția funcției f la fiecare interval parțial (4, 4j+,] să fie liniară. 


y 
y 


í 


O 
& 


- — — — 


Graficul unei funcții poligonale este o linie poligonală. 
Orice funcție poligonală este continuă, deci are primitive. Putem însă demonstra direct 
acest fapt. Vom demonstra mai întîi următoarea 


Lemă. Fie J, şi Z, două intervale care au în comun cel puţin un punct +, şi fo 
funeţie definită pe Z=, UZ.. Daeă f are primitive pe fiecare din intervalele 7, şi Z}, atunci 


f are primitive şi pe reuniunea lor Z. 
În adevăr, fie F,:1,— R o primitivă a lui f pe L: 
Fi(x) = f(x) pentru x el, 
Şi Fa: I, — R o primitivă a lui f pe 13: 
F(x) = f(x) pentru x E Ia. 


Să observăm că, pe intersecția I, () 72, diferența F, — F, este constantă, deoarece cele 
două funcţii au derivate egale pe 7, N Ia: 


Fi(x) = Fi(x) = f(x) pentru x E1, N Is 
Avem atunci 
F(x) — Fa(2) = Fu(20) — Falo) pentru x €Z, N Ia 
Să definim acum funcția F pe reuniunea”, U I, astfel: 


F(a) = J F.(2) dacă x el, 
| Fala) + Fulao) — Falz) dacă zel, 
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Dacă x €J, N Ip, funcţia are aceeaşi valoare, prin cele două definiții, deoarece F(x) + 
+ Filta) — Falo) = F(x) + F.(4) — F(x) = F(x). Funcţia F este derivabilă pe I, U I, şi 
derivata sa pe I, U 7, este f, deci f are primitive, pe I, U I}. Din această lemă rezultă imediat 
următoarea 


Propoziţie. Orice iuneţie poligonală are primitive. 


Într-adevăr, o funcție poligonală este liniară pe intervalele” I}, I} ..., Im, deci are pri- 
mitive pe fiecare din”aceste intervale. Cum 7, şi I, au în comun un punct, funcţia poligonală 
are primitive pe I, U I; dar I, U Ia şi Ig au în comun un punct, deci funcţia poligonală 
are primitive pe reuniunea I U I, U Ja ș.a.m.d. 

Teorema următoare arată că funcţiile continue” pe intervale compacte pot fi aproxi- 
mate uniform cu funcţii poligonale. 


Teoremă. Fie 7 = [a,b] un interval compact, Pentru orice funcție f continuă pe 
I, există un şir (2,) de funcții poligonale definite pe I, uniform convergent către f. 


Demonstraţie. Deoarece 7 este compact și f este continuă pe I, rezultă că f este uni- 
form continuă pe I. Fie e> 0; există deci un număr (e) > 0, astfel încît, oricare ar fi 
punctele x’, x” EI cu |x — x” |< è(e), să avem 


CORSIE E 


Să alegem o diviziune a intervalului I 
a= Xp CA... CA L ipi Looe <Ăn=b, 


astfei ca distanța dintre două puncte consecutive ale diviziunii să fie < 0(e), adică 


| iza — 2] < è(e), pentru ¿i = 0, 1, ... n — I. 


Să considerăm punctele din plan (xo, f(¥o)) ..-, (xi (44), <.. (a f(¥n)) şi să le unim prin 
segmente de dreaptă, în ordinea indicată de indici. Obținem o linie poligonală, care defineşte 
o funcție poligonală pẹ. Pe fiecare interval [v;, Xi+ı], această funcție pẹ este liniară: 


pelr) = f(x) + frisa) — Nra (x — 4) pentru 7i # X Fitr 
Aia — Yi 


Pentru i+ < 7< xi avem 


pel) = f(Xi—) pi Nr (7 — i~). 


i Aia 

Pentru x = 4;, valoarea p(x) este aceeași, fie că o calculăm cu prima formulă, fie cu 
a doua formulă: pelx;) = f(x). 

Să arătăm că |pe(2) — f(x) | < e, oricare ar fi x ET. 

Fie, într-adevăr, un punct oarecare + € I. Punctul + aparține unui interval [x;y zi] 
şi deci 

fi) — fi) 
Pet) — fil = | foc) + la — a) — fa) 


Aia — i 


< 


< lfd — f | + Irit — fia | 
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Dar, deoarece | i41 — 4;| < (e) şi | x — zi] < 8(e), avem 


| f(ară-ra) — fa) < = şi |e) —fz) | < = 


a — ři 
Ținind seama că | + — x; |< | iza — 4] avem t- |< L şi deci 
Xiti — Ži 
|pe() — F(3) | <E. _ 
Yh Paii > AF+E 


1 
Dacă, in particular, luăm e= — 
n 


și notăm cu 24 funcția poligonală 
corespunzătoare, avem : 


| bnl) — flal < Li oricare ar 
n 


fi x €I şi deci, conform criteriu- 
lui II de convergență uniformă, şi- 
rul (24) converge uniform pe I că- 
tre f. 


Putem da acum o demon- 
strație directă a faptului că func- Fig. 168 
țiile continue au primitive. 


Corolar. Orice funcție continuă f pe un interval 7 are primitive pe 7. 


Să presupunem întîi că intervalul I este compact. Atunci există un șir (p„) de functii 
poligonale, uniform convergent către f pe intervalul I. Cum funcțiile poligonale p, au primi- 
tivele pe J, rezultă că şi limita lor uniformă, f, are primitive pe I. 

Dacă I nu este compact, există un şir crescător (I„) de intervale compacte, a căror 
reuniune este T: 


90 
I, CI. C e... C I, C e. C I, U Ipn=I. 
n=1 


Fie x € I; atunci ¥ € ÎI] oricare ar fi z. 

Pe fiecare interval compact I„, funcția f are primitive; fie F, o primitivă alui f pe, 
intervalul 7,. În plus, putem alege primitivele F, astfel ca F(x) = 0. Două primitive F, 
și Fm coincid pe In N Im. Definim! acum funcția F pe intervalul T, astfel: 


F(x) = Fa(4) dacă x El,. 


Funcția F(x) este perfect definită pe I, este derivabilă şi derivata sa pe T este f, 
deci f are primitive pe 7. 


9. Şiruri de funcţii egal continue 
și egal mărginite 


Fie A o mulţime de numere* și (f,) un şir de funcții definite pe A. A spune că (fa) este 
un şir de funcţii continue pe A înseamnă a spune că fiecare funcție din” șir este continuă 
în fiecare punct + € I, adică 


* A poate fi un spațiu topologic oarecare, pentru funcții fẹ continue, şi un spaţiu uni- 
form pentru functii f, uniform continue. 
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(fn) este un şir de funcții continue pe A, dacă, oricare ar fi n EN, oricare ar fi x SA 
şi oricare ar fi e > 0, există un număr le, x, n) > 0 astfel încît oricare ar fi x EA, cu 
| x — x |< è (e, x, n), să avem 


|fr= fa) | < e. 


Dacă funcţiile din şir sint uniform continue pe A, atunci 5 nu mai depinde de punctul 
4, deci afirmația relativă la x trebuie să figureze după afirmația relativă la 3: 


(fn) este un șir de funcții uniform continue pe A, dacă, oricare ar fi n EN şi oricare 
ar fi e > 0, există un număr 8(e, n), astfel încît oricare ar fi a", x” E A, cu |a' — x” | < 3(e,n) 
să avem 


| fn) — fn”) | <E 


Este posibil ca 5 să nu depindă de n, dar să depindă de punctul x. Vom spune in acest 
caz că şirul (fy) este format din funcții egal continue: 

(Jn) este un şir de funcții egal continue pe A, dacă, ovicare ar fi punctul x E A şi oricare 
ar fi e > O, există un număr 3(e, x) > 0, astfel încât oricare ar fi x E A cu |x — x |< è (e x) 
și oricare ar fi n EN, să avem 


| fala) — fala) | < e. 


Dacă ô nu depinde nici de x, nici de z, funcțiile din şir sint pe de o parte uniform 
continue, pe de altă parte sînt egal continue, sînt deci egal uniform continue: atunci afirma- 
țiile relative la + și n trebuie să figureze după afirmația relativă la 3: 

(fn) este un şir de functii egal uniform continue pe A, dacă, oricare ar fi e > 0, există 
un număr 3(e) > 0, astfel încât, oricare ar fi x, x" SA cu |x — x” | < Sle) și oricare ar 
fi n EN, să avem 


| fal) — fabr) < e. 
Vom spune că şirul (fa) este format din funcţii mărginite pe A dacă fiecare funcție este 
mărginită pe A, deci: 
(fn) este un șir de funcții mărginite pe A, dacă, oricare ar fi n EN, există un număr 
M(n), astfel încît, oricare ar fi x E A, să avem 


| falx) | < Mn). 


Dacă M nu depinde de n, adică dacă toate funcțiile sint mărginite de același număr 
M, vom spune că funcțiile din şir sînt egal mărginite. În acest caz, "afirmaţia relativă la n 


trebuie să figureze după afirmația relativă la M : 
(fn) este un șir de funcții egal mărginite pe A, dacă există un număr M, astfel încti, 


oricare ar fi ne N si oricare ar fi x EA, să avem 
fst) | < M. 


Dacă (fa) este un şir de funchii mărginite şi uniform convergent pe o multime A, atunci 
(fn) este un șir de functii egal mărginite. 

În adevăr, limita f a şitului este mărginită, deci există M > 0 astfel încît să avem 
| fix) |< M, pentru orice + e A. Deoarece şirul este uniform convergent, luind s = 1, există 
un număr N = N(1), astfel încîtipentru orice n >> N şi orice E A să avem |f„(2) — f(x) is L 


deci | fa | If) | ris Mr. 
Dacă pentru fiecare > n < N alegem un număr M, astfel ca 


e 


| fa(*) | < M, pentru orice x e A 
şi notăm K = max (M, Ma, ..., MN- M + 1), atunci 
|Ja(x) | x< K, pentru orice n EN şi orice x EA, 


deci (fa) este un şir de funcții egal mărginite. 
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Rezultă de aici că un șir uniform convergent de funcții continue pe un interval compact 
este egal mărginit. 

S-a arătat la capitolul despre şiruri că din orice şir mărginit se' poate extrage un subșir 
convergent (Lema lui Cesăro). Are loc o teoremă asemănătoare pentru, şiruri de funcţii, dacă 
înlocuim proprietatea de mărginire a șirurilor de numere cu proprietatea de egală mărginire și 
egală continuitate a şirurilor de funcții şi convergența şirurilor de numere cu convergența 
uniformă a şirurilor de funcții : 


Teoremă (Arzela). Fie J = [a,b] un interval compact. Din orice şir (/4) de 
funcţii definite pe Z, egal continue şi egal mărginite, se poate extrage un subşir (f„p)penN uni- 
form convergent pe Z. 


Nu dăm demonstraţia acestei teoreme, 


§ 4. Serii de funcţii 


1. Convergenţa simplă și uniformă 


Fie A o mulțime oarecare şi fi, fa, ..., fm... un şir de funcţii reale defi- 
nite pe A. Putem considera seria de funcţii 


ARII ARI AR 


formată din termenii șirului de funcţii (fp), despărțite între ele prin semnul +. 
Pentru fiecare punct a E A, să considerăm seria de numere 


fila + fa (2) +... <a) +... 


formată cu valorile funcțiilor din şirul (fẹ) în punctul a. 

O serie de funcții este deci echivalentă cu o familie de serii de numere, 
și anume pentru fiecare punct din A, cîte o serie de numere. Vom însemna 
prescurtat o serie de funcţii astfel: 


Sa sau Sa sau D fasa Sf, 
` n=l nEN n 


Putem aplica seriilor de funcții atît considerațiile făcute asupra serii- 
lor de numere, cît şi considerațiile făcute asupra şirurilor de funcții. 
Să considerăm, ca şi pentru seriile de numere, sumele parțiale ale 
seriei de funcții >. f, : 
n 


S = fi 
Se = fi + fa 
Ss = fi tf +f 


e e > è o où où . . . oya . . . . . . . . e. 
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În acest caz, sumele parțiale sînt funcții definite pe A. Vom spune 
că seria de funcții È` f, este convergentă într-un punct a a A, dacă şirul 


sumelor parțiale ($,) este un şir de funcții convergent în punctul a. 
Dacă seria 2) f„ este convergentă în punctul a e A, vom spune că a 


n 
este punct de convergență al seriei. 
A spune că a este punct de convergență al seriei > fa înseamnă a 
n 


spune că şirul de numere (S,(a)) este convergent. Dar S,(2) sînt sumele 
parțiale ale seriei de numere 


Jila) + fla) +- Hfd +... 
Aşadar : 
Seria de funcţii Y` f, este convergentă într-un punct a S A dacă si numai 
dacă seria de numere X> f„(a) (formată cu valorile în punctul a ale funcții- 


n 
lor f„) este convergentă. 
Vom spune că seria de funcţii >) f, este absolut convergentă în punc- 
n 


tul a & A, dacă seria de numere 2) f„(a) este absolut convergentă. 


Mulțimea N C A formată din toate punctele de convergenţă ale seriei 
de funcții >) f, se numește mulțimea de convergență a, seriei de funcții Sofa 
n n 


Definiție. Fie `f, o serie de functii definite pe A, şi f o funcție 


definită pe o submulțime BCA. 
Vom spune că seria ĵ` f, este simplu (sau punctual) convergentă pe B 


către functia f, dacă şirul sumelor parțiale (S,) este simplu convergent pe B 
către f, adică dacă, pentru fiecare x & B, seria de numere } > f(x) este 


convergentă către f(x). 
Vom spune că seria Ÿ` f, este uniform convergentă pe B către f, dacă 


șirul de fanceții (S„) este uniform convergent pe B către f. 


Funcția f se numeşte suma seriei > fa pe mulțimea B. 


Este util să dăm şi altă formă echivalentă definiției de mai sus. 
Seria de funcţii X_ fn este simplu convergentă pe B către f, dacă, pentru 


orice x & B, şi orice e > 0, există un număr N (e,x), astfel încît, oricare ar fi 
n > N (z, x), să avem | Su(x) — f(x) | < e sau 


Ala) + far) be A fa) — ia l< e. 
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Dacă N nu depinde de x, ci numai de s, seria este uniform convergentă 
pe B către f. În acest caz, afirmaţia relativă la x trebuie să figureze după 
afirmația relativă la N: 


Seria de funcţii X` f, este uniform convergentă pe B către f, dacă, oricare ar 
n 


fie > 0, există un număr N(s), astfel încit, oricare ar fi n > N(e) și oricare 
ar fi x & B, să avem: 


LA) + lt) + -e fa) — (x) < e. 


Exemple. 1) Pentru fiecare număr întreg n >> 0, să considerăm funcția fy definită pe 


[e 2] 
x? 
R prin egalitatea f(x) = (E 229 şi să considerăm seria de funcții > În. Mulțimea de con- 
X n=0 


vergență a acestei serii este toată dreapta. Într-adevăr, fie v E R un punct oarecare; să 
considerăm seria de numere 


5> x? y? g? 
x) = x? ap 
Zn + l + 22 + (1 + 2?) + + (1 + 2)" + 
Aceasta este o serie geometrică cu rația a < 1, deci este convergentă. Dacă 
x% 


x = 0, suma seriei este 0. Dacă v = 0, suma seriei este 


2 
al Č _ -i+r. 


i x? 


1 — 
1+4 2 | + x 


Dacă notăm cu f funcția definită pe R prin egalitățile 


l1 + x? pentru y #0 
f(x) =] 


0 pentru x = 0, 


Le a 
deducem că seria de funcții 3 fn este simplu convergentă pe R către funcţia f. Seria 
n=0 


00 Le: 
> fm este absolut convergentă pe R, deoarece, pentru fiecare + E R, seria DD Îm(2) este 
n=0 n=0 
formată din numere pozitive. 

2) Pentru fiecare număr întreg n > 1, să considerăm funcția f,„ definită pe R prin 
sin” y , | 
fn) = DT, și seria de funcții > fm. Această serie este absolut convergentă pe toată 
n nal 

dreapta. Într-adevăr, dacă + e R este un punct oarecare, obținem seria de numere: 


2 sin y sin? z sin” y 
So = + +. + 
n=l 


12 22 n? 


47 — Analiza matematică, vel. I 
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sin” 4 1 2 1 
Avem < — a A cum seria > — este convergentă (seria armonică generalizată cu 
n=l ” 
PPOP o. a SN sin” 
a = 2), deducem din criteriul comparației că seria ò > este convergentă, adică seria 
n=l n 
2 sin” y 
5 este absolut convergentă. 
ZI 
n=l 
(ra) 
Se va arăta că seria > ' Jn este uniform convergentă pe R. 
n=l 


3) Pentru fiecare n E N, fie f„ funcția definită pe R prin egalitatea f„(2) = cos” y. 


Le +] 
Să considerăm seria X` În. Pentru x = kr (k întreg), obținem seria de numere 
nal 


SO fn (kr) = cos kr + cos? kn + ... + cost kr +... 
n 


Pentru k par, obținem seria 1 + 1+... 41+... 
Pentru k impar, obținem seria — 1+ 1—1 +... 
În ambele cazuri, seria este divergentă. 


Pentru x = krn, seria este însă absolut convergentă, cum se poate constata aplicind 
criteriul rădăcinii al lui Cauchy : 


Y] unl = y] cost x| = | cos x| < 1. 


Mulțimea de convergență a acestei serii este deci R — {kr} ez. 
4) Pentru fiecare n E N să considerăm funcția f, definită pe R prin egalitatea f(x) = 


eh! %| 2 
= , şi seria de funcții > Jn. Această serie nu este absolut convergentă în nici un punct, 
n 


n=l 
Într-adevăr, dacă v € R este oarecare, obținem seria de numere 


elfi  e2izi esizi ei! 
SD. pp. 
n=l n 
e”i¥i l 
şi cum e*l > 1, avem > pi ; termenii acestei serii sint mai mari decit termenii cores- 
n 
| 1 
punzători ai seriei armonice > — , care este divergentă. Din criteriul comparaţiei, deducem 
n=1 
00 eh l 
că şi seria este divergentă. 
n=l 


Q0 
Mulțimea de convergență a seriei > fm este vidă. 


n=l 
5) Fie (a,) un şir de numere și pentru fiecare n să considerăm funcția constantă 


fn(2) = ay definită pe o mulțime A. Dacă seria numerică > a, este convergentă, atunci seria 


de funcții 3 fn este uniform convergentă pe A. 
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2. Restul seriei 


Să considerăm seria de funcţii definite pe o mulțime A: 


> În = fai + fante F... + fatt +... 


k =n+41 


GO 
Această serie se numeşte restul de rang n al seriei `f, Dacă restul de 
kol 


rang n este o serie convergentă pe A, vom nota cu R, suma sa. R, va fi 
Eo 

numit de asemenea restul de ordinul n al seriei È> f,. 
k=l 


a FD 
Propoziţie. O serie de funcții +> f, definite pe A este conver- 
n=l 


gentă (simplu sau uniform) pe A, dacă și numai dacă restul său de orice 
rang este convergent (simplu sau uniform) pe A. 


Într-adevăr, să notăm cu 


Sn = fi tfa t tSn 


sumele parțiale ale seriei $` fa şi cu 
n=l 
op = fasi fapa H- : + funto 

sumele parțiale ale restului de ordin n. Avem 

Satb = S, -+ Op. 
Din această egalitate deducem că şirul de funcții (S,p)i<paa este simplu 
(sau uniform) convergent pe A, dacă şi numai dacă șirul de funcții (op)<p< o 
este simplu (sau uniform) convergent pe A. Adică seria ` f, este simplu 


n 
(sau uniform) convergentă pe A, dacă şi numai dacă restul de ordin n este 
o serie simplu (sau uniform) convergentă pe A. 


Observații. 1°. Din demonstrație rezultă că, dacă un singur 
rest este convergent (simplu sau uniform) pe A, atunci seria este convergentă 
(simplu sau uniform) pe A. Rezultă atunci că orice rest este convergent 
(simplu sau uniform) pe A. 

2°., Dacă notăm cu f suma seriei f, şi cu R, suma restului de rang n, 
rezultă atunci că avem 


f = Sa Ra. 
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Propoziţie. Fie `f, o serie de funcţii convergentă pe A. Seria 
n 


este simplu (sau uniform) convergentă pe A către o funcție f, dacă ṣi numai 
dacă şirul (R,) al resturilor este un șir de funcții simplu (sau uniform) con- 
vergent către O pe A. 


Într-adevăr, din egalitatea f = S, + R, deducem 
f—S,= R, 


Atunci, conform definiției, seria este simplu (sau uniform) conver- 
gentă pe Á cătref, dacă şi numai dacă şirul (S,) al sumelor parțiale este 
simplu (sau uniform)convergent pe A către f, adică dacă şi numai dacă 
(f—sS,) = (R,) este simplu (sau uniform) convergent către O pe A. 


Exemplu. Să considerăm funcţiile fa: R =» R definite astfel: 


x 00 
= (— Int ———— , şi seria de f i . 
Jnl) = (— 1) za) şi seria de funcții 2 Ín 


Fie x un punct oarecare din R. Să considerăm restul Ral seriei. Seria de numere 


g? x? x? g2 


d fn = g e aa a aet 


fiind alternată, iar şirul termenilor fiind descrescător şi convergent către 0, diferența S,„() — 
— (Sx) este mai mică decit termenul 


y2 
mnl = TF n 

Cum 
Ral) = S(x) — Sao), 

avem 


-R a E —— . 
| n) | Fana Ie (nai ap zana S Uma S La 


| 

Deoarece şirul | y] are limita zero, şirul resturilor (R,) este uniform convergent 
n 

către 0 pe R, şi deci seria este uniform convergentă pe R. Seria este deasemenea absolut con- 

vergentă pe R, deoarece s-a arătat că seria 


x2 


E | fala) | = y 


este convergentă. 
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3. Criterii de convergenţă uniformă 


Aceste criterii se deduc din cele corespunzătoare de la şirurile de funcţii 
combinate cu cele de la seriile de numere. 
a 

Criteriul I (Cauchy). O serie de functii ÈX f, definite pe A, este 
uniform convergentă pe A, dacă şi numai dacă, pentru orice s > 0, există 
un număr Ñ (e), astfel încît oricare ar îi n > N (e) şi p > 1 şi oricare ar fi 
x SA, să avem 


lfa+1(x) + faa(2) + e. + fa+el x)| < €. 


Într-adevăr, dacă notăm cu (S„) sumele parțiale ale seriei, avem 


Snap Sn = fori F Sfara +- F fate a 

Seria este uniform convergentă pe A, dacă şi numai dacă şirul de 

funcții ($,) este uniform convergent pe A; după criteriul lui Cauchy pentru 

șiruri de funcţii, șirul ($,) este uniforme convergent pe A, dacă și numai dacă, 

pentru orice e > 0, există un număr N(e),astiel încît, oricât ar fi n > N(e), 
$ > 1 şi oricare ar fi x € A, avem: 


ISn+p(2) — Sah x)| < e, 
| fm) + Jarl) +- + farl) | < e. 


Exemplu. Dacă fals) = u, este o funcție constantă definită pe R şi dacă seria de 
numere D Um este convergentă, atunci seria de funcții 3 fn este uniform convergentă pe R. 
` ká] 


-> 
S } 


adică 


Fie c > 0; deoarece seria > uy este convergentă, există N(e) astfel încit, oricare 
ar fin > Ni(e) şi p >, să avem 


[Unti + npe + --- + Unppl <E 


Atunci, oricare ar fi x € R, n © N(e) şi p > 1, avem 
| Santil) + Jntalt) +- + fnt < e, 
deci seria 2 fn este uniform convergentă pe R. 


Din criteriul lui Cauchy vom deduce alt criteriu foarte util în aplicații. 


Criteriul IL Fi&ð f, şi ` e, două serii de funcții definite pe 
A. Dacă avem 


|7„(2)|<< q„(2), pentru orice n e N şi orice x e A 


şi dacă seria È` e, este uniform convergentă pe A, atunci şi seria 5 fe 
este uniform convergentă pe A. 
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Fie e > 0. Aplicînd seriei È` ọ„ criteriul precedent de convergență 
uniformă, găsim un număr N(e), astfel încît oricare ar fin > N(e) şip 21 
şi oricare ar fi x SA să avem 


Patala) + Paral) +- F Pnl 3) < E. 
Atunci, pentru n > N(e), p> işi x a A avem 


(Sarla) + Sanral) + eee F Sn larala E Sael) H oe 
oa + ntal) < Paral) F Pal) H... + Paşa) < E 


şi deci, conform primului criteriu de convergență uniformă, seria >_f, este 
uniform convergentă pe A. 
Criteriul II se aplică adesea în cazul particular al următorului : 


Corolar. Fie È` f, o serie de funcții definite pe A şi) a, o serie 
convergentă de numere pozitive. Dacă avem 


lI a, pentru orice n S&N şi orice v & 4, 
atunci seria ò` f, este uniform convergentă pe A. 


În adevăr, punînd ọ,(x) = a„, seria de funcții constante È` ọ, este 
uniform convergentă. 


Observație. Din acest corolar deducem că este suficient să 
majorăm o serie de funcții printr-o serie convergentă de numere, pentru 
a deduce că seria de funcții este uniform convergentă. 


Exemple. 1) Fie seria de funcții > fm, unde pentru fiecare n S&N, funcția fẹ este 
n 


in?” 


definită pe R prin fu(2) = + Pentru orice + € R şi orice n € N avem 
|sin” z| 1 


n? n? 


l 
Cum seria de numere > — este convergentă, deducem că seria de funcţii > A 
y? 
este uniform convergentă pe R. 


1 
2) Pentru fiecare n e N să considerăm funcția fa definită pe R prin f(x) = —> şi 
n 


să considerăm seria de funcții > fn. Această serie este convergentă pe (Il, + 00), deoarece 
dacă 4 > 1, obținem seria armonică generalizată, cu exponentul + > 1: 


E IE 
aaa tati 


Pentru x < 1, seria este divergentă. Dacă I <a < + œ, seria este uniform conver- 
1 1 1 
gentă pe (a, + œ), deoarece dacă za, atunci n” > n4, deci — < 2» Şi seria 55 — 
n n -n BR 
este convergentă. 
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4. Continuitatea, integrabilitatea 
și derivabilitatea seriilor uniform convergente 


Teorema 1*. Fie) f,o serie de funcții, uniform convergentă 


pe o mulțime* ACR, către o funcție f. Dacă toate funcțiile /, sînt continue 
într-un punct x € A (sau pe 4), atunci și funcția sumă f este continuă 
în x (respectiv pe A). 


În adevăr, sumele parţiale S, = fi + ... + f, sînt funcţii continue 
în x (respectiv pe A), iar șirul ($,) converge uniform pe A către f. Se 
aplică apoi teorema corespunzătoare” de la şirurile de funcții. 


Teorema 2. Fief `f, o serie de funcţii, uniform convergentă pe 
un interval [a, b] către o funcţie f. Dacă toate functiile f, sînt integrabile 
pe [a, b], atunci: 

1) funcția f este integrabilă pe [a, b], 

b 


2) seria integralelor >) | f„ dx este convergentă și 


a 


E (A dr = (fax. 


În adevăr, sumele parțiale S, = fı + ... + J, sînt funcții integrabile 
pe [a, b], iar şirul (S„) converge uniform către f. Din teorema de integrare 
termen cu termen a şirurilor de funcții rezultă că f este integrabilă pe 

b 


[a, d], că şirul integralelor [| S, da) este convergent şi 


Dar 


d d b 
(s az= (fdr +... + (fdz, 


* A poate fi orice spațiu topologic. 
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b b 


deci sumele parțiale ale seriei 2) fadx converg către | fdx, adică 


a 2 


Elfar = | fax. 


Observație. Deoarece f = > fa egalitatea precedentă se scrie 


b 
În dx = (Dsds, 


a 


00 
> 
wi 
=1 


n 


a la O 


iar teorema precedentă se numește teorema de integrare termen cu termen 
a seriilor de funcții. 


Teorema 3. Fie È` f, o serie de funcții derivabile pe un interval 7. 
Dacă: 


1) seria È` f, este uniform convergentă pe I către o funcție f, 


2) seria derivatelor 2 f; este uniform convergentă pe IZ către o 
functie g, 
atunci f este derivabilă pe Z ṣì f' = g. 


Considerăm sumele parțiale S, = fı + ... + fn care formează un şir 
de funcții derivabile pe Z şi uniform convergent către f. Derivatele S, = 


= fi +... +f, sînt sumele parțiale ale seriei derivatelor >) f4, deci şirul 
(S„) convergevuniform către g. Din teorema de derivare termen cu termen 
a şirurilor de funcții deducem că f este derivabilă pe I şi că f =g. 


Observaţie. Deoarece f= Xf, şi g=) fn» egalitatea f’ = g se scrie 


(Sr) = 3 


=1 
iar teorema precedentă se numeşte teorema de derivare termen cu termen 


a seriilor de funcții. 
În cazul intervalelor mărginite avem teorema următoare: 


Teorema 4. Fie Z un interval mărginit şi )_f, o serie de funeții 
derivabile pe Z. Dacă: 

1) seria $f, este convergentă într-un punct x &l, 

2) seria derivatelor X` f; este uniform convergentă pe 7 către o funcție 
g, atunci: 

(i) seria È` f, este uniform convergentă pe 7 către o funcție f ; 

(ii) funeția f este derivabilă și f' = g. 
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În adevăr sumele parţiale; S, = fi + + f, formează un şir de 
funcții derivabile, convergent în xo, iar EV derivatelor (S (Sh) = (fue fa 
este uniform convergent către g. Se aplică atunci teorema corespunzătoare 
de la şirurile de funcții. 


Teorema 5. Suma unei serii uniform convergente >, de funcții 
derivate pe un interval oarecare Z este o funcție derivată. 


Ca şi în cazul teoremelor precedente se aplică şirului sumelor parţiale 
Sp = g3 + ... +a, teorema corespunzătoare de la șirurile de funcţii. 
Acest corolar se poate enunța şi astfel: 


Dacă seria >_g, este uniform convergentă pe I către o functie g şi dacă 
functiile g, au primitive pe I, atunci și g are primitive pe I. 


5. Operații cu serii de funcții 


Dacă A, este mulțimea, de convergenţă a seriei JC f, şi f suma acestei 
serii, iar A, este mulțimea de convergență a seriei È` g, şi g suma sa, atunci: 

1) Seria sumă Ð` (fa + 8na) este convergentă pe A, (0 4, şi are suma 
f+ e. 


2) Seria X` af, este convergentă pe A, şi are suma of. 
Aceste afirmaţii se demonstrează luînd seriile de numere >. f(x) şi 
ŠO g„(4) şi folosind proprietăţile seriilor de numere. 


$ 5. Serii de puteri 
|. Definiţia seriilor de puteri 


Numim o serie de puteri, o serie de funcții 3 fa definite pe R, unde 


u=0 


fiecare funcție fn este produsul dintre un număr a, şi o funcție putere 
x", falx) = aa, (n SN). | 
Aşadar, o serie de puteri are forma: 


do H ax + ax? -+ ... Papă +... pentru x E R, 
unde ao, di, ao, ..., Ap ... sînt numere. Numărul a, se numeşte coeficien- 


tul termenului de rang n. P serie de puteri se scrie prescurtat , 3 aux 


120 
sau dap. 
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Toate rezultatele privind seriile de funcţii sînt valabile, evident, şi 
pentru seriile de puteri. 

În studiul seriilor de puteri, ne interesează în primul rînd mulțimea 
de convergență a seriei. Pentru seriile de puteri mulțimea de convergență 
nu este vidă. Ea conţine cel puţin punctul 0, deoarece pentru x = 0, 
seria se scrie 


aa t00... H0... 


şi este evident convergentă, suma sa fiind ay. 
Există serii de puteri pentru care mulțimea de convergență se reduce 


numai la 0. 
Exemplu. Fie seria de puteri 
1 x p Rep 8333 +... nah. 


Această serie este convergentă numai în punctul 0. Într-adevăr, fie x, z 0. Să arătăm eă 
seria de numere 


1 o t rp huma +... 


este divergentă. Avem |n”x#] = (|nxa|)”. Dacă n > , atunci n |x| > 1 


70 
şi deci (| nz)” > 1. 

Rezultă că şirul termenilor seriei (17%) nu este convergent către 0, şi deci seria este 
divergentă. 

Este posibil ca”mulțimea de convergență a unei serii să fie toată 
dreapta R. 


Exemplu. Fie seria de puteri 
i E + x? + g” + 
+ TEET gti Ea 
Fie x E R un punct oarecare. Să considerăm seria de numere 
n 


Xo 3 Xo 
Î e à oè . o ê 
titat + + 


n! 
şi să-i aplicăm criteriul raportului; avem 


un dapt al la 
Un (n1)! [22| n41 


Unti 
Un 


| are limita k = 0 < 1, deci seria de numere este absolut convergentă. 


Şirul | 


Cum xo a fost arbitrar, rezultă că seria de puteri este convergentă în orice punct de pe 
dreaptă, adică mulțimea de convergență a seriei este toată dreapta. 
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2. Raza de convergență 


Despre mulțimea de convergență a unei serii de puteri ne dă infor- 
mații teorema următoare: 


Teorema I a lui A b el, Pentru orice serie de puteri ` a,x” 
exisiă in numă astiel ca U< R< +o şi astfel încît: 
1) Seria este absolut convergentă pe intervalul deschis (— R, R). 


2) Pentru orice x, astfel ca |x| > R, seria este divergentă. 
Pentru orice număr 0 <7 < R, seria este uniform convergentă pe 
intervalul închis [—r, 7). 


Numărul R care îndeplineşte condițiile 1 şi 2 se numeşte raza de 
convergență a seriei de puteri, iar intervalul (— R, R) se numește interva- 
lul de convergenţă al seriei de puteri. 


Demonstraţie. Dacă seria de puteri este convergentă numai în punctul 
0, luînd R = 0, teorema este demonstrată. 

Vom presupune deci că mulțimea de convergență conține puncte dife- 
rite de 0. Fie atunci x, + 0 un punct, în care seria este convergentă, 


kea] 
adică astfel ca seria de numere È` a„x? să fie convergentă. Termenii acestei 
n=0 
serii formează un şir (a„x#) convergent către 0, deci acest şir este mărginit. 
Există atunci un număr M astfel încît să avem: 


la xo] < M pentru n = Q, 1, 2, 
Fie x un punct oarecare astfel ca |x! < ||. Avem 


x” x |” 
—|<M|-—|. 


lan” = lao! 


Xo Xo 


ad n 
Cum | Ž |< 1, seria geometrică 9 M | Ž 


EF n=Q Xo 
form criteriului comparației, rezultă că şi seria 


(7>) 
2o laa" 
n=0 


este convergentă şi, con- 


(e a) 
este convergentă, adică seria È` a„x” este absolut convergentă. 


n=0 


Aşadar, dacă x= 0 este un punct de convergență al seriei, atunci 
orice punct x pentru care |x| < |xg|, este punct de convergență absolută a 
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seriei. Rezultă că- mulțimea de convergență conține întreg intervalul 
(—l*ol, EDIE 

De aici deducem că dacă y, este un punct de divergență al seriei, atunci 
orice punct x pentru care |x| >> |x,ı| este punct de divergență al seriei. 


Într-adevăr, dacă ar exista un punct xo cu |x| > xı în care seria 
este convergentă, atunci, după cele demonstrate mai sus, seria ar fi conver- 
gentă și în x, (deoarece |x,| < |xo|), ceea. çe este fals. 


Să notăm cu A mulțimea de convergență a seriei de puteri. 

Avem evident 0 & A. Luăm R = sup A. Avem R > 0. Să arătăm 
că R este raza de convergență a seriei, dacă R îndeplineşte condiţiile 
i şi 2. 

1) Fie x a (—R, R). Avem |x| < R. Există deci un punct x, SA 
cuprins între |x] şi R, |x| < x < R. Cum xp este punct de convergență 
al seriei, din cele de mai sus rezultă că seria este absolut convergentă în x, 
deoar ece |x| < xo 


2) Dacă R = +090, inegalitatea |x| > R nu are sens, deci în acest 
caz condiția 2 din enunţul teoremei este de prisos. 


Să presupunem deci R < +00. Fie x un punct astfel ca |x| > R. 
Dacă x ar fi punct de convergență, atunci orice punct y, astfel ca R «y < 
< |x|, ar fi punct de convergență, deci y & A, deci R n-ar mai fi marginea 
superioară a mulțimii A. Am ajunge la o contradicție. Așadar, dacă |x |> R, 
seria este divergentă în punctul x. 

Astfel, numărul R definit mai sus este raza de convergență a seriei. 

Rămîne de demonstrat ultima parte a teoremei. Fie 7 un număr 
astfel ca O <r < R. Urmează că y este un punct de convergență absolută 
a, seriei, adică seria de numere pozitive > lar" | = > la,|r* este convergentă. 


Pentru orice x & |[—r, 7], avem || <r, şi deci 
la] = alle < | an 17”. 


Conform criteriului II de convergență uniformă a seriilor de funcții, 
rezultă că seria 2 a,” este uniform convergentă pe [—r, r]. Cu aceasta 


teorema este complet demonstrată. 


Observaţie. În cazul cînd 0< R < +00, teorema lui Abel 
nu spune cum se comportă seria de puteri în punctele — R şi R, extremi- 
tăţile intervalului de convergență. Se poate întîmpla ca unul din aceste 
puncte sau ambele să fie puncte de divergență, sau unul din ele sau ambele 
să fie puncte de convergență, sau, în sfîrşit, seria să fie oscilantă în aceste 
puncte. 


Dacă într-unul din punctele —R sau R seria este absolut convergentă, 
atunci seria este absolut convergentă și în celălalt punct. 
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Într-adevăr, pentru ambele serii, $` a„(— RY şi È` a„R”, seria module- 
n n 
lor este aceeaşi JO la„| R”, deci dacă una este absolut convergentă, atunci 


şi cealaltă este absolut convergentă. 
Rezultă că dacă în unul din punctele —R sau R seria este divergentă 
în celălalt punct seria nu este absolut convergentă. 


Exemple. |) Seria geometrică 


lret.. aP... 


este absolut convergentă pentru | | < 1, şi divergentă pentru |x] > 1. Aici raza de con- 
vergență este R = 1. Pentru + = 1, obținem seria de numere pozitive 


IRI] LI +... 
care este divergentă și are suma -+ œ. Pentru x = — 1, obţinem seria de numere 
l1—i+i—i-... 41i... 


care este oscilantă. 


Aşadar mulțimea de convergenţă este A = (— 1, 1). 
2) Fie seria 
x + x? + x? 
n z 3 +... F - E RR 


Să arătăm că R = 1. Fie 1, > 0; să considerăm seria de numere pozitive 


=> 


4 
pp pu 
n 


-e e y e 


Limita acestui şir este $ = yọ. Dacă yọ < 1, seria este convergentă; dacă z, > 1, seria este 
divergentă. Așadar R = 1. 


Pentru x = 1, obținem seria 
i 1 + l + l 
7 3 s.. + > +. 
care este divergentă (seria armonică). Pentru x = — 1, obținem seria 


p 1 
gz ten 


care este convergentă, deoarece se obține din seria armonică alternată prin înmulţire cu —l. 


750 SERII DE NUMERE. ȘIRURI ȘI SERII DE FUNCŢII 


Mulțimea de convergență a seriei este deci [—1, 1). 


' Să observăm că în — 1 seria este semiconvergentă, iar pe (—1, 1), seria este absolut 
convergentă, 


3) Seria 
n 


x 2 a pn 
-7t3 z a. + (— 1) z ten 


are mulțimea de convergență (—1, +1]. În punctul + 1 seria este semiconvergentă, iar pe 
(—1, 1) seria este absolut convergentă. 


4) Seria 


unde « > 1, este absolut convergentă pe [—1, 1]. 
Într-adevăr, fie v > 0 un punct oarecare; să considerăm seria de numere pozitive 


Uni syt n% n y 
Un (n+ 1) x% n+l ° 
, Una a > , so o v 
Şirul are limita k = yọ Dacă xp < 1l, seria este convergentă, şi dacă x, > 1, se- 
Un 


tia este divergentă. Aşadar R = 1. 


Pentru x = 1, obținem seria 


1 1 l 
Ta t zat oe + at N 
care este convergentă (seria armonică generalizată cu «œ > 1). Pentru x = — 1, obținem seria 
1 1 1 nd 
-ata T pte tO Dat.. 


care este absolut convergentă, deoarece seria modulelor este seria armonică generalizată de 
mai sus. Aşadar, mulțimea de convergență este A = [— 1, + 1] și anume, toate punctele 
acestei mulțimi sînt puncte de convergență absolută. 


3. Teorema lui Cauchy-Hadamard 


Teorema lui Abel afirmă doar existența razei de convergență, dar nu 
dă nici o metodă de a o calcula. O asemenea metodă este dată de teorema 
următoare, a cărei demonstrație foloseste criteriul lui Cauchy. 
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Teorema lui Cauchyşi Hadamard. Fie ) a,x” o serie 
n 


de puteri şi R raza de convergență. Să notăm œ = fim yla, 
Atunci 
R = — dacă 0 < o< +oo ṣi R = +o dacă w = 0. 


W 


Demonstraţie. Fie x, un punct oarecare; să considerăm seria de 
numere 2 la„| |o|”. Termenii acestei serii sînt 4, = |a,| |xo]”. Să-i apli- 


căm criteriul lui Cauchy. Avem 
n- nA T 
Vu, = Vlan] lao, 
şi deci 
oo njoe de F 
lim Vu, = lim Via, [ol = © lol. 
n n 
v e pe njo . ° 
Dacă w = 0, atunci lim V u, = 0< 1, deci seria Saxo este absolut con- 
n 
vergentă oricare ar fi x, deci R = +20; dacă w = +œ, şi x= 0, avem 
de n . e . ° 
lim Va, = +00 > 1, deci seria 9) axo este divergentă pentru orice x= 0, 
n 
e. v % . v | 
adică R = 0; dacă 0 < œ < +œ, atunci: dacă || < — avem o|x| < 1, 
u) 


° . . i w 1 w 
şi deci seria Da, xo este absolut convergentă. Dacă |x| > —, luăm un 
(a) 


punct x astfel ca |x| > |x| > l Atunci c lxo] > 1, şi deci seria > CABET i 
4 (6d) 
este divergentă. Din demonstrația primei teoreme a lui Abel, rezultă că seria 


. v l 
Da, este divergentă. Aşadar R = —- 


(c) 


Exemple. 1) > x”; avem Via] = 1, deci o = 1, şi deci R = 1. 
n 


x” — rJ 1 
2 — ; avem Vlay| = — o = lim p= = 0, deci R = + o. 
) 2 n | Viani Va n Yni + 

Byn e n/n i 
3) 3 nhxh; avem Vi ax = Yn = n, deci R =Q. 


În multe cazuri, pentru calculul razei de convergență R se poate folosi 
propoziția următoare, a cărei demonstrație foloseşte criteriul lui d’ Alembert. 


Propoziție. Fie > a," o serie de puteri. Să presupunem că 


-iðni are limită (finită sau infinită). Atunci 


şirul 
|2na| 


L d a 
na anal 
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Fie +70 un punct oarecare. Să considerăm seria numerică È> Ja, lixo” 
şi să-i aplicăm criteriul lui d'Alembert. Avem 


Unti _ lanul 
— = — |Xol. 
Un n 
w . a . 
Dacă lim - al — 0, atunci 
nə O an+ 
Ld u . . 
lim —Pt = oc, oricare ar fi x, +0, 


n= Un 


deci seria este divergentă pentru orice xy = 0, şi deci R = 0. Să presu- 
| an| 


punem acum că lim = Į > 0. Atunci 
n= an+ 

lim Unti [xol 

n=2 Un l 


< „al . . o e v 
Dacă |x| < } atunci Z< 1, deci seria este convergentă, iar dacă |x,| > /, 


. X . . w w z 
atunci žel > 1, deci seria este divergentă. Deducem că / este raza de con- 


vergență a seriei. 


u 
Observaţie. La criteriul lui d'Alembert se foloseşte raportul nTa „ în timp ce pentru 
Un 
an | 
calculul razei de convergență se foloseşte raportul i ° 
a 
o yn n+ 
Exemplu. Să considerăm seria >» Avem 
n=0 ” 
a n + 1)! a 
Lal A a şi lim lanl = + œ, deci R = +0. 
| n+ | n! n= o | an+ 


4. Continuitatea sumei unei serii de puteri 


Fie È` a„x” o serie de puteri, A mulțimea sa de convergență şi R raza 


sa de convergență. Știm că 0 e A, şi că (—R, R) CACI—R, +R]. Pentru 
fiecare x & A, să notăm 


S(x) = ao + ax 4 a% +- n. F ap tH. 
Am obținut astfel o funcție x — S(x) definită pe A; această funcție 
este suma seriei de puteri > a„x” pe mulțimea A. 


Vom nota cu S această funcție. 


SERII DE PUTERI 153 


Observaţie. Trebuie reținut că suma S a seriei de puteri este 
o funcție definită numai pe mulțimea A, deşi funcțiile de puteri din care 
este iormată seria sînt definite pe toată dreapta. 

Accentuăm acest lucru, deoarece s-ar putea ca funcția sumă S să se 
poată exprima prin operaţii asupra funcțiilor elementare, operaţii care au 
un sens şi pentru care nu aparţin lui A. În acest caz trebuie să facem 
distincție între suma S şi funcția definită prin aceste operaţii. 


Exemplu. Să considerăm seria de puteri 


lret... Pa. 


Mulțimea de convergenţă este A = (—1, 1). Este o serie geometrică cu raţia +. Dacă |a| < 1, 


s-a arătat că suma acestei serii este . Așadar funcţia sumă S este definită pe (—1, 1) 


— y% 


prin egalitatea S(x) = „ Putem scrie 


l — x 


| 
TIS LI tr... pentru — 1 <x<i. 
— x 


Totuşi, operația are sens pentru orice 4 = |. Dacă notăm cu f funcția definită 


— x 
l 

pe R — {1}, prin f(x) = T7. funcțiile S şi f sînt diferite, deoarece au domenii de defi- 
— x 


nişie diferite; anume, funcția S este restricția funcției f, la intervalul (—1, 1). De altfel 
pentru |x| > 1, egalitatea 


nu mai este adevărată, deoarece seria din membrul drept este divergentă. 


Propoziţie. Suma S a unei serii de puteri Y 2," este o funeţie 
continuă pe intervalul de convergenţă. 


Fie R raza de convergență a seriei și A mulțimea de convergență a 
seriei. Funcţia sumă S a seriei este definită pe A, deci S(x) are sens 
pentru orice xe(—R, R). 

Fie x e (—R, R) un punct oarecare; să arătăm că funcția S este 
continuă în x. Avem —R < ax < R, deci există un număr 7 pozitiv, 
astfel că —R < —r < xo <r < R. Dar pe intervalul închis [—r, 7] seria 
este uniform convergentă, şi deoarece termenii seriei sînt funcţii continue, 
rezultă că suma ei S este o funcție continuă pe [—r, r]; în particular este 
continuă în xp. 


Cum x, a fost arbitrar în (—R, R), rezultă că funcţia S este continuă 
pe tot intervalul (—R, R). 
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Corolar. Suma S a unui serii de puteri > a,x” este uniform con- 
tinuă pe orice interval compact conţinut în intervalul de convergenţă. 


Într-adevăr, dacă I = [a, b] este un interval compact conținut în 
intervalul de convergență, funcția S este continuă pe I, deci uniform con- 
tinuă. 


Observaţie. Dacă seria este convergentă și în punctul —R sau 
în punctul R, atunci funcția S este definită 'şi în —R sau în R. 

Propoziția de mai sus nu spune dacă funcția S este în acest caz con- 
tinuă în —R sau R. Acest lucru va reieşi din teorema următoare: 


Teorema II alui Abel. Fie) a,x” o serie de puteri şi R 
raza sa de convergenţă. Dacă seria este convergentă în punctul R (sau în 
punctul — R), atunci suma S a seriei este o îuneţie continuă în punctul R 
(sau în punctul — R). 


Demonstratie. Vom demonstra teorema numai pentru cazul cînd 
seria este convergentă în R. Pentru cazul convergenței în — R, demonstra- 
ţia se face la fel. 


Presupunem, aşadar, că seria de numere 
4o tH aR + aR... H aR”? H... 
este convergentă, 


Să arătăm în acest caz că seria Y ax” este uniform convergentă pe 


0, R]. Fie s > 0; deoarece seria de numere `` aR” este convergentă, 
există un număr N (e), astfel, încît, oricare a r fi n > N(e) şi $ > 1, să avem 


appa R"? H appa R" H nn H app RH KE., 


Să notăm cu S, sumele parțiale ale acestei serii. Pentru a simplifica scrisul, 
vom nota op = Sp+p — Sn, pentru p > 1. Condiția de mai sus se scrie atunci 


lop] < Z pentru orice p > |. 


Să remarcăm de asemenea că avem 
h - — 
dau R FI = Saua — S, = 0, 


Ap 2 R”t2 = Spt — Sai = (Sua — Sa) — (Su — Sy) = 0z — 04 


a, pR" TP = Spb a Satb- = (Sp — Sp) — (Snt — Sp) = Op — Opi. 
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Fie un punct oarecare x & [0, R]; să notăm y = =, Avem x = Ry 


şi Oc y< 1. Atunci, pentru n > N(e), avem 


ati F appo t? H o.. H appt” t Pap a ROTY T E appa R tyt 4. 
La. F apapR"YPynt? = oy + (o, — ant? + ... + (0p — op-yrt? = 
= Gai F pay — oyt? +... + opt? — opt? = 


= oy” T1 — y) + cayt (1 — y) +... + opy" tt- H1—y) t op"? =° 
= y*H(1—y) (ot oy + oy? + ... + op_1yP-2) + opy"t?. 


Tinînd seama că 0 < pi < 1, a < pt? < l, silo] < i= 1,2,... 


deducem 
| Antl "ti + duza pna -+ ... + Anth x th | < 


< (1 —y(loal+ loaly +... + [op 1992 + loz] < 


< (=y (+y +... Hy) H =y 


€ e 
<70») iy z 


£ 
2 


= (1 — 3-3) + 
2 

Conform criteriului lui Cauchy pentru serii de funcții, deducem că 
seria B a,x” este uniform convergentă pe [0, R]. Deoarece termenii seriei 
sînt funcții continue pe [0, R], rezultă că și suma S a seriei este o funcție 
continuă pe [0, R] şi în particular S este continuă în R. 


Observație. Fie È a,x" o serie de puteri, R — raza sa de conver- 
gență şi S — suma sa. Dacă se ştie că seria este convergentă în R, şi 
dacă se cunosc valorile funcției pe (— R, R), atunci funcția S fiind continuă 
în R, avem 


lim S(x) = S(R). 


xeaR 


În acest fel avem posibilitatea să găsim suma seriei în punctul R, 
cunoscînd suma sa în interiorul intervalului de convergență. 


Exemplu. Fie seria 


x 
| 
| 
+ 
w |a 


„a 4 
+... + (— pr 24 a. 
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n — 
i 

Avem È la,| = —. Acest şir are limita 1, deci R = 1. Pentru x = 1, obţinem seria 
n 


armonică alternată 


popa 
2 3 4 
care este convergentă. 
Pentru + = — 1 obţinem seria d 
l 1 1 
~ T273 Ta 


care este divergentă, deoarece se obține din seria armonică prin înmulțire cu —1. Mulțimea 
de convergență a acestei serii este deci (—1, 1]. Se va arăta mai departe că pe intervalul 
deschis (—1, 1) suma seriei este în (1 + x): 


s å B yt 
S(x) = in (1 + x4) =z- — + — — +... pentru |xz|<1. 
2 3 4 
Cum S este continuă in punctul 1, avem 


S(1) = lim S(x) = lim In (1 + x) = n2. 


zi z—l 
Aşadar, suma seriei armonice alternate este In 2: 
i 
2 


in 2 = 1 — a. 


I l 
t373 


Acest rezultat ne dă posibilitatea să calculăm cu aproximaţie pe ln 2, însumînd un 
număr suficieùt de mare de termeni ai seriei armonice alternate. Dar seria armonică alter- 
nată converge „foarte încet”, aşa încît, trebuie să însumăm un număr foarte mare de termeni, 
pentru a obține cîteva zecimale exacte din reprezentarea numărului In 2 în fracţie zecimală. 
Practic, pentru calculul logaritmilor, se folosesc alte serii care converg „mai repede”. 


5, Operații cu serii de puteri 


Fie 24,” şi db,” două serii de puteri. Suma lor È (a, +8) 
este tot o serie de puteri. Dacă R, este raza de convergență a seriei È a,x” 
şi R, raza de convergenţă a seriei X b,x", atunci: 

1) raza R de convergență a seriei sumă Zi(a, + b) x” verifică inega- 
litatea 


R > inf(R, Rə); 


2) raza de convergență a seriei Zap” = d gax", (x = 0) este R, 

Într-adevăr, dacă x, este un punct oarecare astfel ca |x| < Rı 
și | xo] < Rə atunci seriile de numere B a,x ṣi Bb „xg sînt convergente, 
deci şi seria È (a, + 0,)x" este convergentă. 
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Rezultă că seria sumă È (a, + 0,)%” este absolut convergentă, deci 
[%0|<< R. Cum xga fost ales arbitrar astfel ca | x| < Rı şi |xo | < R, 
rezultă că R > inf (Rap Ra). 


Observație. Este posibil ca R > int (Rọ Ra). De exemplu, dacă R< +- œ şi 
dacă by = — ay pentru fiecare n €E N, atunci R}, = R, şi R = + œ. 


Dacă S, este suma seriei X a„x* şi S, este suma seriei X b,x”, şi dacă 
notăm cu S suma seriei X (a, + b,„)x”, atunci 


S(x) = S(x) + S(x) pentru orice |x| < R, 
cum se poate constata imediat, pentru fiecare punct din (—R, R). 


Observație. Dacă A, este mulțimea de convergență a seriei 
È a,x”, Aa, mulțimea de convergență a seriei È b,x”, atunci S, este definită 
pe A, şi S, este definită pe A, Mulțimea A de convergență a seriei 
D(a, + b,)x” conține mulțimea A, Q 4a. 

Suma S a seriei © (a, + b„) x” este definită pe A, şi 


S(x) = S(x) + Sa(x). 


6. Derivarea seriilor de puteri 


Fie (x„) un șir de numere şi œ = lim sup x. 


n- 
Din definiția punctelor limită ale unui şir rezultă că există un subşir 
(Xn p) PEN convergent către o. | 
Să observăm că dacă (Yn rex este un subșir oarecare convergent al 
șirului (x), limita sa este mai mică decit w : 
lim yn, < lim x, = 0. 
n 


k= o 


Reamintim că dacă lim «a, = 1, atunci lim a,%„, = lim %„ 


n 0 n— n= 


(ea) 


Fie acum 2)a,%” o serie de puteri: 


n=0 

Ao + a% + aX? + a F... Fag +... 
Să considerăm seria cu derivatele termenilor acestei serii: 

dı + 2azx + Saga? + ... + nax” +... 


Am obținut tot o serie de puteri, pe care o vom numi seria derivatelor. 
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Teorema următoare arată legătura dintre mulțimile de convergență 
ale celor două serii, și dintre sumele lor. 


Teoremă. Dacă È a,x” este o serie de puteri și S suma sa, atunci: 

1) Seria derivatelor are aceeași rază de convergenţă. 

2) Funcția S este derivabilă pe intervalul de convergenţă şi derivata S” 
este egală cu suma seriei derivatelor. 


Demonstraţie: 1) Fie R raza de convergenţă a seriei Da,„x”. Avem 
1 Lei L LV . —— 
R = — dacă 640 şi R = +œ dacă o = 0, unde w = lim \ Ja, l. 


ct) H— P 


Să calculăm raza de convergență a seriei derivatelor SS na, x” 


n=l 
00 


Pentru fiecare x + 0 fixat, seria numerică ` na,x"-! este convergentă dacă 


n=l 


și numai dacă seria numerică È` na„x” este convergentă, deoarece seria a 
n=0 

doua se obține din prima prin înmulțire cu numărul x. 

Aşadar, seria de puteri £ pa,x"—! are aceeaşi rază de convergență 
cu z sena de puteri È nax”. Pentru ultima serie, coeficientul lui +” este 

. Avem Yu | e! =Vn V Jal; deoarece şirul (V n) are limita 1, rezultă 
că iral | (Yn|a, |) are aceeași limită superioară ca şi şirul (Via,|), adică 
lim Vn |a| = ©. 
n= 

Rezultă că seria Ð nax”, deci şi seria X na„x”-!, are aceeași rază de 
convergență R, ca şi seria X a,x”. 

2) Fie x¿E( — R, R), ṣi fier > 0, astfel ca r < R ṣi —7< Xo <T. 
Pe segmentul [— rz, +7], seria derivatelor este uniform convergentă către 
suma o(4). Cum seria Xa,” este convergentă în xo, rezultă că ea este uni- 
form convergentă pe [= r,r], că suma sa S este derivabilă pe [ — 7,7], 
și că S'=c. 

În particular, S’ este derivabilă în xo şi S'(%0) = o(xo). 

Cum xp a fost arbitrar în ( — R, R), rezultă că S este derivabilă pe 
— R, R) şică SF =o. 


Observație. Dacă punem S(x) =È a,x” pentru xva&(— R, R), 
teorema de mai sus spune că pentru a deriva suma unei serii de puteri, 
putem deriva seria termen cu termen : 


S'(x) =È (a,x) = d napă 
Putem acum pleca de la seria Sa și să formăm seria deriva- 


telor termenilor săi nl n(n — 1)a„x”*-2. Această serie se numește seria deri- 
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vatelor de ordinul 2. Ea are tot raza de convergență R, şi suma sa este 
derivata o' a sumei seriei X na,x"*-1. Putem considera seria derivatelor 
de orice ordin şi, repetînd raționamentul, deducem următoarea : 


Teoremă. Dacă 5 a,x” este o serie de puteri şi R raza sa de con- 
vergenţă, atunci, 
1) Seria derivatelor de ordin v are aceeași rază de convergenţă R. 


2) Suma S a seriei este indefinit derivabilă pe intervalul de conver- 
genţă, și derivata de ordin 4, S( este egală eu suma seriei derivatelor de 
ordin z. 


Pe baza acestei teoreme, dacă se cunoaște suma unei serii, se obține 
prin derivare suma seriei derivatelor. 
Exemple. 1) Avem: 
1 


l-z 


rr 234, Han‘, pentru | xi <l, 


Atunci 


1 


gp OLT rar... pentru || < 1. 


aa 2 t3 2r „se +H n(n — 1)ah—2 + ... pentru |x| < 1 etc. 


2) Să considerăm seria 
x g x” 
t+ ty ho 
Această serie este convergentă pentru | x| < 1. Să notăm cu f suma sa: 
x3 E dé 


y? 
fa +A +, O Hn’ pentru | xj <i. 
2 3 n 


Prin derivare obținem : 


1 
Fasit tatt. rr... =] Pentru |] < 1; 


1 
cum derivata funcției g(x} = — In (1 — x) este g'(x) = A , deducem că f(x) = g(x) + C. 
— 7 


Pentru x = 0, avem 
f(0) = 0 şi g(0) = 0, deci C = 0 şi deci f(x) = g(»). 
Aşadar avem 
xe g zh 


In (1 — x) = = x — — — — ... — — — ... pentru ll <l. 
(— a) Tr - pentru |% | 
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3) Dacă în exemplul 1 schimbăm x cu — x, obţinem 


1 
=1]1— z4r +... + (— 1) 4+ ... pentru |x| <l. 

| + 4 
DN DIR E 3e „a. + (— ina 1 + ... pentru |z|<l. 
(1 + a 
2 

Ga 2520 aa + (— m(n — 1)s”—2 + ... pentru |x| < 1 etc. 

— x 


4) Dacă în exemplul 1 punem x? în loc de x, obținem 


Da Lot... pentru |x| < 1 


şi prin derivare se obține suma altor serii convergente pentru |x| < 1. 
5) De asemenea, dacă în exemplul 3 punem x? în loc de z, obținem 
1 
| +4 


6) Să considerăm seria 


= lat n’ H (— 1) + ... pentru |z| <1. 


x x3 yö x2n+1 


Thgtg toe tait 


Să notăm cu R raza sa de convergență şi cu f suma sa. 
Prin derivare obținem seria 


EEn E 0 DD E a 


pentru care R = 1 şi care are suma „+ Rezultă că şi seria dată are raza de conver- 


| — 
l LA 
Cum funcţia g(x) = — ln 
2 l—ax 


genţă R = 1, şi suma sa f are derivata f'(x) = i 


ate aceeași derivată, g'(x) = AC rezultă că f = g + C; dar pentru + = 0, avem f(0) = 0 
— 7 


şi e(0) = 0, deci C = 0. Urmează că f(x) = g(x), şi deci 
y? PI: x2n+1 


X 
=itz t5 Ti foi 


] l+ 
— In 
2 Îl — 


+... pentru || < 1. 


7) Exemplul 6 se poate obține şi astfel: să considerăm seria de la exemplul 2 
P Oa ah 
ln (1 — x)= — = FT —...—— +... pentru || <i. 
2 3 n 
Să schimbăm pe x cu — x. Obținem 


g? w T id 
in (1 +4) =x— — ... (— IPH — +... pentru |x| <1. 
n 
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Scăzind prima serie din ultima, obținem 


In + un.) pentru ji < 1 


+ y3 gè n+ 
= 2 
| 2n + 1 j 


| —a r r Aaa 


Acea stă egalitate, valabilă pentru | x| < 1, ne permite să calculăm logaritmul oricărui 
număr. Fie, într-adevăr, y > 0 un număr real oarecare. Să găsim un număr x, astfel ca 


lx , y— l 
= y. Obţinem x = ——. Avem |z|<l 
l—x y+1 
şi deci 
l +a y— 1 1 (y — 1} 1 (y — 12th 
In y = in = 2 | — + a TS DE a 
1 — a y+1 3(y+1 2+1 (Y + Dr: 


Seria din paranteză este „foarte repede” convergentă, aşa încât, însumind un număr 
mic de termeni se obțin destule zecimale exacte ale lui In y. 


Acesta este modul în care se calculează tablele de logaritmi. 
8) Să reluăm seria de la 5: 
1 
1 + x2 


Să considerăm seria 


= | — x? + — x8 +... + (— 1)” 4... pentru |x] <1. 


x3 yê x7 pei 
E ri ii mie RR — 1)” 
3 t3 7t + "mpi 


+.. 


Seria derivatelor acesteia este seria de mai sus, deci seria aceasta are raza de conver- 


gență R = 1. Suma sa f este derivabilă și avem f'(x) = 


a pentru | x| < i. Dar funcția 
x 


g(x) = arctg x are aceeaşi derivată, deci f(4) =arctgz + C pentru |x| < 1. Cum pentru 
x = 0 avem f(0) = 0 și arctg 0 = 0, rezultă C = 0 şi deci 


A r E a E gantl 
arctg x = x — — +>- r. — 1)” „.. pentru |x l. 
g Zr It + | it p lzl< 
Să observăm că pentru x = 1, obţinem seria 
Ă l 4 1 1 
3 5 7 +... 


care este convergentă, cum se verifică uşor folosind criteriul lui Leibniz. 


T 
Deoarece arctg 1 = 3’ din teorema 2 a lui Abel obținem 


E O. 1 
3'5 7 


+... 


Afa 


Această serie poate servi pentru calculul numărului v, dar seria este „încet convert- 
gentă”, aşa încît în practică se folosesc alte serii „mai repede” convergente. 
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9) Să considerăm seria 


x x? x? g” 
1 — — — a. 
Tita ta t 


varte obținem 


Am văzut că pentru această seria avem h = + œ. Să însemnăm cu f(x) suma sa. Prin deri- 


PD EE z” 
f2) = titanate tate sf. 


Funcţia f(x) are proprietatea că prin derivare se reproduce. Singurele funcții cu această 
proprietate sînt funcțiile 


flx) = Ce¥, 
; Ni ; 
deoarece, dacă f’ = f, atunci — = 1, sau (În f) 


7 


Dar pentru + = 1, obținem f(l) = 1, şi Cel 


1, de unde 1n f = x+ In C, de unde f = Ce”. 


xn 


0, şi deci C = 1. Aşadar f(x) = e%, şi dec 
2] x% x? 
et = tatz t + 
Pentru x = 1, obţinem 


n! O 


pilal 
e = tata tz tipat 


n! 
Această serie serveşte pentru calculul numărului e. 


n 
-L 
O are derivata 1. 


Aici avem al treilea mod de a defini numărul e, ca sumă a seriei de mai sus, celelalte 
două moduri fiind: ca limită a şirului [+ 


şi ca bază a funcţiei exponențţiale care îm 
10) Să considerăm seria 


R(A — 1 k(k — 1)... (k — I 
par y REZ ap PE n EEA aE 


b tidie P 
n! 
unde $ este un număr real oarecare. Această serie se numește seria binomialä. Aplicînd criteriul 
lui d'Alembert se deduce că seria are raza de convergență R = 1. 

Fie f suma acestei serii pe intervalul (— 1, 1). Aşadar 


x2 


k(k — 1) 
fi) = 1 + he +o 


k(k — 1)... (k—n + 1) 
x 
-2 
pentru |x| <1. 


n! 


ddie mapan 
Prin derivare obținem 


A _ k(k — 1) k(k — 1)... (k —n + ll) 
Fa) =k + AT ... + mi! 
pentru |x| <1. 


snl p., 
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Înmulțind seria aceasta cu x, suma ei este xf’'(x). Atunci 


— 


2 fk(k — 1)... (k — k(k — 1)... (k—n +1 
n=l : 


-afi 2 k(k — 1) ... (k — n + 1l) 


i x») = kf(x) pentru |x| <1. 
n 


De aici deducem 
Pi _ 
fa) Si 


Funcţia din membrul stîng este derivata funcției g(x) = In f(x); funcția din membrul 
drept este derivata funcției A(x) = k ln (1 + x). Așadar, 


pentru |x| <1. 


g'(x) = h'(x) pentru |x| <1, 
deci cele două funcții diferă printr-o funcție constantă M 
g(x) = h(x) + M. 
Dacă punem C = eM atunci M = In C, deci 
ln f(r) = kin (1+ x)+lncC 
sau 
In f(x) = In C (1 + ok, 
de unde 
fix) = C(1 + a). 


Dar pentru 4 = 0 seria binomială are suma 


şi deci 


Aşadar 
f(x) = (1 + ah 


şi deci, pentru |x| < 1, 


atoki pa E eg a ARI Do nD a, 
2! n | 
11) Dind lui k diferite valori, în seria binomială, obținem: 
| 
pentru $ =>: 
VIT = pă _ 1 2p „1:83 Sa. + 
2 22 . 21 23 . 3! 22.4! 
+ (= n-a -8.5...(2n — 3) "o 
2% -nl 


pentru || < 1; 
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entru k = — — : 

p 2 

n A CE SE SEC 
= = — ~ N A <. — _————— eea 
Vi4 x 2 2.21 2.3] 2n ni v o+ 


pentru |+|<1. 
De altfel, seria a doua se obține din prima prin derivare. 


Schimbînd + cu — x, în ultima serie, obţinem 


1 až La, 1: 3...(22—1) 
ViZa IT g.g tot m.y! ste 


pentru |x| <1. 


Înlocuind acum x cu x?, obținem 


a 1 l-83 4 4 1:3... (n — 0) 24 
Viza at g.g tt 2n . m! ua 


pentru || <l. 
12) Să considerăm seria 
x3 1-3 1-3... (2n — 1) 


5 
t too toom. ni On + 1) 


x 21 4-1 ran 
2.3 722.215 aT + 


x+ 


Prin derivare, obținem seria care are suma , şi care are raza de convergență 


VI — 42 
R = 1, deci şi seria dată are raza de convergenţă 1. Dacă notăm cu f(x) suma seriei, avem 


1 
fx) = Vi pentru |x| < 1 


şi cum este derivata funcției x =» arc sin y, deducem 


1 
VI — z? 
f(x) = arcsinx +C pentru |x| < 1. 


Pentru x = 0, avem f(0) = 0, și arcsin 0 = 0, deci C = 0, şi deci f(x) = arc sin y. 
Aşadar, 


, TA 1.3 A A Se (n — 1 anl 
TC Sin 4 = — DL 22 A 1:3... (ĉn -— 1) 
a 2 22.2] 5 m.n! ntl 


pentru |x| <1. 


1 1 ; 
Pentru x = — avem arc sin — = Z , şi deci 
2 2: 6 
g d 
2 1 1.3 1 y p8 la 1 
6 to T.2115 IN m.n! gn+1 


Această serie permite să calculăm cu aptoximație numărul v. 
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7. Serii Taylor 


Fie a&R un punct oarecare. Vom numi serie Taylor o serie de puteri 
ale funcției (x — a), de forma 


S` a(x — a)" = ao + a(x — a) + ax — a)? + ... + anl — a)” +... 


n=0 


Punînd y = x — a, obținem seria de puteri 


XO ay” = ao H ay H aay? H on Hany H onn. 


u==0 


Fie R raza de convergență a acestei serii de puteri. Pentru — R< y < R, 
seria este convergentă, şi pentru |y|> R seria este divergentă. Inegalitatea 
— R<y<Rse scrie 


— RI —a<R 
sau 
a—R<x<a+R, 
deci seria inițială este convergentă în intervalul (a — R, a + R) cu cen- 
trul în a. 
Toate proprietățile seriilor de puteri se mențin pentru seriile Taylor: 


02 


1) Pentru orice serie Taylor d în (x — a)”, există un număr R, 
(O< R< + oc) numit raza de convergență, astfel încât : 


Seria este absolut convergentă pe intervalul (a — R, a + R). 

Seria este divergentă pentru |x — a| > R. 

2) Pentru orice 0<r< R,seria este uniform convergentă pe intervalul 
închis [a — 7, a + r}. 

3) Suma seriei este o funcție continuă pe (a — R, a + R). 

4) Dacă punem w = lim Vla,|, atunci 


R = — dacă 0< o< < + o0 şi R = + oo, dacă œ = Q. 


5) Suma a două serii Taylor X a(x — a)” şi Ð b,(x — a)” este tot 

o serie Taylor, cu raza de convergență "egală cel puțin cu cea mai mică 
rază de convergență a celor două serii. 

6) O serie Taylor se poate deriva termen cu termen. Seria derivatelor 

are aceeaşi rază de convergență şi suma sa este derivata sumei Taylor inițiale. 

7) Suma unei serii Taylor este indefinit derivabilă în (a — R, a + R). 
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Exemple, 1) Să consideräm seria Taylor 
1 + (2 —a) + (x-a +... +4 (x—a”+4+.. 


Este seria geometrică cu rația  — a, deci seria este convergentă dacă | x — a| < 1 şi diver- 
gentă dacă |x — a| > 1. Raza de convergență este R = 1, iar intervalul de convergență 
este (a — 1, a + }). 


1 


Suma seriei pe acest interval este ———————— = —————— - 
1 — (4 — a) l—az+a 


1 


—— =l 4 (x-a) +t... +(x — a)” +... pentru a—i<cr<a+l. 
l—z-+a 


Prin derivare se obţine 


GI 12003 ne tai... 


pentru a — l<z<a+il. 


2) în (oara (r-a ETEL’ L L 
2 n 


pentru |! x — aj < 1 adică a~- l <z<a+l. 


1 
5 aa Lot tar 


pentru į} x — af < 1 etc. 


8. Dezvoltări în serie 


Fie I un interval şi al. Fie f: I — R o funcție indefinit derivabilă 
în punctul a. Să considerăm seria Taylor următoare : 


fa + Spa) + pa) + o EE a +... 


n | 


Această serie se numeşte serta Taylor a funcţiei f în punctul a. Ea are 
o rază de convergență 0< R< + oo, o mulțime de convergenţă A care con- 
ține cel puțin punctul a, şi un interval de convergență (a — R,a-+ R)CA. 

Suma T a acestei serii este o funcție definită pe A. 

Dacă notăm cu 1, sumele parțiale ale acestei serii 


Tala) = fia) +EP + E pr) +... E pa), 


T, sînt polinoame definite pe toată dreapta. 
Sirul (7,) al acestor polinoame este convergent pe A către T. 


SERII DE PUTERI 767 


Trebuie observat că mulțimea A de convergență a seriei Taylor nu 
este neapărat o submulțime a intervalului Z pe care este definită funcția /. De 
altfel, seria Taylor este perfect determinată prin cunoașterea derivatelor func- 
Ției f în punctul a, deci de cunoaşterea valorilor funcției f într-o anumită 
vecinătate a punctului 4, pe care o putem alege arbitrar, oricît de mică. 


Să observăm de asemenea că T, sînt polinoamele lui Taylor din formu- 
lele lui Taylor ataşate funcției f în punctul a: 


fa) = fa) + Spa) + STI) +. E a) + Ra), 


1 2! 
x El, 


unde R, este restul formulei lui Taylor al funcției f în punctul a; R, este 
o funcție definită pe I, ca şi f. Avem deci 


f(x) = T„(%) + R„() pentru orice x al, 


de unde 
f(x) — Tal) = R,(x) pentru x &l. 


R, nu trebuie confundat cu vestul seriei Taylor. Pentru a le deosebi, 
vom nota cu p, restul de rang n al seriei Taylor; p, este o funcție definită 
pe mulțimea A de convergență a acestei serii. 


Avem 
T(x) = Tal) + p(x) pentru orice x&A. 


Se pune întrebarea dacă avem 
f(x) = T(x) pentru x&A NZ, 


adică dacă suma seriei Taylor a funcției f, pe mulțimea Af, este chiar 
funcția f. Acest lucru nu se întîmplă totdeauna, cum reiese din exemplul 
următor : 


Exemplu. Fie f: R— R funcția definită prin egalitățile 


1 


fla = e ” pentru x = 0 
0 pentru x =Q. 


1 
Această funcţie este continuă în 0, deoarece lim e * =0= (0). 


20 


Această funcţie are derivate de orice ordin în 0 şi f(%)(0) = 0. 
Seria Taylor a acestei funcţii în 0 este 


0 + 0x + 0324... 
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Raza sa de convergență R = + œ şi suma sa este T(x) = 0. 
Totuşi, pentru x = 0, avem f(x) = 0, şi deci avem 


(0) = T(0), dar f(x) = T(x) pentru orice x = 0. 


Räspunsul întrebării de mai sus este dat de teorema următoare : 


Teorem ă. Seria Taylor a funcției f în punctul a este convergentă 
într-un punct x e A f) 1 către valoarea f(x) a funcției f în x, dacă și numai 
dacă valorile în x ale resturilor R, ale formulelor lui Taylor formează un 
şir (R,(x)), eonvergent către 0. 


Într-adevăr, din egalitatea 
Fi) — Tata) = Ru(2) 


deducem că f(x) este limita şirului T,„(x), dacă şi numai dacă şirul (R,(x)) 
are limita 0. Cum în acest caz şirul (7,„(x)) are ca limită suma T(x) a seriei 
Taylor, şi cum limita unui şir este unică, deducem că f(x) = T(x). 

Prin urmare, dacă lim R,„(x) = 0, putem scrie 


fa) = fa) + Ara) + Spa + EP) +... 
Corolar. Fie B o submulțime a mulţimii A N 7. Avem 
fi) = fa) + fa) +... + ES. fonta) Jan. 


pentru orice x& B, dacă şi numai dacă şirul de functii (R,) format cu resturile 
formulelor lui Taylor este convergent pe B către 0 


Egalitatea de mai sus se numeşte formula de dezvoltare a funcției f în 
serie Taylor în jurul punctului a. 


Observaţie. Dacă f(x) = T(x), atunci p,(x) = R (2), deoarece 
Pa(2) = T(x) — T„(2) şi Ru(7) = fl) — Ta(2)- 

Dacă 0al şi f este indefinit derivabilă în 0, atunci seria Taylor a 
funcţiei f în punctul 0 are forma 


AO + ŽO + ËO +... HEO +... 


Această serie se mai numeşte serta MacLaurin a funcției f. 


Exemple de dezvoltări în serieYMacLaurin. 1) Să considerăm funcţia f: R —> R definită 
prin f(x) = e. Această funcție este indefinit derivabilă în orice punct, 


Avem 


fox) = e%, şi f™(0) = 1, oricare ar fi n EN. 
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Formula lui MacLaurin cu restul sub forma lui Lagrange este 


x? y” ah Cx 
z — 1 — —— e , 
Í rara tito TA Tar Di 


unde Cy este un număr cuprins între 0 şi x, x < Cy < 0 sau 0 < Cy < x, şi Cy depinde, în 
general, și de n. 


Avem 
y”+1 
Rala) = —— ets 
(n+ 1)! 
şi 
Rpa | EP eco g ele LEPEL o ari EPT, 
(n +1)! (n +1) ~ (n + 1)! 
| ze mr 


Oricare ar fi x e R, avem lim =0, deci lim R,„(x)=0, deci suma seriei MacLaurin, 
n=œ (n + 1)! n= o 


pentru orice x E R, este e”, 


n 


pp 4. t4 
e” = — — 2... — ... 
1! 2! nl 


Deoarece x este arbitrar, prin aceasta am şi demonstrat că mulţimea A de conver- 
gență a seriei este toată dreapta, şi suma ei este e* pe toată dreapta. 


2) Fie funcţia f: R—» [— 1, 1] definită prin f(x) = sin x. Funcţia este indefinit deri- 
vabilă pe R, şi avem 


fi) = sin x fO =0 
f'(x) = cosx fO =1 
f'(x) = — sin a f”) =0 
f(x} = — cos x f0) = —1 
fIV(4) = sin x IV(0) = 0 


Seria MacLaurin este 


x3 x3 2 


Se calculează că raza de convergență este R = + co. Aceasta va rezulta de altfel şi 
din cele ce urmează. 


Să considerăm formula lui Maclaurin cu restul în forma lui Lagrange 


| x3 x5 hami apa nn yant c 2n +1 ) 
sin x = y — — 4 — t... — NL — m si —— rj, 
T T n pi? | ) ii | st ii 


49 — Analiza matematică, vol. I 
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unde C, este cuprins între 0 şi x. Restul R, este 


R jn gnto o c 2n + 1 
= (— —————— Sin 
m) = (= Dr asia (os t Ir] 
, | 2n + 1 
şi cum {sin (cz + 2 =) < l, deducem 
2n+1 
Rata) i E. 
(2n + 1)! 


Şirul (R„(x)) are limita 0, şi deci sin + este suma seriei MacLaurin în punctul x. Dar 
x a fost arbitrar, și deci pentru orice y € R avem 


x? pa. xT 


sin x = 4 — — — — — sa 
x TETE 


Şi în acest caz seria MacLaurin converge pe toată dreapta către funcţia sin x. 


3) Funcţia f: R=» [— 1, + 1] definită prin f(x) = cos x, este indefinit derivabilă. 


fa) = cos PO) =1 
f(x) = — sinx F(0) =0 
f(x) = — cos x f” = —1 
f” (x) = sin x f” (0) = 0 
fY (x) = cos 4 fIV(0) = 1 


. + » o» a... . . . . . . O  — ..._„». - ... a a a a a 


Formula lui Maclaurin cu restul lui Lagrange se scrie 


x? yi yan 2n 4+2 


x 
-1-2 +4... (1 — 1p —— ` 1 
cosz=1- tat + (— 1) aai t | ) an gi (C + (n + 1)r) 


şi cum |cos 0 |.< 1, pentru restul acestei formule avem 


R | x |2” +3 
| AlS mg 


şi deci lim Ry(x) = 0; rezultă că suma seriei MacLaurin este cos x. Cum 4 a fost arbitrar, 
n 0 


pentru orice x € R avem 
x2 xt x g3 
== TATA 
cos # 2! + 4! tat 
Prin aceasta s-a şi demonstrat că seria este convergentă pentru orice y € R. 


4) Fie f: (— 1, + œ) — R, definită prin f(x) = In (1 + x). 
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Funcția este indefinit derivabilă pe (— 1, + œ). 


f(x) =ln (1 +x) f0) =0 
1 
fl) = rari (0) =1 
1 
f”) = — UL F'1(0) = -—1 
f” (x) = TE f” (0) = 2! 
(n — 1)! 


fla) = (Dn f0) = (— Din — 1)! 


Seria MacLaurin este 


n 
i i t i, 


S-a arătat că mulțimea de convergență a acestei serii este A = (—1, 1]. Să arătăm 
că pe A, suma seriei este În (1 + x). 
Pentru aceasta considerăm formula lui Maclaurin, cu restul lui Lagrange 
x”+1 (nti) 


} 1 4- 2 ct pa Z 1)” —————— C 
alasse gtt t ro a (Ca, 


unde 0 < Cy < x, iar Cx depinde şi de n. Dacă x € (—1, + 1] avem | x| xx 1, deci | C| < 1, 


Dar 
p | 
f+) = (— 1)” Ur şi deci pentru restul R, avem 
|x |nr: n! 1 x pr 
| Rs (2) | = — TOȚI > 
(a +)! (1 + Cpt! null +C 
Dacă 0 < xx 1, atunci avem 0 < Cp < x, deci 1 + C > 1 
i deci < x. Atunci 
5 1+ Ca ~ 
| Rata) | : | zi . i deci 
x) |x —— |x < ——— i deci 
n ~> n+ 1 SS n+l Ș 
lim Ry(2) = 0. 
n+ O 


Urmează că pentru + € [0, 1], avem 


g? x? x” 
In (14+ s) =s- 4n HL e +... 
2 3 n 
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Egalitatea aceasta este adevărată pentru orice x € (— l, i), cum s-a arătat cu ajuto- 
rul teoremei de derivare termen cu termen a seriilor de puteri. 

Acesta este un exemplu în care mulțimea de definiție a funcției este = (— 1, + œ) 
şi mulțimea de convergență a seriei este 4 = (— 1, 1], iar seria are ca sumă funcția f pe 
mulțimea 4 N I = (— 1, 1}. 


5) Să considerăm acum funcția f: R— R definită prin 


i 1 
[mun pentu - prez 
J) = 
|o marel 11 
entru y ——’— 
P 2 2 


Această funcție este, evident, iudefinit derivabilă în 0, şi derivatele sale în G sint 
egale cu derivatele funcției x —> In (1 + x) în 0, deci are aceeași serie MacLaurin. Avem deci 


) pop (o pa a tu rej- >, +i 
=z- 4>... — [)5—1 — 4- ... pentru 4 ——, +i 
Fi 2 3 n P | 2 +z] 


Dar seria este convergentă pe (— 1, 1]. Aşadar, I = R, A = (— 1, + 1] 
spa sa NI. 
2 2 
6) În exemplul 4, înlocuind x cu — x, obţinem funcţia f definită pe ({— œ, + 1) 


prin f(x) = în (1 — x). Seria Taylor a acestei funcţii este 


AZ g x” 


— X% — 1 _ — — — T 


7 z s. > 
Pe intervalul [— 1, 1), suma acestei serii este ln (1 — +). 
Exemple de dezvoltări în serie Taylor. 1) Fie f(x) = ef: R— R şi fie a € R. Avem 
fla = et, f'(a) = et, ..., f(a) = et, ... şi 


x—a (x — a) (x — a)” 


et ea a e pa 4 n... pentru v €E R. 
1! 21 n! 


eX = e + 


2) Fie f(x) = sin x: R— R şi a E R. Avem: 


fla) = sin a, f'(a) = cos a, f”(a) = — sina, f'(a) = — cos a, fV (a) = sina, ... 
x —a (x-a? (x — ah 
sin 4 = sin a + cosa — sina — —, p eosa t 
(x — at , 
sin a — ... pentru orice x € R. 


3) Fie f(x) = cos x: R = R, a E R. Avem 


fla) = cos a, f'(a) = — sin a, f”(a) = — cosa, f'(a) = sin a, fiV (a) = cosa, ... 
x—a, (x — a) (x — aj} 
COS x% = COS 4 — sin a — ——— cosa + —————sin a + 
2! 3! 
(z — a)* . 
cosa — ... pentru orice y € R. 


4| 
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4) Fie f(x) = In (1 + x): (—1, + œ) = R, ṣì fie a > — 1. 


Avem 
fla) (1 +a) 
fr i 
f'(a) = Ia 
f ) i 
a) = 
(1 + a}? 

nia = pn ZDI 

f”a) = (— 1) 1 4 a)” 

in (I + x) =n (1 +a) (72t oa, ... + (— pr EZ" 

l l+a 2(1 +a} n(l + a)” 


pentru v în intervalul de convergenţă al seriei. Să calculăm raza de convergentă. 


—— l 
Aven i ligi = Yan Acest şir are limita 7 


că intervalul de convergență este (a — R, a + R) = (—1, 1 + 2a), deci pentru orice serie 
Taylor a funcției f(x) = in (1 + ~), intervalul de convergență are extremitatea stingă în 
punctul — 1. Aşadar, cu cît a este mai aproape de — 1, cu atit raza de convergență a seriei 


Taylor este mai mică. 


, deci avem R = I + a. Observăm 


5) Prin derivare obținem 


l ł XA n (x — a) ) 1 ; 2 
Fa iga pt U EOD paga o Pea — ia<l 2a; 
88 — A o 2(x—a) + (— 1)”+: n(x — a) 
Q +a) (+a (Aap o) (1 + anti 


pentru — 1 < 4 < 1 + 2a. 


Schimbind 4 în — x şi a în — a avem 


AR pp e tru — 1+2 1 
= i ek + ... pentru — a< xxl; 
Î — x i-a (1 — a} (1 — ani P + 
o fe i 2(x — a) ml — a , | 
(1 — a (1— a} 1 = a) a. + (— 1) (1 — arti +... pentru 1 + 2a<xy<l. 
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